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1 Introducao

Para introduzir a transformada de Laplace, vamos estudar o comportamento livre de um

circuito RL, mostrado na Figura 1.

i(t)
>

R ‘$> vr(?) L % v (t)
i(0

=14

Figura 1: Circuito RL livre com condicao inicial 7.

Aplicando a segunda Lei de Kirchhoff ao unico laco do circuito da Figura 1, obtemos a

seguinte equacao diferencial de primeira ordem

di(t) .
LW + RZ(t) = 0, (1)
ou ainda,
di(t) R. .
dt + Zz(t) = 0. (2)

E interessante observar que se trata de uma equacao a coeficientes constantes pois supos-
tamente os valores dos componentes R e L nao variam ao longo do tempo. Para resolver
essa equagao, vamos aplicar uma transformacao a ela e resolver a equagao resultante em um
dominio transformado. Depois devemos aplicar uma transformacao inversa para se obter a
solugao no tempo.

)

Multiplicando ambos os lados de (2) por e e integrando de t = 0_ a t — oo, obtemos

/ i) gy / Rithyetar — 0
. L

dt

ou ainda

*di(t) _ R[> _q

—e 't + — t stdt = 0.

/0 De +L/o i()e 0 (3)
—_——

I(s)

Aqui cabem trés observagoes:

- s é uma variavel complexa s = ¢ + jw que tem dimensao de frequéncia. Por isso, é

usualmente chamada de frequéncia compleza;

- a integral é calculada a partir de t = 0_ para contemplar o caso de impulso em t = 0;
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- a segunda integral em (3) é definida como uma corrente transformada e é uma fungao
da frequéncia complexa s. Por isso, é denotada como I(s).

Note que a fun¢ao que aparece na primeira integral em (3) é a derivada da corrente.
Para continuar, precisamos calcular a transformada da derivada de uma funcao. Usando

integracao por partes, pode-se mostrar que

<dift) ..
/0_ O et = s1(5) — i(0.). @)

E importante observar que a transformada aplicada a derivada de uma funcao levou ao
produto sI(s) e além disso apareceu automaticamente a condi¢ao inicial do indutor. Subs-

tituindo (4) em (3), obtemos a seguinte equagao diferencial transformada

. io
I(s)ls+ R/L] =iy = I(s) = ———. 5
s+ R/L = io = 1(s) = 0 )
Com a transformacao aplicada a equagao diferencial (2), obtivemos uma equacao algébrica
simples na variavel complexa s. Obter a corrente transformada é simples. No entanto, ainda
precisamos obter i(t). Como obter i(t) a partir de I(s)?
Para responder essa pergunta, vamos aplicar a mesma transformacgao a funcao exponen-

cial Ae™* H (t), em que H(t) representa o degrau unitdrio. Assim, obtemos

/ Ae et dt = A : (6)
S+«

Usando esse resultado, conclui-se que

10 < _
I _ _ (R/L)t stdt 7
(s) —5+R/L /Ozoe e (7)

e portanto, a solugao do problema é
i(t) = ioe*(R/L)tH(t). (8)

Obter a solucao de uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem e a coeficien-
tes constantes é relativamente simples e nao justifica a resolugao no dominio transformado.
No entanto, as equacoes diferenciais que descrevem circuitos elétricos podem ter ordem ele-
vada. A solucao dessa equacoes diferenciais corresponde a soma da solucao geral da equacao
homogénea com a solugao particular da equacao completa. Obter a solucao particular da
equacao completa pode ser complicado. Em geral, essas solugoes sao conhecidas para um
conjunto particular de excitagoes como, por exemplo, degrau, impulso ou sendide. Além
disso, deve-se impor as condigoes iniciais para resolver o problema, o que também pode ser
complicado.

A resolugao de equagoes diferenciais (ou integro-diferenciais) ordindrias e a coeficientes
constantes em um dominio transformado facilita sobremaneira os célculos ja que a derivada
de uma funcao é transformada em um produto e a integral em uma divisao na variavel

complexa s. Assim, obtemos equacoes algébricas no dominio transformado que levam em
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conta as condigoes iniciais. Para obter a solucao no tempo devemos aplicar a transformada
inversa e para isso podemos usar técnicas bem conhecidas e relativamente simples, como a
decomposicao em fracoes parciais como veremos mais adiante. Assim, o procedimento de se
aplicar a transformada de Laplace para resolucao de equacoes diferenciais pode ser resumido

através do diagrama mostrado na Figura 2.

Equacao diferencial
ordinaria linear e a
coef. constantes

Equacoes
algébricas no

dominio da Transformada

Transformada freqiéncia de Laplace
de Laplace complexa inversa
condicoes =
iniciais Solucao

temporal

Figura 2: Transformada de Laplace aplicada a Circuitos Elétricos.

2 Definicao

Seja f(t) uma fungao real ou complexa definida em [0_, cc]. Sua transformada de Laplace
unilateral ¢ definida como

CIf(t)] = F(s) 2 / " F)e e (9)

sendo s = 0 4+ jw uma variavel complexa.

Cabe observar que a transformada de Laplace bilateral é definida de t — —o0 a t — oo
e é importante quando se trabalha com sinais ndo causais (sinais que sao diferentes de
zero para t < 0). Em redes elétricas, um circuito sempre comega a operar a partir de
um instante de tempo inicial (¢ = 0_) em que hd ou nao energia armazenada no campo
elétrico dos capacitores e no campo magnético do indutores (condigoes iniciais). Além disso,
as excitacoes sao aplicadas ao circuito a partir desse instante inicial. Por isso, a definicao

unilateral é mais conveniente para essa aplicacao.

3 Existéncia e abscissa de convergéncia

Para que a transformada de Laplace exista, é necessario que a integral (9) convirja. Substi-
tuindo s = 0 + jw em (9), obtemos

F(s) = Oof(t)e_"te_j“tdt. (10)

0—
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Como |e™7*| = 1, a integral do lado direito dessa equagao converge se

/000 2(t)e=|dt < oo, (11)

Dessa forma, a existéncia da transformada de Laplace unilateral é garantida se a integral em
(11) é finita para algum valor de 0. Qualquer sinal que nao cresce mais réapido do que um
sinal exponencial Me?" para algum M e o satisfaz a condigao (11). Dessa forma, se para
algum M e oy,

2(t)] < Me (12)

basta escolher o > o0 para satisfazer (11).

Exemplo 3.1. Qual o valor de oy para que a transformada de Laplace unilateral do sinal

e?t convirja? Calculando a transformada de Laplace desse sinal, obtemos

£[€2t] _ / 62t€—stdt _ / e2te—(o+jw)tdt
0_ 0

= / e~ Dtemivt gt = 0 = 2.

A regiao de convergéncia para essa transformada esta mostrada na Figura 3.

Plano s s=0+ jo
, _—

@ _—" Re
0 ,,é o
00/
/Re[s]>0'0

|_—

Figura 3: Abscissa de convergéncia da transformada de Laplace unilateral.

Os sinais et2, e e ! crescem com uma taxa mais rapida que e’ e consequentemente
nao possuem transformada de Laplace. Felizmente, esses sinais tém pouca importancia na
pratica. Resumindo, as condigoes suficientes para a existéncia da transformada de Laplace
unilateral sao:

f(t) continua e integravel em intervalos;

- |f(@)] < Me™t, VYt e [0-, oo] para M e o reais;

Flimy o €5 f(¢) para algum valor de sop = 0¢ + jw que é abscissa de convergéncia da
transformada;

a integral é convergente para Re[s] > Re[so].

E importante observar ainda que a transformada de Laplace unilateral F'(s) tem uma
tunica inversa f(t) e por isso, nao é necesséario explicitar a regiao de convergéncia. Por essa

razao, raramente vamos falar de regiao de convergéncia ao longo do texto.
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4 Transformadas de Laplace tteis em circuitos

Usando a defini¢ao (9), pode-se obter algumas transformadas de fungoes tteis na andlise de

circuitos elétricos. Essas transformadas estao mostradas na Tabela 1.

Tabela 1: Transformadas de Laplace de funcoes elementares.

[ | Fs) | s Fls)
o(t) | 1 | sen(wt)H(t) Sziwz
H(t) % cos(wt)H (t) Sz_iwz
kH(t) g e " H(1) Sia

Usando os pares de transformadas da Tabela 1, podemos derivar transformadas de La-
place de outras funcoes. Por exemplo, vamos calcular a transformada de Laplace da funcao

f(t) = cos(2t + ) = cos p cos 2t — senpsen2t.

Como veremos a seguir, a transformada de Laplace atende a propriedade de linearidade. Por

isso, podemos calcular

§COos (p — 2senyp

F(s) = cos pL]cos 2t] — senpL[sen2t| = Ca
s

5 Propriedades

A seguir enumeramos as propriedades basicas da Transformada de Laplace unilateral. As
demonstragoes dessas propriedades seguem diretamente da definigao (9) e por isso nao serao
mostradas.

P1- A primeira propriedade que segue diretamente da definigao (9) é a linearidade, ou seja,
a transformada de Laplace de uma combinagao linear das fungoes fi(t) e fo(t) é dada
pela combinacao linear de suas transformadas:

Lleifi(t) + cafa(t)] = c1Fi(s) + c2Fa(s),

em que ¢y e ¢y sao duas constantes reais ou complexas.
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P2- Derivada da transformada em relacao a s

LIA(1)] = Fls) = — 5 F(s) = LI (1)

Essa propriedade é importante para calcularmos a transformada de funcoes do tipo

k—
t ' eat
(k—1)!
com k > 1 e inteiro, que podem aparecer em circuitos elétricos. A partir do par de
transformadas
at 1
e
S —
e usando essa propriedade, obtemos
1
teOét
(s —)?
© 2
Ul 1
—e = .
2 (s —a)3
Aplicando essa propriedade sucessivamente, chegamos a
tk_l ot 1
e
(k—1)! (s —a)k

P3- Translagao no campo real

LIf(t—a)] = e " F(s)
P4- Translagao no campo complexo
Lle™f(t)] = F(s +a)
P5- Multiplicacao do argumento por constante
Llfwt)) = ~F(s/w)

P6- Transformada de fungoes periddicas

P7- Transformada da derivada de uma funcao

/(1) = sF(s) — f(0-)
[f(1)] = $*F(s) = sf(0-) = f(0-)

(
LI @) = 5"F() = 5" f(0-) = 5" 2f(0) =+ = £ (0.

Caso particular: condicoes iniciais nulas

LIf(t)] = sF(s)
LIFM (@) = s"F(s)
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P8- Transformada da integral de uma funcao

- Um / WT] _ () [ S

S S

Caso particular: condicoes iniciais nulas

c V_; f(T)dT} - I

6 Exemplo — Circuito RLC série

Exemplo 6.1. Considere o circuito RLC série da Figura 4 com valores de componentes no

sistema de unidades de audiofrequéncias, excitado por um gerador de tensao.

A —
N R L L=1H v(0.)=-10V
ety O c——|w» | C=0.25uF || i(0)=1mA
R=5kQ

Figura 4: Circuito RLC série.

Aplicando a sequnda Lei de Kirchhoff ao laco, obtém-se

di(t)
dt

L

+ Ri(t) + é /Ot i(A)dX +v(0-) = es(t)

Essa equacao integro-diferencial pode ser transformada em uma equacdao diferencial de se-
gunda ordem. Derivando ambos os lados em relagao a t e dividindo a equagao resultante por
L, obtemos ,
Bilt) | RAi(t) | 1 Ldelt)
dt? L dt LC L dt
O fator de amortecimento e a frequéncia propria nao amortecida (frequéncia de ressondancia)

valem respectivamente
R
a=-—=25ms" e wy=2krd/s
2L ’ /
Vamos estudar o comportamento livre desse circuito (es(t) =0). Como o > wy o circuito
livre tem um comportamento super-amortecido. A resolucao da equagao diferencial no tempo

leva a sequinte expressao para a corrente

. _ . « Vo
t)=e h(Bt) — —senh (8t) | — ——senh(St
ift)y=e [zo (cos (Bt) ﬂsen (8 )) BLsen (8 )}
para t > 0, sendo 3 = \/a? —w2. No problema, 3 = 1,5 ms™' e a partir de manipulagoes
algébricas chega-se a
i(t) = (3" — 2e ") H(t).
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Vamos agora obter essa expressao usando a transformada de Laplace. Usando a Proprie-
dade P7, a equacao diferencial de sequnda ordem pode ser descrita no dominio transformado

como

dz(O_) + EI(S) . ESI(S) _ E(O_) —+ LI(S) = lSES(S)’

2 o .
s 1(s) =5i(0-) = ==+ 7 L I LC L

Dessa equacgao, obtemos a sequinte expressao para a corrente transformada

1 di(0_
—sE(s) + si(0-) + di(0-) + Ei(O_)
L dt L
I(s) = , R 1
s° + ES + m

Nao dispomos da derivada da corrente em t = 0_, mas podemos cacular essa condicao inicial

a partir de v(0_). A partir da equagao integro-diferencial, calculada em t = 0_, obtemos

di(0_)
dt

L +RI(0.) + l/oz‘()\)dk—l—v(o_) — e,(0_).

C

Dessa equacao, obtemos

[diEZOt—) . %(0_)} = 200

Usando esse resultado, a corrente transformada fica

1 , 1
He) ZSES(S) + si(0_) — EU(O_)

L LC

Cabe observar que poderiamos obter esse resultado aplicando as Propriedades P7 e PS dire-
tamente na equacao integro-diferencial. Isso evitaria o passo adicional de obter a condi¢ao
inicial da derivada da corrente em funcao do valor inicial da tensao.

Substituindo os valores dos componentes e das condicoes iniciais e lembrando que para

obter a resposta livre Eq(s) = 0, chega-se

s+ 10 5+ 10

I(s) = 2+bs+4 (s+1)(s+4)

O proximo passo é aplicar a transformada inversa para obter a expressao da corrente no

tempo. Note que, a corrente transformada pode ser reescrita da forma

3 . -2
s+1 s+4

I(s) =

Usando os pares de transformadas da Tabela 1, obtemos
i(t) = (3" — 2e ") H (1),

que coincide com o resultado da resolucao da equacao diferencial. O grdfico dessa corrente
ao longo do tempo estd mostrado na Figura 5.
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ti(t) (mA)
2 ‘
1.5 B -
] ]
05F ]
t (ms)
0 | | | | | | T ‘ >
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Figura 5: Corrente do circuito RLC série da Figura 4; comportamento livre.

7 A transformada inversa de Laplace

Até agora vimos como calcular a transformada de Laplace unilateral e sua aplicacao para
resolver equacoes diferenciais. Como calcular a transformada inversa? Como reescrever
uma expressao racional no dominio transformado como uma soma de fragoes parciais como

fizemos no exemplo anterior? Vamos responder essas perguntas a seguir.

7.1 Tabelas de transformadas e propriedades

Lembrando que a transformada de Laplace unilateral é univoca e linear, podemos anti-
transformé-la usando tabelas de pares de transformadas e de propriedades. Vamos ver isso

no proximo exemplo.

Exemplo 7.1. Vamos anti-transformar a funcdao racional

s+5 1 3

Fls) = (s +2)2 :s+2+(s+2)2'

Usando o sequinte resultado

tk*l . 1
G-11 T G-

por inspecdo visual obtemos f(t) = (e + 3te ") H(t).

7.2 Formula de inversao

A transformada de Laplace inversa pode ser calculada a partir da formula de inversao
1 o+j00 .
t) = — F(s)eds.
)= 5 [ Fleas

Para isso, devemos calcular a integral no campo complexo, o que muitas vezes ¢ complicado.
Por isso, o uso da férmula de inversao é evitado em geral, principalmente porque a maior

parte das transformadas que aparecem em circuitos elétricos sao fungoes racionais.
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7.3 Transformada inversa de funcoes racionais

As transformadas que aparecem em circuitos elétricos sao fungoes racionais do tipo
N(s)  bos™ +b1s™ "+ 4 bp_15+ by
D(s)  aps"+ay st ap_15+a,

em que a;, © = 0,1,---,neb;, j =0,1,---,m sdo constantes reais e ay # 0 e by # 0.

F(s) =

Se n > m entao F(s) é uma funcdo racional estritamente prépria e pode ser expandida
em fracgoes parciais. Se n < m entdo F(s) deve ser reduzida em uma fungao polinomial
mais um resto que é uma funcao racional estritamente propria, obtido a partir de divisao
de polinomios. Neste caso, o resto da divisao pode ser expandido em fracoes parciais como

veremos mais adiante.

7.3.1 Definicao de polos e zeros

Uma funcao racional pode ser fatorada da seguinte forma

17 (s — 2)
F(s) = K= =5 (13)

Hj:l(s —pj)
em que K = by/ag é um fator de escala, z;, i = 1,--- ,n sdo os zeros (raizes do polindémio
do numerador, N(s)) e pj, j =1,--- ,m sao os polos (raizes do polinémio do denominador).

Uma fungao racional é descrita completamente a partir dos polos, zeros e do fator de escala,

como veremos no exemplo seguinte.

Exemplo 7.2. Seja

5% 4 3s
F =10
(5) st + 653+ 1452 +5

uma funcgao racional no dominio da transformada complexa s. Determine os polos, zeros e
represente-os no plano s. A fungdo F(s) pode ser fatorada na forma (13), ou seja,

s(s+3)
F(s)=10 ;
() (s+1)2(s+2—7)(s+2+))
de onde podemos identificar os polos p1o = —1 epsy = =217, 0s zeros z; =0 e 20 = =3 e

o fator de escala K =10. O diagrama de polos e zeros estd mostrado na Figura 6.

2 ' ' ' I
K=10 jo
1 b
| (2) c
0 o— 1 %0
|
~1
_2

Figura 6: Diagrama de polos e zeros da fun¢ao F'(s).
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7.4 Inversa de funcoes racionais estritamente préprias

As fungoes racionais estritamente préprias (n > m) podem ser expandidas em fragoes parciais

da forma
F(s) = ZZA’W'(S — )
j=1 k=1 pP;
em que Ay; sao coeficientes reais ou complexos chamados de residuos p;, 7 =1,--- ,p sao os

polos de F'(s), cada um deles com multiplicidade m; de modo que my +mg+ -+ +m, = n.

Reescrever a funcao F(s) dessa forma é conveniente pois sabemos que

at 1

G- T GEoar

Como calcular os residuos? Vamos estudar o calculo dos residuos através de varios exemplos.

tk*l

As constas serao conferidas com a funcgao residue.m do Matlab.

Exemplo 7.3. Polos simples e reais. Vamos obter a transformada de Laplace inversa

da funcao
F(s) = ' s—|—23 _ 5+ 3 .
s34+3s24+2s  s(s+1)(s+2)
com polos p;1 =0, pp = —1 e p3 = —2 e zero z; = —3. A expansao em fracoes parciais dessa
funcao € dada por
Fly=y A2 A

+ + :
S s+1 s+2
O residuo Ay pode ser calculado, multiplicando a expansao em fragoes parciais de F(s) por
s e calculando a expressao resultante em s =0, ou seja,

AQS AgS s + 3
A — F =0 = A = - 175
= F(s)elems { 1+s+1+s+2]szo (s - D)5+ 2) =0
O residuo Ay, por sua vez, pode ser calculado como
Ai(s+1) As(s+1) s+3
Ay =F Dger1 = | —————+ Ag+ ———— =-2=— = -2
2 (8)(s + Dfs=—1 [ s A2t s+2 |, s(s+2)ls=—1
Por fim, o residuo Az € calculado de forma andloga, ou seja,
Ai(s+2)  As(s+2) s+3
A - F 2 S§=— - A - —————— — [
3 (8)(s+2)[s=—2 { s + (s+1) A3 _ s(s+1)ls=—2 0.5

Dessa forma, a expansao em fragoes parciais de F(s) se reduz a
1,5 -2 0,5
s s+l 542

F(s)
cuja transformada inversa € dada por
Jt)=[1,5—2¢""40,5e *] H(t).

Podemos obter esses residuos usando a funcgao residue.m do Matlab. Entrando com os coefi-
cientes do polinomio do numerador e do denominador, obtemos os residuos na varidvel R,
0s polos na varidvel P e coeficientes na varidvel K, que aparecem caso a fung¢ao nao seja

estritamente propria. Ou seja, a expansao em fragoes parciais € do tipo
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B(s) R(1) R(2) R(n)
——— = ——————— + - + o+ + K(s)
A(s) s - P(1) s - P(2) s - P(n)

Para o nosso exemplo, obtemos

b=[1, 3];
a=[1, 3, 2, 0];

[R,P,K]=residue(b,a)

R =
0.5000
-2.0000
1.5000
P =
-2
-1
0
K =[]

Exemplo 7.4. Polos simples e complexos conjugados. Quando hd polos complexos
conjugados py, e py, uma parcela da expansio em fragoes parciais de F(s) € dada por
A A7

k + k

%)
S — Pk S — Pk

Fk(S) =

sendo Ay = |Ag|e’® e A; = |Aple 7% residuos que também sio complexos conjugados e
estao relacionados ao polos py, = oy + jwy, € Py, = oy, — jwy, respectivamente. A transformada
inversa de Fy(s) é dada por

fru(t) = ApeP*t 4 AjePi! = 2Re{ AyeP*'}.

Usando a descricao do polo pr, em parte real e imagindria e do residuo A;, em mddulo e fase,
podemos reescrever essa funcdo como

fr(t) = 2| Aple” " cos(wy + dr).

Vamos entdao calcular a transformada inversa da fungdo

_ 90 s+ 3
st 4583 + 1352+ 19s + 10°

F(s)

Usando a funcao residue.m do Matlab obtemos
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b=20%[1 3];
a=[ 1 5 13 19 10];

[R,P,K]l=residue(b,a)

+

-3.0000
-3.0000
-4.0000
10.0000

1.00001
1.00001

-1.0000
-1.0000
-2.0000
-1.0000

+

2.00001
2.00001

Novamente, a varidvel K ¢é vazia pois F(s) € uma fun¢do racional estritamente prépria.
Neste caso temos dois polos complexos conjugados e dois reais e um zero real, como podemos
ver no diagrama de polos e zeros de F(s) e no grifico do |F(s)| em fun¢ao da parte real o
e parte imagindria w da varidvel complexa s, mostrados nas Figuras 7 e 8, respectivamente.

Na Figura 7, a reta tracejada indica a abscissa de convergéncia de F(s).

4

3r Im

ROC|

o
(0]
R N -
es)
@

i i i i i i i i i
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 7: Diagrama de polos e zeros da funcao F'(s).
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50

40

IF(s)l (dB)

Figura 8: Médulo de F(s) em dB em fungao da parte real o e parte imaginédria w da varidvel
complexa s.

Usando os resultados da fungdo residue.m, a expansao em fragoes parciais de F'(s) é dada
por

/10 7161,6° 10 —7161,6° —4 10
Fle) =Y X T
s+1—-2j s+1+2j s+2 s+1

Usando o resultado anterior para anti-transformar parcelas complexas conjugadas, obtém-se

f(t) = [2V10e " cos(2t + 161,6°) — de™ " 4 10e™" | H(t).

Exemplo 7.5. Polos multiplos. Neste exemplo vamos calcular a inversa de uma funcao

racional estritamente propria que tem polos maultiplos. Seja a sequinte func¢ao racional es-
tritamente propria

s+ 2 s+ 2
F(s) = 3 2 - 2
$3+2s2+s  s(s+1)
com zero z; = —2 e polos em p; = 0 € ps = p3 = —1 (multiplicidade 2). A decomposicio em
fracoes parciais dessa funcao € dada por
A A A
F(s) = no 12 22

+ )
s (s+1) (s+1)2
Os residuos A1 e Ao sao calculados como nos casos anteriores, ou seja

All = SF(S)‘SZO =2
AQQ = (S + 1)2F(8>|5:_1 =—1.
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Com os valores de A1y e A, € possivel calcular o residuo Ais igualando a expansao em
fragoes parciais a F(s), ou seja,
An(s+ 1)+ App(s + 1) + Agas o s+2
s(s+1)2 Cos(s+1)2

Os numeradores dessas funcoes racionais devem ser iguais para todo s na regido de con-

vergéncia de F(s). Em particular para s = 1, obtemos
22 + Ap2) 1+ (-1)1=3=241, = 4= A, = —2.

Assim, a expansao em fracoes parciais fica
2 —2 -1
F(s)=-
(s) s (s+1) * (s+1)2

e a transformada inversa é dada por
ft)=1[2—2e" —te "|H(t).
Usando a funcao residue.m do Matlab, obtemos

b=[1, 2];
a=[1, 2, 1, 0];

[R,P,K]l=residue(b,a)

E importante observar que no caso em que um polo

P(j) = ... = P(j+m-1)
aparece com multiplicidade m, a expansao em fragoes parciais inclui termos da forma

s - P(G) (s -P()"2 (s = P(j))"°m

Usando essa expressao podemos identificar os residuos e relaciond-los com os termos da
expansao.
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7.5 Inversa de funcoes racionais improéprias

Quando o grau do numerador da func¢ao racional é maior ou igual que o grau do denominador
m > n, temos uma funcao racional imprépria. Neste caso, antes de fazer a expansao em
fragdes parciais, devemos fazer uma divisao de polinémios de modo a escrever a fungao F'(s)

como a soma de um polinomio em s e uma funcao racional estritamente prépria.

Exemplo 7.6. Vamos anti-transformar a fun¢ao impropria

Fs) st 458 +4s2+32+1
S) = .
$3 4+ 352 + 25

Devemos fazer primeiramente uma divisao de polinomios até obtermos uma funcao estrita-

mente propria. Dessa forma, chega-se a

—4s> —s+1

F = 24— ——.
(s) = s+ +s3+3$2+25

Usando a funcao residue.m do Matlab, obtemos

b=[15 4 3 1];
a=[1 3 2 0];

[R,P,K]l=residue(b,a)

R =
-6.5000
2.0000
0.5000
P =
-2
-1
0
K =
1 2

Neste caso, a varidvel K nao € vazia e corresponde aos coeficientes do polinomio s + 2 que
aparece em F(s), através da divisio de polinomios. Os residuos e os polos obtidos com essa
funcgao correspondem a expansao em fragoes parciais da parcela estritamente propria de F(s).
Assim,
F(s) :s+2+ﬁ+ ’ +O’5.
s+2 s4+1 S
Para transformar a parcela s devemos lembrar que a transformada do impulso §(n) € igual

a 1. Usando a Propriedade P7, obtemos
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Assim, f(t) € dado por

_ do(n)

f(t) o +20(n) + 0,5u(n) + 2e~"u(n) — 6,5¢*u(n).
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