Robos Moveis

Estimadores Bayesianos de
Estado e o Filtro de Kallman




—
Estimacao Bayesiana de Estado

ylx,z) P(x|z)

p(xly, )=t

P(yl|z)




—
Estimacao Bayesiana de Estado

Exemplo:

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics



Estimacao Bayesiana de Estado

* p(abertalz) € diagostica.
* p(z|aberta) € causal.
Conhecimento causal é mais facilmente obtido.

Regra de Bayes permite obter diagnostico de conhecimento causal.

P(y|x,z) P(x|z)
P(yl|z)

P(x|y,z)=

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics



Estimacao Bayesiana de Estado

 P(z|aberta) = 0.6 P(z|—aberta) = 0.3
e P(aberta) = P(—~fechada) = 0.5

P(z|aberta)P( aberta)

P(z|aberta) p( aberta)+P (z|~aberta) p(—aberta)

P(aberta|z )= 0.6:9.5 2——0 67

P(aberta|z )=

0.6:0.5+0.3-:0.5 3

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics
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Estimacao Bayesiana de Estado

e Suponha uma sequéncia de leituras,
Z1 2o onny 2,

« Como estimar p(x, | z;, z,, ..., Z,)?

P(zn|x,z1,...,zn-1) P(X]|z1,...,20-1)

P yeoogln|—
(xlzt,....zn) P(zn|z1,...,2n-1)

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics




Estimacao Bayesiana de Estado

e Hipotese de Markov: O estado é
completo.

e A probabilidade de z,dado x,,; €
Independente de z,, z,, ..., Z,

_P(z.x) P(x|z1,...,2.)

CP(zi|z1,...,z04)

=n P(z.|x) P(x|z:,...,2.1) b

=n.. [T Plz1x) P(x)

6 Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics
7

P(x|z,..., Z.)




Estimacao Bayesiana de Estado

1.0 e 008 @ L. L1 I ] Ll 1 i

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics




Estimacao Bayesiana de Estado

e AcOes do robo

—

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics




Estimacao Bayesiana de Estado

e AcOes do robo

09 0
01 M\fechada 1 @\afer_{\ fdhada 3 0,5

0 0,5
Fechar abrir

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics
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—
Estimacao Bayesiana de Estado

* Integrando acoes do robo

P(x u):fP(x|u,x')P(x')dx'

P(xfu)= Y. P(x]u,x'|P(x')

gard, W. Fox, D., Prob. Robotics




—
Estimacao Bayesiana de Estado

P(fechada|fechar) =) P(fechada|fechar,x')P(x")
=P (fechada| fechar ,aberta ) P( aberta)
+ P( fechada| fechar, fechada) P ( fechada )
9 5 1 3 _15

10 8 1 8 16
P(open|u) =) P(aberta|fechar,x')P(x')
=P (abertalfechar ,aberta ) P( aberta)
+ P(aberta| fechar, fechada) P ( fechada )
1 5,0.,3_1

—_— —_ _><_
10X8 1 8 16

- ]' P ( f eChada |f eChar ) Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics



Estimacao Bayesiana de Estado

 Dados:
« Observacoes z e acoes u:
« Modelo Sensorial
« Modelo de transicao
« Conhecimento a priori

* O que se quer:

« Estimativa do estado X para um sistema dinamico.

« Adistribuicao a posteriori do estado do sistema, ou
Crenca

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics



Estimacao Bayesiana de Estado

Hipotese de Markov

p(zt
plx,

XO:t’ZI:t’ulzt) = p(zt‘xt)
Xl:t—l’let’ul:t) = p(xt|xt—1’ut)

Hipoteses subjacentes

* Sistemas autonomos (transicoes de probabilidade constantes)
* Ruido independente

* Modelos perfeitos, nao ha erros de aproximacao

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics
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Estimacao Bayesiana de Estado

Algoritmo geral para quantidade finita de estados

Bel (x) € a funcéo “crenca”. Representa a probabilidade do estado adotar o valor x no
instante t depois de conhecida a medicdo z,. Bel(x) representa a mesma “crenca”
sem o conhecimento de z,. A funcdo P(x | u, x’) é a probabilidade do sistema passar

do estado x’ ao estado x. A funcdo P(z, | x) é a probabilidade de se obter a medida z,
dado que o estado ¢ x.

Bel'(x)=P(z,x)Bel,(x)
RT(31=3, 2,1 B 1=, Bl

Bel(x)=1, ' Bel'(x)



Estima(;éio Bayesiana de Estado
Bel(x )=1 fP Ju,x ) Bel(x ) dx_,

* Filtros de Kalman

e Filtros de Particulas
 Modelos de Markov ocultos

* Redes Bayesianas dinamicas

 Processos Decisorios de Markov Parcialmente Observaveis
(POMDPSs)

Thrun, S. Burgard, W. Fox, D., Prob. Robotics
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Estimacao Bayesiana de Estado

Sistemas a eventos discretos.
Variaveis continuas X com valores definidos em instantes

discretos.

Seja um sistema estocastico com estado X, sujeito a entradas
u e observado por observacoes z..

A crenga na variavel x_denotada bel(x) € a distribuicao de
probabilidades dado o conhecimento disponivel do sistema.



—
Estimacao Bayesiana de Estado

Crenca a posteriori no estado do sistema.
bel (Xt): p(xt|zlzt S ul:t)
Crenca a priori no estado do sistema.

IE(XI):P(XJZLt—p“l:t)



—
Estimacao Bayesiana de Estado

Passo de previsao.

bel fp |Xt 15 )bel( X 1)dxt—1

Passo de correcao.

bel (x,)=np|z|x, bel (x,)



—
Propriedades de dist. Normais:

Y ~ N(Au+B,ASA")

X ~ N(u,2)
=
Y =AX +B

X, ~N(w,2,)
X2 ~ N(M2322)

s > 1
M1+ b -1 -1
2, +2, 2, +2, 2+

}:} p(X,) -p(X,)~ N




O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt: AtXt—1+Bt ut+€t

Zt:CtXt+5t




O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt:AtXt—1+Btut+€t X, Vetor de

estado do
Zt:CtXt-I-(St sistema




O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt:AtXt—1+Btut+€t Atl\/latriz de

transicao do
z,=C,X+0, sistema




O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt:AtXt—1+Btut+€t Bt Matriz de
atuacao sobre
z.=C Xx,+0, 0 sistema




O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt:AtXt—1+Btut+€t U, Vetor de

atuacao sobre
2,=C,x+0, 0 sistema




O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt:AtXt—1+Btut+€t €, ruido de
B processo do
2,=C,x+0, sistema, média
nula, cov. R



O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt:AtXt—1+Btut+€t Z, Medicao do
sistema

Zt:CtXt+5t




O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt:AtXt—1+Btut+€t CtMatriz de

medicao do
Zt_CtXt-I-(St sistema




O
Sistemas estocasticos lineares em

tempo discreto

Xt:AtXt—1+Btut+€t 5t ruido de
medicao do

z.=C Xx,+0, sistema, média
nula, cov. Q



Evolucao da crenca, exemplo 1d
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O
Evolucao da crenca, exemplo 1d

24 :ﬁt +Kt(zt B Il/_tt) O,
com

2 __ —2 t —
Gt _(1- Kt)at Ot +Oobs,t acs|

bel(x,) :{




Evolucao da crenca, exemplo 1d

Qs

oS

L
0 =

30

bel(x,) {

u, _aﬂt1+bu

O' _CIO' +O'

act,t




O
Sistemas lineares Gaussianos em tempo discreto

Xt :Axt-l T Btut T Et

p(xt\ut,xt_l):N(A x_.+B.u R)

tt—1 t7t’> 7t

@(Xt/:fp(xt‘ut’xt—l) bel(XH) ax,_
[ JJ
NN(xt;Atxt_1+B U Rt) NN(xt_l;yt_l,Z

t 't

1]




O
Sistemas lineares Gaussianos em tempo discreto

1
_2_ X~ —A t X¢— 1_B u) Rtl(xt_AtXt—l_Btut)

bel( f exp

1 _
_Z(Xt—l_“t—l)TZt—ll(Xt—l_ﬂt—l)
_ (ﬁ =A_,+Bu

bel( x |=
) F=AZ AT+R

exp dx

t—1

t= 17"t




O
Sistemas lineares Gaussianos em tempo discreto

z, =C.x, +0

t

p(zt\xt):N(zt;Ctxt,Qt)

bel(xt): n p(Zt‘Xt) @(Xt)
! I
NN(Zt;CtXt’Qt) NN(Xt; ﬁt’zt)




Sistemas lineares Gaussianos em tempo discreto

1 _
_2_(Zt_Ctxt)TQt 1(Zt_CtXt)

1 A\ = _
_z_(xt_ﬂt)TZt 1(Xt_l'lt)

bel(x,)=n exp exp

I'lt:ﬂt-l-Kt(Zt_Ctﬂt)
2 =(I-K.C,)Z

v T~ T, ]
KIZZICI (Ctztct +Qt)

Matriz de Ganho de Kallman.
O guanto a medida z, afeta a

crenca no estado atual.

bel(xt):

_v T v T -1
com K,=XC/(CZXC +Q,)

t—tt




O
O Filtro de Kallman

1.

© NG ~WDN

Algoritmo Kalman_ filter

Previsao = 7 :
H=Ap it B“ Ktzztct(ctztct-l-ot)
Z =AL,_ 1At +R Matriz de Ganho de Kallman.
O quanto a medida z, afeta a
Correcao crenca no estado atual.

B L
Kt_ftct (CtZtCt tQt)
”t:“t+Kt(Zt_Ct”t)
Zt:(I—KtCt)Zt

Retorne



O Filtro de Kallman

Previsao




O Filtro de Kallman

=i, + K (2, - 1) 5
bel(x,) :Jl to_z L(l tI< 352 LK, ===
c — G ) O, Y05,
=u, +K,(z, - C.L, = =
bel(xt) :{Mt ‘_t t( t _“LLt),K[ :ZtCtT(CtZtCtT +Qt)_1
2, = - K,C)=.

0S5

A

=]
= o0 = @/

Correcao




O
O Filtro de Kallman

 Muito eficiente

e Obtém a estimativa Otima para sistemas gaussianos lineares

* Quase todos os rob0s sao nao-lineares...




O Filtro de Kallman

Exemplo: Veiculo em espaco de uma dimensao (Exercicio 1, Cap. 3 Prob. Robotics)

-

Tempo t = 0, At, 2At, 3At... com At =1
Posicdo no instante t: x.. Velocidade: x. Aceleragdo: X, — Gaussiana, Média nula e cov. 02=1




O Filtro de Kallman

Exemplo: Veiculo em espaco de uma dimensao (Exercicio 1, Cap. 3 Prob. Robotics)

a) Qual o conjunto minimo de variaveis de estado para
gue o sistema seja Markoviano (ou seja, a distribuicao
de probabilidades do estado seguinte dependa apenas
do atual)?

-

. 2
XAt +O(At?)

X =X, t X At+

X=X, _ +XAt+O(AL)

A aceleracédo € um ruido de processo neste sistema, portanto nao faz parte do estado.
As variaveis de posicao e velocidade definem o estado Markoviano do sistema.




O Filtro de Kallman

Exemplo: Veiculo em espaco de uma dimensao (Exercicio 1, Cap. 3 Prob. Robotics)

b) Determine a distribuicdo de probabilidades do
estado em funcéo do estado anterior (Dica: € uma
Gaussiana).

-
x,\_(1 1|[x,, +(1/2)u X~N( 2)
‘t|= | , u,~N(0,1) H Y~N(Au+B, AZA
X, 0 1 X1 1 V=AX+B = ( H ’ )
x]Lyllt 1[x] [174 172
% 0 1|x_ [[1/2 1




O Filtro de Kallman

Exemplo: Veiculo em espaco de uma dimensao (Exercicio 1, Cap. 3 Prob. Robotics)

b) Implemente o passo de previsdo do filtro de
Kallman. Se a vel. e posicao sao nulas em t=0,
determine a previséao para o estado em t=1, 2, ... 5.

-

1 1
01

’R:[1/4 1/2]

— ., . ~ X|lon(s 5 : —
Se X € o estado previsto, entao H Nla.%| Seja A—[ 12 1

t

u=Au,_, X=A3_,A'+R sem passo de correcdo, entdo u,_,=f,Z =2,

T _|1/4 1/2 _|5/2 2 _|165/4 25/2
172 1

ﬁlzﬁZZﬁSZ[OO] 21_ &2 ) ) »E5T 25/2 5




O Filtro de Kallman

Exemplo: Medicdo de posicao do veiculo (Exercicio 2, Cap. 3 Prob. Robotics)

Illylll‘lll|||I‘I|I‘I|I‘I|I‘!|I|III

-

Um sensor mede a posicao real do veiculo, somada a um ruido gaussiano de média nula e
covariancia 10.




O Filtro de Kallman

Exemplo: Medicdo de posicao do veiculo (Exercicio 2, Cap. 3 Prob. Robotics)

a) Defina as matrizes C e Q do modelo probabilistico
|||’|||‘|||||||‘|||‘|||‘|||‘t|||||| de medicao

Pela convencgao de sist. lineares estocasticos, z,=C X,+§,,6 ~N(0,Q)
Por outro lado, z,=x+§,68 ~N|(0,10)

Assim, C,=10/,Q=10




O Filtro de Kallman

Exemplo: Medicdo de posicao do veiculo (Exercicio 2, Cap. 3 Prob. Robotics)

b) Implemente o passo de medicao do Filtro de
|||’|||‘|||||||‘|||‘|||‘|||‘t|||||| Kallman. Suponha que em t=5 obtenha-se z=5.
Obtenha a distribuicéo de probabilidade do estado
neste caso.

-

Se X, é o estado estimado, ent&o [ ] N(u,%] O ganho de Kallman é K.=5,C"(C5,CT+Q|"

T

1 o o _
:Mt:mut+Kt(Zt_Ctmut)sEt:<I_Kt Ct)zt

o, +10

Seja 0x2 a covariancia de x.. Entdo k==, 0

Para t=5, K;=[33/41 10/41]",us=[165/41 50/41]T,25:[

330/41 100/41
100/41 80/41




Sistemas nao-lineares

x=g(x_,u,)
zt:h(xt)

Uma simples rotacao elimina
linearidade!



Gaussianas em sist. lineares

6 G

Py = Ni v ap +h,afe?) — - ax+h
K Mean of piy) = Mean p
o 5

(75 ]
\x
y=
@ -
W

Z 2
1 P— 1 .
0 05 1 15 0 0.5 1
[ 1
Ped = NC p, 09
g Mean of pi
_4
=
2
0




O
Gaussianas em sist. nao-lineares

— Function g{=)
= hean p
B

4 O o

Gaussiana com a mesma
média e variancia.

o~
W

0 0.5 1




— Gaussian of piy)
—— EFK Gaussian

Linearizacdo EKF — Série
de taylor de 1° ordem.

¥=dix)

Gaussianas em sist. nao-lineares

6

4

= Function gix)
— Taylor approx.

~
W




O
Gaussianas em sist. nao-lineares

P — Function gi<)
: . . e — |
Linearizacdo EKF — Série 4 — e casm 4t ¥ oo
a O
de taylor de 1° ordem.
2 2
%> z ©
0 ot
2 2
4 4 .
0 05 1 15 0 0.5 1
20 o+ R’ll:?a n




—
Linearizacao EKF de 1% ordem

og(u,, u, ;) (x

ox_ 1™ U)

g(u,x,_,) ~gu,u,,)+

gu,x,.,) ~gu, u,_)+G, (x_, - u,_,)

h(x,) ~h(i,) + )
Xt

h(x.) ~h(u)+H, (x - &)

(Xt B Ht)



—
Algoritmo EKF

Extended Kalman filter

ﬁt :g(ut’ut-l)
S =GZ2,.G' +R

t=t-1"t

—_v 1yl v 7! -1
K=1H, (ththiQt)
u = + K (z,- h(w,))
> =(I- K.H)

O NOUR WhE

Retorne wu, 2;



-
EKF Exemplo

Rob0 de duas rodas. Posicao x, y e orientacao 6.

Modelo cinematico. Perimetro de rodas p=1, largura
entre rodas /=1.

Rotacao esquerda, direita: w,, w, (rad/s). At=1s

a)dt_ a)et (wdt+wet)

AG= ox T

Z(wdt_ a)et)
6,=6,_ +AO+e,

X, =X,_tr, (sin A 6, cos Ht_l—(l—cos A Ht) sin Gt_1)+ €

yt:yt_1+rt(sinA 6,sin Ht_1+(1—cos A Ht)cos Qt_1)+e




—
EKF: Exemplo

A

« Suponha que a cov. de g,e¢g, € 0,01 e ade g,¢ 0,04. Implemente o
passo de previsdo. Considere constantes w,= Tt e w, = /2. Com
X,=Y,=6,=0, encontre a média e covariancia da estimativa pelo EKF
do estado do sistema com t=2.

0,719
0,184
0,5

0
0
0

0,371
0,0466
0,25

,uo: ﬁlz ll_’t2:




—
EKF: Exemplo

A

« Suponha que a cov. de g,e¢g, € 0,01 e ade g,¢ 0,04. Implemente o
passo de previsdo. Considere constantes w,= Tt e w, = /2. Com
X,=Y,=6,=0, encontre a média e covariancia da estimativa pelo EKF
do estado do sistema com t=2.

dx,  dx, dx,
dx, ., dy,_, db,_,
c=| ¥ . b |
l dx, ., dy,, db,_,

do, do, dg
dx, ., dy,, db,_,

1 0 —0,0466co0s §_,—0,371sin0,_;
0 1 0,371cosf _,—0,0466sin0,_,
00 1

Et :Gtzt_thT +Rt

~Jooo = Joor 0 0 [ 00208 —0,00191 —0,00548
>=|0 0 0 5=l 0 001 0 >,=|-0,00191 0,0248  0,0139
00 0 0O 0 0,04 —0,00548  0,0139 0,08

-




EKF Exemplo

A distancia p do rob6 a origem € medida com erro de 10% (modele como

um erro gaussiano com média nula e cov (0,1P)2. Implemente o passo de
medicao do EKF. Suponha que em t=2 a distancia € medida como 0,75.
Determine a distribuicao de probabilidades do estado estimado pelo EKF.

i

\ &

Ht:dé d_
dx, dy

X, Ve
2 2

+y! X+,

Joes K, =SHI(HEH +Q)"

Q

/ 2

Parat=2, K,=[0,764 0,167 —0,0725|

T
A medida prevista é 0,7422. Assim, 4,=0,725 0,185 0,5]

0,00576  —0,00519 —0.00406
2,=/-0,00519 0,0241 0,0142
—0.00406  0,0142 0,0799




-
EKF Exemplo

Suponha que o robd tem uma bussola, que mede o angulo 6,+b,+e,,
onde b é um viés estatico desconhecido e e, € um ruido gaussiano

de média nula e cov. 0.25. Sejam as medidas em t=1 0.2 e t=2 0.45.
Qual o estado presumido do veiculo pelo EKF em t=2, incluindo o
viés da bussola?




-
EKF Exemplo

Supondo o viés estatico, b, = b,

A variavel desconhecida pode ser modelada como ~N(0,U), com U>>1.
0 000 0 0,371 000 0 0 0
_lo |00 0 0| ,_|00466] <« _| O 001 0 0O
] 2_ u, = ) — )
“=lol =0 0 0 o] “Tloxs | Tl o 0 004 0
0 000U 0 o 0 o0 U
H=0 0 11 [ 004 v |
e 0,29+U 0,29+U
0,371 0,01 0 0 0
_ 10,0466 0 001 O 0
= ) 2: b)
“Tlos | € T o 0 004 —0,04
—0,5 0 0 -004 0,29
(calculado como limite para U crescente)




—
EKF: Exemplo
A

0.719 0,0208  —0,00191 —0,00548 —0,00548

—_lo.184 s —|—-0,00191 00248 00139  —0,0139

%= 05 71 -0,00548  0,0139 0,08 —0,04
—05 0,00548 —0,0139  —0,04 0,29

K,=[0 0 0,741 0,463

0,719 0,0208 —0,00191 —0,00548 —0,00548
w,= 0,184 e _|—0,00191  0,0248 0,0139 —0,0139
0,5 2 1-0,00548 0,0139 0,077 —0,0585

—0,5 0,00548 —0,0139 —0,0585 0,174




Robdbtica Probabilistica

“A robot that carries a notion of its own
uncertainty and that acts accordingly
IS superior to one that does not.”

Sebastian Thrun, Wolfram Burgard, and Dieter Fox. 2005.
Probabilistic Robotics. The MIT Press.

SEBASTIAN THRUN
WOLFRAM BURGARD
DIETER FOX
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