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7 Teorema de Gauss
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7.1 Fluxo

Inicialmente, vamos definir o que é fluxo. Este conceito esta relacionado a
quantidade de uma propriedade, por exemplo massa, que atravessa uma su-
perficie em um determinado tempo. Vamos pensar nesta propriedade como
sendo a massa. Assim, podemos definir que a massa (m) de um determinado
fluido que atravessa uma determinada area (A) em um intervalo de tempo

(At) é dada por:

m = pvAAt (7.1)

onde v é a velocidade deste fluido. Note que esta expressdo é valida ape-
nas no caso de uma velocidade com direcao perpendicular a esta superficie.
Para generalizar esta expressao para uma situacao onde a velocidade incide

obliquamente & superficie, podemos escrever:

m = pAAL(T - ) (7.2)

onde ¥ é o vetor velocidade e 7 € um versor normal a superficie. Podemos,

neste caso, definir a grandeza vetorial F;,, por:

E,, = pv (7.3)

que tem unidade, no S.I, de kgm 257! e, assim, representa um fluxo por

unidade de area e de tempo.

Finalmente, definimos o fluxo de F,, na superficie A por:

F://F’,’n.dﬁ (7.4)
A
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onde dA = AdA. Temos, portanto, que F' representa o fluxo total de massa
na superficie A e é dado em MT~! (kgs~! no S.I.).

Exercise 16:

Calcule o fluxo de massa na superficie definida por:

x = 0;
0<y<1lkm
—50m <z<0

1

onde a velocidade, em ms™! é constante e dada por @ = 0.27 + 0.1;’, ea

densidade do fluido ¢ p = 1 x 103kgm=3.

Solucao:

o [, = 01000 f£)50(pa’) -idzdy

o [, =103 x50 x 103 x 0.2 =10"kgs™!

7.2 Teorema de Gauss

Vamos imaginar o mesmno fluxo em uma superficie, mas de lados opostos.
Assim, temos que a unica mudanca, entre estes 2 lados, é a direcdo do versor
normal & superficie. Teremos, portanto 17 = —ry. Assim, se somarmos os

fluxos teremos:

//F;-dﬁl+//ﬁn-d22_o (7.5)
Ay Ag
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Portanto, se pensarmos em um volume que contenha internamente esta su-
perficie e decidirmos calcular o fluxo total na superficie deste volume, teremos
que os fluxos internos ndo colaboram com o fluxo total na superficie. Na pra-
tica, podemos somar o fluxo na superficie de N volumes internos e o fluxo

total sera igual ao fluxo na superficie do volume total. Teremos, portanto:

#F CdA = ZF dA; = ZF dA (7.6)

No limite em que N — oo, teremos AV; — dV;. Ainda:

dﬁ, 0 - 0 0 -~
=—i+—7+ —k 7.7
dV; oz + ayj + 0z (7.7)

e teremos, também, a somatoéria transformando—se numa integral. Ficamos,

portanto, com:

#m.m:// V. Fdv (7.8)
A 1%

que é o Teorema de Gauss. Este é conhecido, também, como o teorema da

divergéncia.

7.3 Aplicacao

No caso da oceanografia fisica, este teorema pode ser aplicado para qualquer
propriedade como, por exemplo, a massa total e de sal. Mais tarde este
teorema serd usado para se estabelecer a equacgao da continuidade.

Exercise 17:

Mostre que um fluido de densidade p contido em um volume V' tem fluxo

—

total na superficie nulo se @ - Vp = —pﬁ -1, onde u é a velocidade do fluido.
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Solucao:
(i) O fluxo total na superficie é dado por F = ¢p pa - dA
A
(ii) Teremos, também:

@-Vp=—pV-0=u-NVp+pV-0i=0=V-(pil) =0

(iii) Aplicanto o Teorema de Gauss:

// ﬁ~(pﬁ)=77%pﬁ-d?l:sg][lgpﬁ-d}x:():»F:o
14 A A
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8 Teorema de Stokes
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8.1 Definicao

Matematicamente, a demonstracdo do Teorema de Stokes é bastante simples.
Suponha um campo vetorial dado por F = a(zx, y)% + b(z, y)j O rotacional

deste campo vetorial é dado por:

o o (O da\: = =+ - Ob da
VXF_<%—ay>k;stF-k_8$—ay (8.1)

Integrando a equagdo acima em uma determinada area A, no plano xy, po-

demos escrever:

> o ob  0Oa
#(V x F - k)dzdy = # <8x - 83/) dxdy (8.2)
A A

Mas usando o Teorema de Green (Equagdo 1.21), teremos:

55 (adz + bdy) — #(6 « P i)dudy (8.3)
A
De maneira mais geral, podemos definir a equagao acima em termos do vetor

dl, que é o vetor infinitesimal que acompanha tangencialmente o contorno,
e o vetor dA, que é o vetor infinitesimal normal & superficie, como visto

anteriormente. Neste caso, teremos:

yfﬁ-cﬁ:#(ﬁxf)-dz (8.4)

c A
8.2 Aplicagao

O Teorema de Stokes serd importante para entendermos questoes relaciona-
das a vorticidade e circulacdo de um fluido, que serdao abordadas mais tarde
no curso.

Exercise 18:
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Determine o rotacional médio de uma fungao F dada por:

-y 4 T A
+
\/51724—1,/2Z \/3:24—3/2‘7

Dentro da area A definida por 22 + 3% < 1.

Fz,y) =
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