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AULA 2 - FUNCOES

Nessa aula irei retomar o conceito de fungao bijetora. Relembrando:

Dizemos que uma fungdo f:X Y ¢é bijetiva/bijetorase f éinjetora e sobrejetora. Também
dizemos que f é uma bijecdo, ou ainda, uma correspondéncia (ou relagdo) biunivoca entre
X e Y

* Afuncdo do Exemplo 1.1 da Aula 1 é bijetora.

e Afuncdo do Exemplo 1.2 da Aula 1 n3o é bijetora.

e Asfuncoes dos Exemplos 2.1 e 2.2 da Aula 1 ndo sdo bijetoras.
* Afuncdo do Exemplo 2.3 da Aula 1 é bijetora.

Justifique cada uma das afirmag¢des acima

Vejamos mais exemplos de funcdes bijetoras.
Exemplo 3
3.1) Considere os conjuntos IN (nimeros naturais)e P={n€IN:né par| .Definamos a fungdo

¢@:IN>P dadapor ¢(n)=2n ,paratodo neiN

. ¢ éinjetora: de fato,se n,me€IN sdotaisque n#m entdo éclaroque 2n#2m ,
istoé, ¢(n)=p(m)

. ¢ é sobrejetora: de fato, dado um elemento p€P ,temosque p é par. Entdao
p=2n ,paraalgum né€N .Ouseja, paracada peP existe n€IN tal que

@(n)=p

Como @ éinjetora e sobrejetora, temos que ¢ ¢é bijetora.

Para pensar... Vocé consegue definir uma bijecdo entre IN e o conjunto dos nimeros naturais
impares? E uma bijegdo entre IN={1,2,3,...] e Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...] ?




No estudo dos conjuntos, as bijecdes (ou relagdes biunivocas) possuem um papel importante.
Falarei um pouco sobre isso na sequéncia, mas vocé ainda vai estudar sobre isso em outras
disciplinas.

Dados dois conjuntos X e Y , se existir uma funcdo bijetora entre eles, entdo dizemos que
eles tem o mesmo nimero cardinal, o que possuem a mesma cardinalidade.

O numero cardinal de qualquer conjunto finito é a quantidade de elementos que ele possui. Se um
conjunto (qualquer) possui 4 elementos, é porque existe uma bijecdo entre ele e o conjunto

{1,2,3, 4} . Por exemplo,se A ¢é o conjunto de todos os niUmeros naturais primos menores
do que 10, sabemos que A={2,3,5,7] .Sabemosque A possuiquatro elementos, o
primeirodeleséo 2 ,osegundoéo 3 ,oterceiroéo 5 eoquartoéo 7 .Dessaforma,
construimos uma relagao biunivoca entre {1,2,3, 4] e A daseguinte forma:

No Exemplo 3.1, os conjuntos em questdo sao todos infinitos. Vimos que existe uma bijecdo entre
o conjunto dos numeros naturais e o conjunto dos nimeros naturais pares. Isso significa que eles
possuem o mesmo numero cardinal. Essa é a forma matematica de dizer que eles possuem a
mesma quantidade de elementos.

Veja que interessante, o conjunto dos naturais pares é um subconjunto préoprio de IN (isto é,
ele estd contidoem IN mas é diferente de IN ). No entanto, do ponto de vista matematico,
eles possuem a mesma quantidade de elementos.

Exemplo 3

3.2) Vou reproduzir aqui um exemplo inspirado em um artigo da RPM (Revista do Professor de
Matemadtica, No. 64). Ele também estd feito (de forma um pouco diferente, mas a ideia é a mesma,
no Exemplo 8 da pagina 44 do nosso livro texto).

Vamos mostrar que, dados dois segmentos de reta, eles sempre possuem a mesma quantidade de
pontos.

Na figura a seguir, tomamos dois segmentos de reta AB e CD, e os deslocamos de forma a obter o
triangulo PCD da figura.



Vamos construir uma bije¢cdo entre AB e CD. Para isso, tomemos um ponto X em AB e construimos
a reta que liga X a P. Tomamos o ponto Y, resultante da intersec¢do dessa reta com o segmento CD.
Dessa forma, construimos, geometricamente, uma fungdo 1 entre AB e CD, que a cada X em AB
associa um ponto Y em CD. Vamos verificar que ela é bijetora.

. Y ¢€ injetora: de fato, se X e X' sdo dois pontos diferentes do segmento AB, os
respectivos pontos Y e Y' serdo diferentes.
. | é sobrejetora: de fato, dado um ponto Y em CD, se tomarmos a reta que ligaY a P, ela

interceptard o segmento AB em um ponto X, e dai ¢ (X)=V.

Como 1 éinjetora e sobrejetora, temos que 1 ¢é bijetora. Isso significa que os dois
segmentos possuem o mesmo numero cardinal, ou a mesma cardinalidade.

Para pensar... Na construgao feita acima, os segmentos foram tomados com medidas diferentes.
Se os segmentos AB e CD possuem a mesma medida, naturalmente o tridngulo PCD ndo pode ser
construido. Por outro lado, é natural esperar que dois segmentos com mesma medida possuem a
mesma quantidade de pontos.

Tente construir uma bijecao entre dois segmentos de mesma medida.




