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Espaco de estado

Representacao de estado

Podemos representar o estado de um sistema através de um conjunto de
variaveis, que por conveniéncia representaremos como um vetor

x €S,

onde § é o conjunto de todos os valores possiveis para as variaveis de
estado.
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Espaco de estado

Exemplos

O estado de uma lampada pode ser representado por uma variavel
com os valores acesa ou apagada.

O estado de um conjunto de lampadas de enfeite que piscam todas
juntas também pode ser representado apenas por uma variavel com
dois valores: aceso e apagado.

Se cada lampada pode ser acendida ou apagada
independentemente, entao precisamos n varidveis que podem ter
dois valores, onde n é o ntimero de lampadas no enfeite.

Se das diversas lampadas do enfeite exatamente uma é acendida
por véz, entao o estado é um inteiro indicando qual a lampada esté
acesa.
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Espaco de estado

Exemplos (cont.)

e O estado de um gas em equilibrio pode ser representado por
temperatura e pressao. Usando SI ambos terdo valores reais
positivos.

e O estado de uma particula pode ser representado pela sua posigao
e velocidade. Ambos serao representados por um vetor
tridimensional.

e Um sistema com m particulas no espaco tridimensional necessita
de m vetores para a posi¢ao e m vetores para a velocidade, e
portanto tem um total de n = 6m variaveis de estado.
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Espaco de estado

Espaco de Estado ou Espacgo de Fase

@ Se o vetor x € § consiste num conjunto minimo de valores
suficiente para descrever o estado do sistema, entao dizemos que S
é o espaco de estado ou espago de fase do sistema.

e O espacgo de fase inclui todos os valores de estado possiveis do
sistema.

e O espago de fase depende da representagao usada.
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Espaco de estado

Exemplos

e Para uma lampada, o espaco de estado é o conjunto {L, D}, usando
L para a lampada acesa e D para a lampada apagada.

e Para n lampadas independentes, o espaco de estado é o conjunto
{L,D}". Por exemplo, com n =2, {(D,D),(D,L), (L,D),(L,L)}.

e Para um sistema com n particulas, usando representacao
cartesiana, o espaco de estado é (ignorando a relatividade) R6",

e Para uma particula, podemos usar representacao cartesiana, caso
em que o espaco de estado serd R, ou representacdo esférica, caso
em que o espaco serd [0,2m) x [0, 7] x R3.
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Sistemas dinadmicos auténomos

Sistema dinAmico

e Um sistema cujo estado evolui com o tempo.
@ Representacao matematica:

Tempo continuo Um sistema de equactes diferenciais

d
Zx(t) = £(x(t), ).

Tempo discreto Uma equagao de recorréncia
X1 = £(x4, 1)
Em ambos os casos, f é uma funcéo vetorial, com n componentes

fi(x) = fi(x1,29,...,2,) onde n é o numero de variaveis de estado.
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Sistemas dinadmicos auténomos

Exemplos
° d
x
&
at ~ "
Neste caso, f(x) = 2z.
"]
Tpy1 = 2wy
Neste caso, f(x) = 2x.
°
d
% = 3x1 + x9, (1)
d
% = x1 — 2x9. (2)

Neste caso, fl(Sﬂl,SCg) =3r1+x2 € f2(.’L’1,.’E2) =1x1 — 229.
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Sistemas dinadmicos auténomos

Equacoes de primeira ordem

Na descri¢ao do sistema dinamico, usamos equacoes de primeira ordem:

e equagoes diferenciais de primeira ordem: apenas primeiras
derivadas em relacdo ao tempo;

@ equacao de recorréncia de primeira ordem: apenas valores do
instante anterior aparecem no expressao de recorréncia

Equactes de mais alta ordem podem ser reduzidas para primeira ordem
pela insercao de novas variaveis.
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Sistemas dinadmicos auténomos

Exemplos

2 . . .
‘3752” = —z é de segundo grau. Reduzimos a primeiro grau

introduzindo v = dz/dt:
dx
dt
dv
dt
@ x4y = 2 — x4—1 + T4—2 é de terceiro grau. Reduzimos para
primeiro grau introduzindo y; = x4—1 € 2 = T4_9:

Ti1 = 2o — Y+ 2
Yt+1 = Tt
241 = Yt
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Sistemas dinadmicos auténomos

Sistema autonomo

e Também denominado fizo ou invariante no tempo ou estaciondrio,
é um sistema cuja evolucao no tempo nao depende explicitamente

do tempo:
d

—x(t) = f(x(t
x(t) = £(x(1)
ou
Xt+1 = f(Xt).
@ Nos ocuparemos apenas de sistemas auténomos.

e Sistemas ndo-auténomos podem ser transformados em auténomos
inserindo uma variavel de estado para representar o tempo.
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Sistemas dinadmicos auténomos

Exemplos
° Cfi—f = 2x é autdénomo.
dx

=T+ 2t nao é autdénomo.
@ Podemos transformar o sistema do item anterior em auténomo

incluindo a variavel de estado y = ¢:

dx
y7 T+ 2y, (8)
dy
7 (9)
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Sistemas dinadmicos auténomos

Sistema Mecanico

e Um sistema que pode ser escrito na forma

d2x,; d
an =)

é chamado um sistema mecéanico.
e 7 é denominado graus de liberdade.

@ O espacgo de estado tem 2r dimensoes.
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Orbitas

Orbita ou Trajetoria

A solucdo das equagoes de um sistema dada uma condicao inicial é
chamada um o6rbita ou trajetéria no espaco de estado.

@ A condicdo inicial é um ponto no espago de estado, e a orbita
associada diz para onde o sistema seré levado partindo desse ponto.

e Em sistemas deterministicos, dado que o sistema esti no ponto xg
no instante tg, a 6rbita para t > ty é tnica

e O conjunto de todas as possiveis trajetérias de um sistema no
espago de estado é denominado retrato de fase (phase portrait).
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Orbitas

Exemplo
e O sistema ‘ng =—xcomz=1e Z—f =0em t =0 tem como 6rbita
x(t) = cos(t) para t > 0.
e Neste caso, fli—f = —sin(?).

e O sistema fica, portanto, restrito ao circulo unitéario
(unidimensional) no espago de fase bidimensional.
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Orbitas

Constantes de Movimento ou Quantidade
Convervada

e Uma fungao F'(x) no espaco de estado de um sistema é uma
constante de movimento se ela é conservada pela evolugao do
sistema, isto é, ela é constante em cada orbita (mas pode variar de
uma oOrbita para outra).

e Em sistemas de tempo continuo:

d "0 d
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Orbitas

Sistema Mecanico Integravel

o Um sistema mecénico com r graus de liberdade e r constantes de
movimento independentes Fj(x, %x), k=1...r échamado
integravel.

o O movimento desses sistemas no espaco de estado de 2r dimensées
é restrito a um subspaco de r dimensoes.
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Ergodicidade

Sistema Ergddico

e Um sistema dinamico cujas érbitas chegam arbitrariamente
préximo de qualquer ponto no espaco de estado, independente de
condi¢bes iniciais, € denominado ergoédico.

e A ergodicidade s6 ¢é valida considerando as constantes de
movimento, isto é, chega-se arbitrariamente préximo de qualquer
ponto partindo de condi¢es iniciais que tenham constantes de
movimento arbitrariamente préximas das do ponto desejado.
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