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Método dos Minimos Quadrados (MMQ)



MMQ e polindmios ortogonais

Seja f € CO([x;, xe]). Vamos aproximar f usando um polindmio g = "7, axgk, onde
gk(x) = xk. O sistema normal é

(90:90) - (90,9m)7] [ (f, %)
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com
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Exemplo: Aproximar f(x) = sin(wx) com g(x) = axx® + a;x + a. O sistema normal é
B R R[] [ st
f?1 x ik [l = | JJ xsin(xx)
ax2 X X Jo X2sin(wx)
Resolvendo este sistema linear, obtemos

g(x) = —4.12251x% + 4.12251x — 0.050465



Enfrentamos dois problemas quando m é grande:

1. O custo computacional da resolugdo do sistema normal de dimensdo (m+1) x (m+1) é
alto quando m é grande.
2. Os coeficientes da matriz do sistema normal séao
X AT _ i+
L) = xtay="F "
(9, 9 /XI e

Este tipo de matriz chama-se Matriz de Hilbert. Matrizes de Hilbert sdo mal
condicionadas quando m é grande. Consequentemente, vamos enfrentar erros de
arredondamento altos ao resolver este sistema.

Como podemos mitigar estes problemas?
o N&o precisamos escolher gi(x) = xK em g = 3"/, akgk-

o E possivel achar uma familia {9k}, de polinémios tal que a matriz do sistema normal &
diagonal, o que facilita bastante a resolu¢ao do problema.

o Para isso, precisamos achar uma familia {gx}_, satisfazendo
XF
/ gi(x)gj(x)dx = 0 quando i # j.
X

Este tipo de polindbmios chama-se polindmios ortogonais.



Definicéo: As fungbes {¢x}, s&@o linearmente independente (L.I.) em [x;, Xg] se

m
>~ ckék(x) = 0 paratodos x € [x;,Xg] = G =¢f ==, =0.
k=0

Se nao for o caso, o conjunto {¢k}., € linearmente dependente.

Teorema: Se ¢; € um polinémio de grau j paracada j = 0,...,m, entdo {¢x};_, € L.I. em
[Xh XF]'

Teorema: Seja Iy, o conjunto de todos polindémios de grau < m. Se o conjunto {¢x};_,, com
¢k € Np, for L.I., entdo todo polindmio de My, escreve-se de maneira Gnica como uma
combinagéo linear de polindmios de {¢x}{,-

Definigdo: Uma fungao integravel w chama-se funcao peso no intervalo [x;, xg] se w(x) > 0
para todos x € [x/, Xg], e se para qualquer subintervalo / de [x;, xg], w nao for identicamente
zeroem /.



Vamos considerar o problema de minimos quadrados seguinte:

min E(ao,...,am) = /XF w(x) (F(x) — g(x))? dx

(a,---,am)€RMH1

com f € CO([x;, x]), g(x) :== Sf_o axgk(x), onde as funcdes {gk}iosa0L.l,ewé
uma fungao peso em [x;, Xg].

Nés ja calculamos no capitulo anterior o sistema normal no caso particular onde w(x) = 1
para todos x € [x;, Xg].

No caso geral, o sistema normal tem exatamente a mesma forma, mas o produto scalar é
XF
(@) = [ w()9()g(x)ox.
X

Agora queremos escolher as fungbes {gk}}._, de modo que a matriz do sistema normal
seja diagonal, isto é

@9 = [ 7 w(x)ai(x)g(x)x = 0 para i # .

Queremos tambem (g;, g;) > 0.

Se adicionalmente temos (g;, g;) = 1 para todos i = 0, ..., m, dizemos que o sistema &
ortonormal.



¢ Se conseguirmos achar uma familia {gx }T_, que satisfaz estas propriedades, entéo a
matriz do sistema normal é diagonal, e obtemos imediatamente a solugao:

e / w(X)F(x)gi(x)x L
<givgi> /FW(X)g,'(X)ZdX

e Como achar uma familia {gx };_, de polinbmios ortogonais?

e O teorema seguinte fornece um procedimento recursivo para construir uma tal familia.
Este teorema pode ser provado por indugao.

Teorema: O conjunto de polinébmios {gk }_, seguinte € ortogonal em [x;, x¢], com respeito a
fungao peso w.

(x) =1, Vx € [x, xe],

o Xw(X)go(x)?dx

Suf w()go(x)2ax
k(X)) = (x = Br)gk—1(x) — Ckgk—2(x), Vx € [x, x|, para k > 2,

g1(X) =X— B17 Vx € [XI7XF]7 com B1 =

o Xw(X)g—1(x)?dx Jif xw(X)Gk—1(X)g—2(x)ax
X , Ck= X
S w(X)gk—1(x)%ax S w(X)gk—2(x)?ax

com By = K =
Observacéo: O conjunto de polinémios {gx}}_, fornecido por este teorema é L.I. em [x;, x].




Exemplo: Vamos calcular polinémios ortogonais {gx }_, no intervalo [—1, 1], com respeito a
funcao peso w = 1, usando este teorema. Calculamos

go(x) =1, vxe[-1,1],
B _ fl11 xw(X)go(x)?ox _ fl11 xax
[ w)gozdx [T ax
g1(x) =x— By =x,
- I xw(x)g1(x)2dx _ I x3ax _
Il w)gi(x)2dx [, x2dx
o, - [1re9i(goox [ xax

)

JLwmaax  [Lax 3
92(x) = (x = B2)g1(x) — Cago(x) = x* — %

Observagao: Os polindbmios de Legendre go(x) = 1, g1(x) = X, go(Xx) = ?”‘27‘1 sao também
uma familia de polinémios ortogonais no intervalo [—1, 1], com respeito a fungéo peso w = 1.
Cada polinémio de Legendre difere do polindmio g calculado neste exemplo apenas por uma
constante multiplicativa.



Observagao: Cada intervalo [x;, Xg] e peso w fornecera uma nova familia de polinémios
ortogonais {gx }_,- Algumas familias ficaram famosas e tém nomes, como os polinémios de

Legendre, Hermite, Laguerre, ou Chebychev.

Exemplo: Vamos calcular polinémios ortogonais {gx};_, no intervalo [0, 1], com respeito a

fungé@o peso w = 1, usando este teorema. Calculamos

do(x) =1, vxel0,1],
B — f01 xw(x)go(x)2dx B f01 xdx 1
A
gi(X)=x—By=x— %,
f01 Xw(X ol (x)zdx fo x(x — 1/2)2dx
fo (x)2dx fo (x —1/2)2dx
_ fo Xw(X a1 (x)go(x)dx fo (x—1/2)d
i w(x)go(x)2dx o ax

2

92(x) = (x = B2)g1(x) —

Observamos que os polinémios g; € g» no caso [x;, Xxg] =

1
Cago(x) = X — x + .

1

=%

[0, 1] sao diferentes do caso

[x;, xe] = [—1, 1] (compare com o exemplo anterior), mesmo que 0 peso w seja 0 mesmo.



Exemplo: Vamos calcular polinémios ortogonais {gx}_, no intervalo [0, co), com respeito a
fungdo peso w(x) = e~*, usando o teorema. Neste cao o produto escalar é

(,9) = /0 " e f(x)g(x)ox

Esta integral sempre existe quando f e g séo polinémios. Calculamos

do(x)=1, Vxe0,00),

I xw(x)go(x)?dx _ Jo~ xe=*dx _ [xe 0 - Jo© —e*dx 1

Jo© w(x)go(x)2dx Jo© e~xdx [-e~*]§° ’

gi(X)=x—-By=x-1,

Jo7 xw(x)g (x)%dx B Jo© xe ¥ (x — 1)2dx _

I w)g(x)2dx [ e X(x—1)2dx

Jo 7 xw(x)g1(x)go(x)dx _ Jo o xe™*(x — 1)dx _
Jo~ w(x)go(x)?dx Jo~ e ¥dx ’

92(x) = (X — B2)g1(x) — Cago(x) = x> — 4x + 2.

By =

)

B, =

Co =

Observagido: Os polindmios de Laguerre go(x) = 1, g1(x) =1 — x, ga(x) = X—i“”z s&0
também uma familia de polindmios ortogonais no intervalo [0, o), com respeito a fungao peso
w(x) = e~*. Cada polinémio de Laguerre difere do polindmio gi calculado neste exemplo

apenas por uma constante multiplicativa.



Polindmios ortogonais e mudancga de variaveis

e As familias de polindmios ortogonais conhecidas tais que os polinémios de Legendre,
Hermite, Laguerre, ou Chebychev podem ser encontradas facilemente de forma tabelada,
por exemplo no Wikipedia.

e Cada uma dessas familias é definida para um peso w e um intervalo [x;, xg] particular, por
exemplo w(x) = e~ * e [x;, Xxg] = [—1, 1] no caso de polindbmios de Legendre.

e Em principio, deveriamos recalcular uma familia de polinémios ortogonais para cada novo
intervalo [x;, x£], mas podemos evitar esse calculo usando uma mudanga de variavel, que
permite usar familias conhecidas de polindmios ortogonais.

e Vamos supor que a fungao f é definida em [x;, xg], mas que dispomos de uma tabela de
polinémios ortogonais apenas num outro intervalo [{;, tz]. Consideramos o problema de
minimos quadrados seguinte:

min E(ao,...,am) = /XF (F(x) — g(x))? dx

(ag,..-,am)ERMH1 f

with g(x) = Y7o akgk(x).
e Vamos definir novas fungdes F(t) := f(x(t)) e G(t) := g(x(t)) definidas em [}, {], onde
x(t) = at + 8 é uma mudanga de variaveis satisfazendo

{ x(4) = xi, <:>{ atj+ B8 =X,

xX(tF) = X, alr + B8 = X,

Assim, podemos calcular « e 8 resolvendo um sistema linear 2 x 2.



e Usando a mudanga de variaveis x(t) = at + 8 na integral, obtemos

tF te
E(ao,...,am) = t (F(x(1)) — g((x(1)))? X' (1) dt = a/{ (F(t) — G(1)) at
1 1
e Entao vamos resolver o problema de minimizacéo seguinte:
. fF 2
min  E(ap,...,am) :a/ (F(t) — G(t))? dt.

(ag;---,am)ERMH t

cuja solugdo é G(t) = > i, aj Gk(t), onde G(t) sao polindmios ortogonais em [t;, t¢].
e Uma vez calculado G(t), precisamos calcular g(x) = G(t(x)), onde {(x) é a

transformacao inversa de x(t), isto é t(x) satisfaz x = at(x) + 3, 0 que fornece

t(x) = a—'(x — B). Entédo obtemos a fungéo g que aproxima f na forma seguinte:

9() = > agu(x) = G(t(x)) = > a; Gi(a™ ' (x = §)).
k= k=0

Esse mostra também que gk(x) = Gk(a~1(x — 3)).



Exemplo (mudanca de variaveis): Vamos aproximar f(x) = sin x em [x;, xg] = [0, 7] usando
polinémios ortogonais de Legendre. Estes polindmios sao dados em [t), te] = [—1, 1] por

32‘2—1

Go() =1, Gi()=t, Gat)="

Calculamos x(t) = at + B8 = Z(t + 1) e verificamos que x([¢, tr]) = [x;, xF] = [0, 7]. Entao
temos F(t) = f(x(t)) = sin((t + 1)). Como os polinébmios Gy, Gz, Gz séo ortogonais, 0
sistema normal é diagonal, e podemos calcular diretamente a solugao (usando integragdo por
partes)

2 _ (F.Go) _[lysin(F(t+1))at _2 . _ (FGy [y tsin(F(t+ 1))t .
° " (Go,Go) T, ot S (GG T, edt o
«_ {F.G) 10/, 12

%= G, Go) WO wJ'

Assim, obtemos a solucao

2 10 12 32 — 1
G(t):a(*,Go(t)+a1*G1(t)+a§Gg(t):;—i-?(1——) —

2

Usando a transformagao inversa t(x) = fx — 1, obtemos a fung¢éo g que aproxima
f(x) = sinx em [x;, xg] = [0, 7] na forma segumte

o) =2+ 22 (1- .

T o7 w2

12) 3(2x—1)2—1



Analise harmonica e MMQ

e Neste capitulo vamos supor f periddica, e procuramos uma aproximagao
9(x) = > il akgk(x) com fungdes gx também periddicas, com o mesmo periodo que f.

¢ Uma classe bastante usada de fungdes periddicas, de periodo 27, € {cos kx, sin kx}2° .

e Entdo seja f ume funcao periédica de periodo 27, vamos aproximar f(x), usando MMQ,
por

m
g(x) = a0+ > _ axcos(kx) + by sin(kx).
k=1

e Se o periodo de f for diferente de 27, podemos usar uma mudanga de variavel para
aproximar com {cos kx, sin kx}2° .

e Este tipo de aproximacao chama-se analise harmonica.



Analise harmonica e MMQ: dominio continuo

e O MMQ no contexto de fungoes periddicas de periodo 27 é:

c+2m
min Eap, ..., am b, ..., bm) ;:/ (F(x) — g(x))? ox
[+

(ag;---,amsbq,...,bm)ERZMH1

para qualquer constante ¢. E comum escolher ¢ = 0 ou ¢ = —.
e Definimos também o produto escalar

c+2m
(f,g) = /C ' f(x)g(x)dx.

o As fungbes {cos kx, sin kx} 22, sdo ortogonais com respeito a este produto escalar.
e Por exemplo para k # [ temos

(cos(kx),cos(Ix)) = /% cos(kx) cos(Ix)dx
0

dx = 0.

_ /2” cos((k — I)x) + cos((k + I)x)
= /. 5

e Consequentemente, a matriz do sistema normal do MMQ usando as fungdes
{cos kx, sin kx} 2 ; é diagonal.



e Entao obtemos imediatamente a solugao do MMQ como

L. (R 1 /27T
= L
B=[qA) T om )y (O
(f, cos kx) 1 /2’“
NI — fi kx)d.
8K (cos kx,cos kx) = Jo (x) cos(kx)dx,
(f, sin kx) 1 /2” .
P L LU R kx)dix.
b= Ginkcsinkg — w Jy T0sin(kox

e Para obter estas formulas, usamos:
27
(cos kx, cos kx) = / cos(kx)2dx = =,
0

27
(sin kx, sin kx) — / sin(kx)2dx = =
0



Exemplo (analise harménica e mudanca de variaveis): Vamos fazer a analise harménica da
fungao F de periodo T definida por:

+1 0,7/2,
F“):{ 4 em [[T/2,/7%.

Vamos usar a mudanca de variaveis t(x) = %x e definir f(x) := F(t(x)). Entao temos
41 em [0, ],
f(x) = { -1 em [m,2nx].

Aproximaremos f por
3
g(x) = a + > _ ax cos(kx) + by sin(kx).
k=1

A solugo do MMQ é

a) = — / f(x)dx_2/d——/ dx =0,

2r
N 1 1 1 27

ar = 7/ f(x) cos(x)dx f/ cos(x)dx — 7/ cos(x)dx =0,
s ™ Jo T Jr
1 1 27

ay = 7/ s(2x)dx — —/ cos(2x)dx =0,
T T Jr
1 1 27

a; = 7/ s(3x)dx — f/ cos(3x)dx =0,
™ ™ Jr



e para os pardmetros by:

Entéao obtemos

T 1 27 . 4
/ sin(x)dx — f/ sin(x)dx = —,
0 s s

™

™ 27
/ sin(2x)dx — 1 / sin(2x)dx = 0,
0 s

™

A= 32 3o

T 1 27 ) 4
/ sin(3x)dx — — / sin(3x)dx = —.
0 T Jr 37

a(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x).

T 37

Usando a transformagao inversa x(t) = 2%t obtemos a fungao G(t) que aproxima F(t) em

G(t) = g(x(t)) = ;sin <2Tﬂt> + Si sin (?t) .

[0, 7]

™



Analise harmonica e MMQ: dominio discreto

2n—1

j—o € uma funcao f

No caso discreto da analise harménica, consideramos 21 pontos {X;
2n—1
tabelada com valores {f(Xj)},-:o nestes pontos.

Para facilitar a apresentacé@o, vamos considerar uma discretizagao do intervalo [—, 7]
com pontos equidistantes e passo de discretizagéo 7 /n, isto € x; = —7 + inw, para
j=0,1,...,2n— 1, assimteremos X = —m € Xpp_1 =7 — .
Hipbtese importante: suponhamos m < n.

Vamos considerar o problema de minimos quadrados seguinte:

2n—1
min E(@o,.-- ambr,....bm_1) = > (f(x) — 9(x))” dx

(805-++»@m,b1 5., by 1) ERZM =0

onde a fungao aproximadora tem a forma seguinte:

m—1
a .
a(x) = EO + am cos(mx;) + E ay cos(kx;) + by sin(kx;).
k=1

Observagéo: o fato de néo colocar um termo bp, sin(mx;) na fungéo g é arbitrario. Alguns
autores colocam este termo.



e Vamos definir ok(x) :=cos(kx) parak =1,...,m, € ¢mre(X) := sin(x) para

=1, — 1. Definimos também o produto escalar de duas funcdes g e h definidas
nos pontos {x, 2n-1 como:
2n—1
)= > g(x)h(x).
j=0

e Podemos mostrar que as fungdes {¢,-},?;"0‘1 sdo ortogonais com respeito a este produto

escalar. Esta propriedade simplifica bastante a determinagao da solugao
(&, ambf,.... b5 1)

e Para mostrar que {¢,}2m !

seguinte.

€ uma familia de fungdes ortogonais, usamos o resultado

Lema: Se r € N nao for um multiplo de 2n, entao

2n—1 2n—1
> cos(ng) =0, e > sin(rx)=0
j=0 j=0
Se r € N nao for um multiplo de n, entao
2n—1 2n—1
D (cos(rx))>=n, e > (sin(rx))?=n.
j=0 j=0

Idéia da demonstragdo: escrever e = cos(z) + isin(z) e calcular Zz" e,



Usando este lema com ¢y (x) := cos(kx) parak =1,...,m, € ¢mie(X) := sin(£x) para
¢=1,...,m—1, obtemos

2n—1 2n—1
(B, dmie) = D, cos(kx;)sin(ex)) = % > sin((k + £)x) + sin((k — £)x;) =0,

j=0 j=0
pois ambos (k + ¢) e (k — ¢£) nao sao multiplos de 2n. De fato, usando a hipétese m < n, temos

-2n<1<k+eL<2m-1<2n,
—2n<2-m<k—(¢<m-1<2n.

20



Theorema: Consideramos o problema de minimos quadrados seguinte:
2n—1

min Eao, .., am.bi,....bm_1) = D (f(x) — 9(x;))% ax

(@0,--8m,b1 ,-..,bm_1)ERZM =0

onde a fungao aproximadora tem a forma seguinte:

m—1
a .
a(x) = ?0 + am cos(mx;) + E ay cos(kx;) + by sin(kx;).
k=1

A solugdo do problema de minimos quadrados é:

2n—1
ay = — i i =
W an(x,)cos(kx,), vk=0,1,...,m,
Jj=0
2n—1
b = — f(x;) sin(kx; vk=1,2,...,m—1.
; n; (x) sin(kx;), ,2,...,m

Idéia da demonstracao (a fazer em exercicio): Escrever as condigdes de otimalidade

oE oE
7(367---73;7 1*7---7 ;1—1):07 7(367"'73;777b;7"'7 ;7—1):0'
ag by

e depois usar que {¢,-}I?£70*1 € uma familia de fungdes ortogonais.
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