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Exercicio 1
Considere uma particula livre de massa m no espago 3D. Determine a Lagrangeana e as equagoes do
movimento.

Solucao:
T = 2@+ + 2) (1)
V=0 (2)
L=T-V=T — L:%(¢2+y2+22) (3)

d (OL\ OL . - :
dt(&)—aqﬂ — [mi = 0],[mjj = 0],[mz = 0] (4)

Exercicio 2
Considere uma particula de massa m no espago 3D sujeita a um potencial V(7). Determine a Lagran-
geana e as equacoes do movimento.

Solucao:

T = %(dz2+y2+22) (5)
V=V(r)=V(z,y,z) (6)
L=T-V — L:%(¢2+y2+z‘2)—V(w,y,z) (7)

d (OL oL . 0

. 0
— miyj = —a—yV(x,y, z)=Fy (9)
— ey = F (10)

mz = 62 Z,Y,z) = L'z

Note que, sendo 7 = (x,y, 2):

I
T

mi +mij+mi=F,+F,+F, = |mr

(11)

é equivalente a segunda Lei de Newton.




Exercicio 3
Péndulo Simples — determine a Lagrangeana e as equacoes de Lagrange de um sistema de massa m
sujeito a aceleracao da gravidade g.

Solucao:
Yy
R P z=1Isin0 = i = +lcosff (12)
i v )
rx y=—lcos —  =1sin6l (13)
T="052 4 Ty'Q = m12192(0082 6 + sin” ) = 242 (14)
9 2 2 2 2
l lcos@
V =mgy = —mglcosf (15)
Y — m ™o
[sin 0 g» L=T-V — L = 5l292 —+ mgl cos 6 (16)
d (0L OL - i
dt(aé)_wzo —  ml20+mglsinf=0 = 0:—%sin9 (17)

Exercicio 4

Péndulo Simples acoplado a uma mola — considere um sistema formado por um péndulo simples de
comprimento [ e massa m que se encontra acoplado a uma mola horizontal de constante elastica k.
Determine a Lagrangeana e as equagoes de Lagrange do sistema.

Solugao:
Diagramas (I) e (II), onde x é a amplitude de oscila¢ao da mola, sdo equivalentes:

(I): (IT):

Zigaziiises 00000 00N I g T
AR LA 5555
7 IR N
0 !
i '
25552 '
555 ' 0
lcos b o ! l lcos b
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z ~ 555 Isin 6
g
g
g1 =x+1sinf = ¢, =2+ lcos6f (18)
g2 = —lcos = ¢o = [sinbl (19)
T= B} 12+ §q22 = 5(1‘2 + 21 cos 06 + 12 cos? 062 + 12 sin? 06?) = 5(332 + 2l cos 6 + 126%)  (20)
kx?
V= - mgl cos 0 (21)



m, .o . A 242 k$2
L L=T-V = ng(x +2lcos€x9+l9)—7+mglcosﬁ

X : 4 <8L> = 4 (mx‘—i—mlcos@é)) = mi — ml sin 00 + ml cos 00

dt \ 0% dt
oL
o —kx
d (OL oL .. A2 i _
dt<8¢>_81‘_0 — mi—mlsinf0” +mlcos0 + kx =0

= |Z+ %x = I(sin 0% — cos0)

o d oL\ _d ] 0\ o ) y
7 dt(@é) Cdt (mlcosegc+ml 9)—ml( sin 020 + cos 0%) + ml°0
oL
00

= —mlisin0i6 — mglsin @

L L . .. .
4 a— _ oL =0 = —milsinfi0 + mlcos i + ml*0 + misin 020 + mglsinf = 0
dt \ 90 00

—  mlcos0i +mi*0 +mglsind =0

— é+%sin9=—%cos€

Note que, no caso em que nao ha acoplamento com mola (z =0,z =0e & = 0):

§+%sin0:—§c089 — éz—%sin&

que é a solucao do péndulo simples (exercicio anterior).
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