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Exerćıcio 1
Considere uma part́ıcula livre de massa m no espaço 3D. Determine a Lagrangeana e as equações do
movimento.

Solução:

T =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) (1)

V = 0 (2)

L = T − V = T =⇒ L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) (3)

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0 =⇒ mẍ = 0 , mÿ = 0 , mz̈ = 0 (4)

Exerćıcio 2
Considere uma part́ıcula de massa m no espaço 3D sujeita a um potencial V (~r). Determine a Lagran-
geana e as equações do movimento.

Solução:

T =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) (5)

V = V (r) = V (x, y, z) (6)

∴

L = T − V =⇒ L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− V (x, y, z) (7)

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 =⇒ mẍ = − ∂

∂x
V (x, y, z) = Fx (8)

=⇒ mÿ = − ∂

∂y
V (x, y, z) = Fy (9)

=⇒ mz̈ = − ∂

∂z
V (x, y, z) = Fz (10)

Note que, sendo ~r = (x, y, z):

mẍ+mÿ +mz̈ = Fx + Fy + Fz =⇒ m~̈r = ~F (11)

é equivalente à segunda Lei de Newton.
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Exerćıcio 3
Pêndulo Simples – determine a Lagrangeana e as equações de Lagrange de um sistema de massa m
sujeito à aceleração da gravidade g.

Solução:

x

y

x

y

l

m

l cos θ

l sin θ ~g

θ

x = l sin θ =⇒ ẋ = +l cos θθ̇ (12)

y = −l cos θ =⇒ ẋ = l sin θθ̇ (13)

T =
m

2
ẋ2 +

m

2
ẏ2 =

m

2
l2θ̇2(cos2 θ + sin2 θ) =

m

2
l2θ̇2 (14)

V = mgy = −mgl cos θ (15)

∴

L = T − V =⇒ L =
m

2
l2θ̇2 +mgl cos θ (16)

θ :
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 =⇒ ml2θ̈ +mgl sin θ = 0 =⇒ θ̈ = −g

l
sin θ (17)

Exerćıcio 4
Pêndulo Simples acoplado a uma mola – considere um sistema formado por um pêndulo simples de
comprimento l e massa m que se encontra acoplado a uma mola horizontal de constante elástica k.
Determine a Lagrangeana e as equações de Lagrange do sistema.

Solução:
Diagramas (I) e (II), onde x é a amplitude de oscilação da mola, são equivalentes:
(I):

q1

q2

x

y

l

m

l cos θ

l sin θx
~g

θ

k

(II):

x

y

q1

q2

l

m

l cos θ

l sin θ

x

~g

θ

k

q1 = x+ l sin θ =⇒ q̇1 = ẋ+ l cos θθ̇ (18)

q2 = −l cos θ =⇒ q̇2 = l sin θθ̇ (19)

T =
m

2
q̇1

2 +
m

2
q̇2

2 =
m

2
(ẋ2 + 2l cos θẋθ̇ + l2 cos2 θθ̇2 + l2 sin2 θθ̇2) =

m

2
(ẋ2 + 2l cos θẋθ̇ + l2θ̇2) (20)

V =
kx2

2
−mgl cos θ (21)
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∴ L = T − V =⇒ L =
m

2
(ẋ2 + 2l cos θẋθ̇ + l2θ̇2)− kx2

2
+mgl cos θ

x :
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

d

dt

(
mẋ+ml cos θθ̇)

)
= mẍ−ml sin θθ̇2 +ml cos θθ̈ (22)

∂L

∂x
= −kx (23)

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 =⇒ mẍ−ml sin θθ̇2 +ml cos θθ̈ + kx = 0 (24)

=⇒ ẍ+
k

m
x = l(sin θθ̇2 − cosθθ̈) (25)

θ :
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
=

d

dt

(
ml cos θẋ+ml2θ̇

)
= ml(− sin θẋθ̇ + cos θẍ) +ml2θ̈ (26)

∂L

∂θ
= −ml sin θẋθ̇ −mgl sin θ (27)

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 =⇒ −ml sin θẋθ̇ +ml cos θẍ+ml2θ̈ +ml sin θẋθ̇ +mgl sin θ = 0

=⇒ ml cos θẍ+ml2θ̈ +mgl sin θ = 0

=⇒ θ̈ +
g

l
sin θ = − ẍ

l
cos θ (28)

Note que, no caso em que não há acoplamento com mola (x = 0, ẋ = 0 e ẍ = 0):

θ̈ +
g

l
sin θ = − ẍ

l
cos θ =⇒ θ̈ = −g

l
sin θ (29)

que é a solução do pêndulo simples (exerćıcio anterior).

3


