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Dados Multivariados

Banco de Dados:

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 ] p
1 Y11 Y12 Yy Y1p
2 Y21 Y22 Y2] sz
I Yll Y|2 Y|p
p n Ynl Yn2 Ynj an
&> @:a Yima,
_ : Lo ‘08
Ynxp = (yij ) Matriz de Dados ,,70/;0%& i,
/]\ ( l/a,. VG‘/-,é O'S O’@SCGS
L. we 1e . ; L ., Qug, . Qs Tt
resposta do i-ésimo “individuo” na j-ésima variavel a”l‘/fa, . 2
S)
: 2 7\ o 1 va
Resultado: d; :(Yi —Y) S, (Yi _Y ) ~ 1
R(Y)= {df/I < ¢? Critério de diagnostico multivariado
de observacOes outliers




Vetor de Variavelis Aleatorias
Multidimensionais

= Vetor aleatdrio da i-eésima observacao: Y, = (Yil,Yiz,...,Yip) eRP,i=12,..,n

)’ e SRnxp

» Matriz de n-observacbes p-dimensionais: Ynxp = (Yl,YZ,...,Y

n

Amostra aleatoéria simples de n vetores aleatorios p-dimensionais (AASN):

n
f _ f ) Y eRP densidade conjunta: suposicao
Y (v) H K (y') | de observacgdes independentes

=1
t distribuicao

multivariada
n _p densidade conjunta: suposicao de
f, (y) = HH inj (yi,-) observacdes independentes avaliadas em
i=1 j=1 1 p variaveis independentes

Funcéo de densidade
univariada



Variaveis Aleatorias Multidimensionais

= Matriz aleatoria (Gupta and Nagar, 2000): I agoe®

Was
a\\ema‘
_ p.
Yoo =(Y;) € R™P; - Yoo ~(M;¥®Z); vec(Y)  ~(vec(M); ¥ ®X)

TR n

, o My e | _ L . vetor de médias de n

Mo =1t = i " |: matriz de médias vec ( M ) _| observagdes em p
variaveis

S M ﬁ\ex\\le\

(o ©Z,) pa‘a o agen®

npxnp : Matriz de covariancias (®: produto de Kronecker)

Matrizes de covariancia Estruturadas: entre individuos (V) e entre variévels (%)

_________ I B R
| | ! |
W=l =10 w=1; 2=(1-a)l,+all, | "P—l ®[(1 a)l, +al, 1l } ZZ(G,.)u
I_ ________ P | I e o o o o o o mm Em mm Em Em Em o = I
Observagoes e Observag0Oes independentes Correlag&o uniforme Correlacéo néo
variaveis e correlacao uniforme entre entre observacoes estruturada
independentes as variaveis agrupadas em G entre variaveis

grupos



Distribuicao Normal Multivariada

= Variavel (escalar) Y €R, com distribuicdo Normal univariada de média p e
variancia o2 tem densidade dada por:

f, (y)= NS L I y<o, o2>0
X . . 2
Notacdo: Y ~ N1<,u,0' )

@ Generalizagao multivariada para o vetor aleatorio Y, = (Y.l,Yiz,...,Yip) e R’

Distribuicdo Normal Multivariada com vetor de média u e matriz de covariancia X:

Vo = NolttpaiZo b (1) = e V0 13)5 0,y e P Li=1,.0n

dy =(y-u) Ty -p)=¢’ SV (Y =)~ N, (0;1)
a densidade é constante em superficies onde
a distancia de Mahalanobis é constante.



Distribuicao Normal Uni e Multivariada

Normal Univariada: E

2
Y ~ Nl(,u,c)' )
£ (y) = -t g l-mhoF 2 2 < 0683 >
((y)= e yeR o >0
2ro’

Normal Multivariada Bidimensional

2
Yo :(Y1] ~N,| u :(’ulj;z _| 91 On : Two dimensional Normal Distribution
YZ H Oy, 0-2? wi=0,u2=0,041=10,025=10,0512=5,p=05

y e R, |Z| >0, o, = po, 0,
1
2ro, o, (1—,02)1/2

EXp{Z(:p 2)[@;&}2 (%’J _zp(vlc;lul J[Y Gﬂﬂ}

fy (y)=




Distribuicao Normal Multivariada

Alguns Resultados:

Y, U 2y 2

_ ol | _ | A | &2 ~ .

Yo = [Y J Np[ﬂpxl —( j,prp = (Z 5 D . Entao:
2(p-q)xd Hy 21~

" Vioa ~ No(iZn ) Yoo ~ Nepog (125 22) distribuicdes marginais
de Y sao Normais

- Y, e Y, =(Y,-2,50Y,) sao independentes, tal que,

Yor = Npg (/Uz ~Z0 Tt 5 oy _22121_11212)

= Y, 1Y~ N (=20 Z0 (i =14 25 — 25205, ) distribuicdes condicionais
de Y sao Normais

Yz - Y2.1 + Z2121_11Y1

Condicionado em Y1, Teorema 3'2'4_2 (1 | 11 '
este termo é constante Exemplo 3.2.1:X=(1-p) p TP Lpdp

(Mardia et al., 2003)




Distribuicao Normal Multivariada

Alguns Resultados:

- L 1 (v N 1
Ha 1Y) :1:1[ f (¥ |,U,2):l;[(2ﬂ)p/2 \2\1/2 g ) = lma)2

_______________________ |
|

Estimadores de @: = 4a=Y,. ;=Y j=12..p

Maxima l

Verossimilhanca |
|
|

Yo.a € S,., sdo estatisticas conjuntamente suficientes para u e X, respectivamente.

@ Os estimadores nao viciados de p e X sao, respectivamente:



Distribuicao Amostral de Estimadores

@ Yup=| 7| €AASnda N (uX)

——————————————

- o e e e e e e e e e e = )

(n-1)S, ~W, (n-1;%)

u

Il
SN



Definicéo: Seja 5, ~ N, (0;Z), M

Entdo: nd' Mo

-

Distancias de Mahalanobis

pxp

\l/

Y.

pxl Np(,u;Z)

Y ~N,(u;=/n); Jn(Y-p)~N,(0;%)

nS~Wp(n—1;2)

(n-1S, ~W, (n-1,;%)

Teorema 3.5.2

(Mardia et al., 2003) T2 ( p;n —1) =

~W, (n;Z), com o e M variaveis independentes.

~ T°? ( P; n) Distribuicdo T2 de Hotelling




Regioes de Confianca para p € RP
Inferéncias sobre o Vetor de Médias u

Matriz de dados € uma Amostra Aleatoria da

Yopi AAS, Ny (Z); [X[>0 Distribuicdo Normal Multivariada

nx

Uma Regiao de Confianga R(u|Y) para o vetor de médias da N,(u;X) € uma regiao
de valores provaveis de p € RP, com base na amostra.

Uma construcao (natural) desta regido, com base na amostra, € usar medidas de
distancia tais como:

’ Regiao (elipsoide) de confianca

_ — 1T 2 que contéem todos os valores de
@ R(ﬂ|Y)—{n (Y _ﬂ) S, (Y _/U) < C } ~ ppréximos” a evidéncia

amostral Y

P (,U eR (,U Y )) =l-a Para um nivel de significancia o
fixado, c é obtido da distribuicédo F

\ 4

:>d|\2/| = n(\?—y)’ Su_l(Y —/U)'"Tz(p;n_l):%lz(p;np)



Regioes de Confianca para p € RP
Inferéncias sobre o vetor p

R(/‘|Y):{ﬂemp; n(?—y)’ S, (Y-u) < sz(n—l)pr’(np)(a)}

(n-p)

— Para determinar se algum ponto p, cai na regidao R(u|Y) basta calcular a
distancia generalizada ao quadrado e compara-la com o valor critico
dado em funcao da distribuicdo F e do nivel de significancia a., isto €,

0(V-) 8,2 (Y -1) < =((“n‘_12)§’ Fo oo (@)

= Regides de Confianca correspondem a Regides de Aceitacao em testes de

hipoteses sobre o vetor p.



Regides de Confianca e Testes de Hipoteses

Taxas de acucar, sodio e potassio
sanguineas em 20 mulheres adultas

. — — N 20-1)3
Indiv. Agucar Sédio Potassio R Y)=2un(Y - S Y = pyl<c? = ( F
1 3.7 485 9.3 (lul ) {U ( /U) u ( /U) (20_3) 20,17 (a)
2 5,7 65,1 8
3 3,8 47,2 10,9 ~—
4 3,2 53,2 12
5 3,1 55,5 9,7 a=010—=818
6 4,6 36,1 7.9
7 2,4 24,8 14 @ a=0,05=10,72
8 7,2 33,1 7,6
9 6.7 4r4 8.5 Suponha o interesse na seguinte hipotese:
10 5,4 54,1 11,3
11 3,9 36,9 12,7
12 45 58,8 12,3 ,
13 3,5 27,8 9,8 = —
14 4,5 40,2 8,4 Hotp =1, = (4’ 50, 10)
15 15 13,5 10,1
16 8,5 56,4 7.1
17 4,5 71,6 8,2 T2=n(\7— )’ g1 (Y_— ):974
18 6,5 52,8 10,9 Ho Ho ’
19 4,1 44,1 11,2
20 5,5 40,9 9,4 . :
Viedia 264 254 507 Concluséo: ¢ =0,10=T* ¢ R(u|Y); rejH,
S 2,879 _
10,002 199,798 a:0,05:>TzeR(,u|Y); naorej H,

-1,81 -5,627 3,628




Regioes de Confianca para o Vetor u
Uma Unica Populacao
Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

' iid

1° Filho 2° Filho . )

Familia  Comprimento Perimetro Comprimento  Perimetro Y25><4 = (Yli""YZS) ’ Yi4X1 - N4(/u’ Z)

1 191 155 179 145

2 195 149 201 152 ;e .

3 181 148 185 149 Estatisticas Descritivas:

4 183 153 188 149

5 176 144 171 142 o o

° o o To e Y =(18572 15112 18384 149,24)

8 197 159 189 152 e e

9 188 152 197 159

10 192 150 187 151

11 179 158 186 148 91 481 50, 753 66 875 44,267

12 183 147 174 147 52,186 49 259 33,651

13 174 150 185 152 S =

14 190 159 195 157 . \\96, 775], 54,278

15 188 151 187 158

16 163 137 161 130 43,222

17 195 155 183 158

18 186 153 173 148

19 181 145 182 146

20 175 140 165 137

21 192 154 185 152

22 174 143 178 147

23 176 139 176 143

24 197 167 200 158

25 190 163 187 150




Regioes de Confianca para o Vetor u
Uma Unica Populacio

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

17 Filho 2° Filho ’_ lid ]

Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro Y25><4 - (Yli""YZS) ’ Yi4X1 - N4(,Ll, Z)

1 191 155 179 145

2 195 149 201 152 o _

3 181 148 185 149 Distribuicdo marginal (R?):

4 183 153 188 149

5 176 144 171 142 iid 1 c.. O

6 208 157 192 152 Y Y| _ (YiliYi3)~ N,| u= 1 Y = n 13

7 189 150 190 149 24 1 Op Ox

8 197 159 189 152

9 188 152 197 159

10 192 150 187 151

11 179 158 186 148 (,UIY)= yeﬂ%z'Tz (25 1)2 (@)

12 183 147 174 147 ! (25-2) 2 23

13 174 150 185 152

14 190 159 195 157

15 188 151 187 158 a =0,10=5,3196

16 163 137 161 130 _ _

17 195 155 183 158 Suponha o interesse na seguinte hipotese:

18 186 153 173 148

19 181 145 182 146 182

20 175 140 165 137 H = T2-=4.186

21 192 154 185 152 o-H 182 ’

22 174 143 178 147

23 176 139 176 143

24 197 167 200 158 Conclusao?

25 190 163 187 150




Intervalos de Confilanca - Regioes de Confianca
(Everitt, 2007)

Caso univariado Caso multivariado
— ' — n-1
I.C(,uk) a 100(1- a)% R(,u|Y)={ueiRp; n(Y —,u) Su‘l(Y —y)gcz =((n_ 2);) Fp’(np)(a)}
(v ﬂnl(a/z),/%] -
—_ ! _ _ n_
_ ) TZ:n(Y_’u) Sy 1(Y—,u)~ n_pp I:(|o;lnf|0)
t2 = (Y _,U)
2
s®/n

P = (ttpr ttpa )i Q = ptcus )

téAf:Eumn Y1

— Com base na evidéncia amostral em R(n|Y), valores de p, € R? iguais a Q (P) estdo na regido
de aceitacéo (rejeicdo) de possiveis valores do parametro .

= Os Intervalos de Confianga univariados podem dar decisdes diferentes da regido de confianca.

— Como representar no grafico a elipse de concentracdo de pontos amostrais?



Distancias de Mahalanobis

o N, (4320 V(T ) =N, (0:); (1-DS, ~W, (n-1;)

n(V—p) S, (V—p) ~T?(pin-1)  geepace

ge"®'
(n-1)p o
n—p p;n-p)

Teorema 3.5.2 (Mardia et al., 2003): T? ( p;n—-1)=

Resultado: (Johnson and Whichern, 2008)

Y.pxleiRp,izi,Z,...,n é AASntal que, E(Y;)=x, Cov(Y,)=Z, |Z[>0.

Entao, para (n-p) suficientemente grande,

(V) S(T-n) =2 S




Distancias de Mahalanobis

Yya =N (12:3) (Yi—2) = N, (0;2)

i px1

| \ _ﬂ)’ (Y- u)~ 2,
p(vi R d,\z,l(Yi;,u)z(Yi—,u)’Z1(Yi—,u)SCT2)=1—a

¢’ =x,(@)

Resultado: (Johnson and Wichern, 2008). Sob Normalidade dos dados, para (n-p)
suficientemente grande,

e (-0 505

= Critério de diagnostico de observacdes atipicas (multivariado)

= Critério util para averiguar a hipotese de Normalidade dos dados
via 0 Grafico Chi-Quadrado (Q-Q Plot das Observacoes).
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dZm

15

Distancias de Mahalanobis

library (MASS)

mu<-c (0, 0)
sigma<-matrix(c(2,1,1,2),ncol=2)
n<-500

y<-mvrnorm(n,mu, sigma)
mi<-colMeans (y)

s<-cov (y)

par (mfrow=c(1,2))

bivbox (y, method ="0")

# Copy Everitt's bivbox function
d2m<-mahalanobis (y,mi, s)

quantis <- gchisqg(ppoints (length(y)),df=2)
ggplot (quantis, d2m)

abline (0, 1)
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a Regioes de Confianca — Caso de Duas Populacoes
Amostras Pareadas

Amostra Pareada = respostas multivariadas sao avaliadas na mesma unidade
amostral em “duas” condi¢cdes diferentes (Ex.: Antes e Depois de uma intervencao)

Duas , ' , ' -
Populacdes Ylnxp’Yli pxl (Ylil’YliZ""’Ylip) Y2n><p’Y2i pxl <Y2i1’Y2i2""’Y2ip) 1=12,..,n
iid iid
Ylip><1~ Np(ﬂl;El) Y2ip><1~ Np(JUZ;ZZ)
Observacoes Pareadas D. =Y, -Y, j=12...p, i=12,..n
— Uma Unica Populac&o L e R
de Diferencas ' i _
D .4 :(Dil’ Digsees Dip) - Np(ﬂD :M_ﬂz;zD) 1=12,..,n
S " (B (n-1p
TZZH(D—,UD) SDl(D_/uD) - |:p,n—p
i ts, (n-p)

N

Elipse de Confianca: R(Yl,YZ):{yDeERp; n([_)—yD) SD‘l([_)—,uD)SCa}



NE: emad a(\\e\
" Regioes de Conflanca — Duas Populacoes

Caso Multivariado - Amostras Independentes - Homocedasticidade:

id iid

Ylnlxp1Y - N (,LLl,Zl), Y2n2><p’Y2| - N (IUZ’ )1 Z“1:22 =2

a2 1 1
:>Dp><1:Y1_Y12~Np[ﬂD:/ﬁ_ﬂz;z[n+njj A
AN Matriz de covariancias

a0S grupos
n ! n, Comum n- 1 )

T\W v Y 7)) denominador
S — ;(Yli YlXYli Yl) +;(Y2i YZXYZi YZ) B (nl_l)su1+(n2 _1)Su2 (COm ©

. =
n+n,—2 n+n,-2

-1
) (= "1 1 — _(n+n,-2)p
! _(D_IUD) {(n_l—i_n_zj SC} (D_IUD) (n1+n2 - p_l) F(p,(n1+n2—p—1))

-1
Elipse de Confianga: R(Yl,YZ){yD e R%(D—up ) KniJrnijSC} (D-up) <c?
1 2



