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This concept is essentially based on the
philosophical and psychological assumption
that nature works with simplicity and effici-
ency.

Experience has lead us to the conclu-
sion that: all the interesting equations are
either trivial, or impossibly difficult to solve
analytically.

N. Vandewalle and M. Ausloos, in “Evolution
Motivated Computer Models”

A seguir ilustra-se a idéia de modelagem matematica
usando modelos continuos e discretos. A complexidade
dos modelos aumentam gradativamente, permitindo as-
sim descrever situagbes cada vez mais complicadas.
Primeiramente, consideram-se os modelos continuos,
que em alguns casos permitem obter solugdes analiti-
cas. Em seguida, discretiza-se alguns desses modelos
continuos, obtendo-se os modelos discretos.

I. MODELOS CONTINUOS

Para descrever a relagao entre uma fungéo de cresci-
mento f(t), que representa um modelo e uma variavel
temporal ¢, aumenta-se gradativamente a complexidade
dos modelos apresentados aumentando o nimero de
parametros.

A. Modelo Constante

A funcdo mais simples que existe é o modelo cons-
tante:

f(t):f07

em que f, € uma constante, que tem a unidade (dimen-
sdo) de f. Neste modelo, pode-se eliminar a dependén-
cia de fy fazendo y(t) = f(t) — fo = 0. Assim, com
esta transformacéo (translagao de f(¢) de fy), todos os
modelos constantes colapsam em y(t) = 0, uma reta
passando sobre a abcissa do sistema de coordenadas.
Em todo 0 dominio —oco < t < oo, a fungdo nao varia,
pois:

B. Modelo Linear

No modelo linear, a derivada da fungao ndo depende
do valor da funcéo.

1. Coeficiente Constante

A variacao mais simples do modelo linear é expressa
por:

df (t)

_'r s
dt 0

em que ro € uma constante que tem a unidade de f
sobre unidade de t. Podemos entender o como sendo
a quantia que se ganha (ry > 0), ou se perde (ry < 0),
por unidade de ¢. Observe que para ry = 0, reobtemos
o0 modelo constante df (¢)/dt = 0, no qual ndo se ganha,
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nem se perde e f(t) fica constante: f(¢t) = fo. A solugéo
do modelo linear df (t)/dt = ro € a equagao linear:

f(t) = fo+ro(t —to) ,

com condigdo inicial fo = f(to). Aqui assumimos que
f(t)=0parat < tg.

Vamos chamar a variavel ¢ de variavel independente,
pois podemos varia-la livremente dentro de seu domi-
nio de definicdo. A variavel f, chamamos de variavel
dependente, pois seu valor depende de ¢ considerado
[f(®)]. A grandeza r, & chamada de pardmetro, pois
nao varia com ¢ e f, € chamada de condicao inicial.

A equagao df(t)/dt = rg, com t aumentando a par-
tir de to, para: (i) 1o < 0, diminui (linearmente); (ii)
ro = 0, permanece constante e (iii) 7o > 0, aumenta
(linearmente).

Dados fy e rg pode-se fazer um gréfico linear para re-
presentar a f(t) = fo + ro(t — to). O valor de fo — roto
€ aquele em que a reta corta o eixo da variavel depen-
dente (ordenada) e ro = tanf € o coeficiente angular,
ou seja, a tangente do angulo entre a reta e o eixo da
variavel independente (abscissa). No entanto, é interes-
sante graficar f(t) = fo +ro(t —to), independentemente
da condigéo inicial fy e do parametro ry para ter o co-
lapso dos dados. Redefinindo as variaveis: y = f(t)— fo
e x = ro(t — to), tem-se que a varidvel independente
agora é z, que € uma grandeza adimensional e a va-
riavel dependente é y(z), que se tornou independente
da condicdo inicial, mas ainda tem a dimens&o de f.
Neste caso, o colapso de dados se da na reta padro:
y(z) = =z, que tem inclinagdo unitéria e passa pela ori-
gem do sistema de coordenadas.

2. Coeficiente Variavel

O modelo linear pode também ser expresso por:

df (t)
LN t
o = o),
em que ro(t) € uma fungdo nula, para t < ¢, e arbitraria,
parat > tq. A solucdo desta equacao é dada por:

F(0) = fo+ / dt’ ro(t')

to

A incluséo do coeficiente variavel ndo alterou a natureza
linear do problema, pois chamando: y = f(t) — fo €
x = ftto dt’ ro(t'"), obtemos a reta padréo y = z.

C. Modelo Exponencial
A situagao fica mais interessante se a variagao de f

depender linearmente do préprio valor de f, o modelo
exponencial. Por exemplo, isto acontece em aplicagoes

financeiras, onde o quanto se ganha, ou se perde, de-
pende do quanto se tem aplicado em determinado ativo
em um dado instante. O modelo de crescimento popu-
lacional de Malthus é um outro exemplo de aplicagao
deste modelo (1).

1. Coeficiente Constante

Considere o modelo exponencial:

df(t)

W = Tlf(t) )
em que r; € uma constante, que tem o inverso de ¢
como unidade. Em matemdtica financeira, r; é cha-
mado de rendimento por unidade de tempo e em di-
namica de populagbes de taxa de crescimento intrin-
seco. Observe que para r; = 0, reobtemos o mo-
delo constante df(t)/dt = 0. Para obter a solugao
de df(t)/dt = r1f(t), vamos detalhar alguns passos
que justificam as mudangas de variaveis que iremos
fazer: [df(t)/f(t)]/dt = dlun f(t)/dt = r1, assim inte-
grando esta equacao e tomando ¢ = ty para determinar
a constante de integragdo, obtemos: In f(t) — In fy =
r1(t—to). Na escala logaritmica, reobtem-se o modelo li-
near [compare esta equagao com: f(t)— fo = ro(t—1to)].
E esta transformagao matematica que justifica o uso da
escala logaritmica em graficos. Fazendo a seguinte re-
definicdo de variaveis: y = In f(¢t)—1n fo = In[f(¢)/ f(to)]
ex =ri(t—ty) = (t—tg)/to, tem-se o colapso de dados,
em que a grandeza t, = 1/r, representa o tempo ca-
racteristico do sistema. Tanto a variavel independente
x quanto a variavel dependente é y(x) sdo adimensio-
nais. Na escala logaritmica, tem-se o colapso de dados
na reta padréo y(z) = x.

E possivel obter o colapso de dados néo-lineares (re-
tas)? A resposta é sim. Da reta padrao y(z) = «, volta-
se a escrever: In[f(t)/fo] = r1(t — to) 0 que leva a:

& _ erl(tfto)
Jo ’

que quando t aumenta a partir de tq, apresenta o se-
guinte comportamento, para: (i) 1 < 0, diminui (expo-
nencialmente); (i) r, = 0, permanece constante e (iii)
r1 > 0, aumenta (exponencialmente). Redefinindo as
variaveis: y = f(t)/f(to) € z = r1(t — to), tem-se o co-
lapso de dados na exponencial padréo: y(x) = e*.

2. Coeficiente Variavel

E interessante observar que podemos considerar o
caso de rendimento variavel. Nesta situagao, v, € uma
funcéo nula, para t < ty e arbitraria, para t > to. Assim

af(t) _
W = 71(t)f(t)
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, pode facilmente ser resolvido pois: dln f(t)/dt = r(t),
o que leva a:

fg) = exp[/t dt'ri(t')]

com fo = f(to). Se r for uma constante, reobtemos
f(t)/fo = em(t=to) Mesmo incluindo um coeficiente
variavel, a natureza intrinseca do modelo exponencial
no foi alterada, pois: y = f/fo e x = [} di'ri(t'),
que se reduz a exponencial padrao y(z) = ¢*. Neste
caso, chama-se #y(t) = 1/7(t), onde 7y (t) = [1/(t —
to)] ftto dt'r1 (') é o valor médio de r(t), o tempo carac-
teristico do sistema é dado por: ¢y = t(0).

a. Exponencial Estendida. Um caso particular impor-
tante da equacéo df (t)/dt = r1(t) f(t) consiste em con-
siderar ri(t) = Bkt’~1: df(t)/dt = BktP~1f(t), cuja
solugédo é dada por: f(t) = foek®"=t5)  que é conhe-
cida como a fungdo exponencial estendida ou fungdo
de Kohlrausch (2; 3; 4; 5). Esta fungao, que é muito utili-
zada em medidas de tempo de decaimento de lumines-
céncia, ainda apresenta a natureza exponencial, mas
na variavel deformada t°. Neste caso o colapso dos
dados se da nas variaveis: y = f/fy e x = k(t? — tg).

D. Modelo Linear e Exponencial

Para representar, por exemplo, o crescimento de um
ativo em uma aplicagdo financeira em que se aporta ou
retira uma quantia fixa por unidade de tempo considere
0s seguintes modelos.

1. Coeficientes Constantes

Pode-se combinar o modelo exponencial com o mo-
delo linear através da equagao:

VO v r@y+ro.

cuja solucao é dada por:

f(t) — emt |:foe—’r‘1t0 _ %(e—rlt _ e—’r‘lto)
r . _ T
= (Ao B)ent 21, ("
To To

com fo = f(ty). Neste caso, ainda temos a mesma
natureza intrinseca do modelo exponencial, pois escre-
vendo: Yy = (f — T1/To)/(fo — ’/’1/’/‘0) exr = Tl(t — to),
0 modelo se reduz a exponencial padréo: y(z) = e”.
A grandeza r1, que é o inverso do tempo caracteristico
to = 1/r, € relevante ao problema mas r, nao, pois

ela ndo aparece isolada nas transformagoées e sim divi-
dida por r1. Neste caso, a grandeza relevante é a razao
r1/ro, €m que 1/ry serve simplesmente para determi-
nar a unidade de tempo em valores absolutos, em que
0s aportes ou retiradas séo realizados.

2. Coeficientes Variaveis

Considere primeiramente r, € uma fungéo nula, para
t < to e arbitraria, para t > ty. Assim:

T g0y 700

cuja solugéo é dada por:

t
£ = lfoe 0+ [ dtre ()]

to
Ainda neste caso ndo mudamos a natureza exponen-
cial do modelo. Considere as seguintes mudangas de
variaveis: y = f/fo — 1"/ fo [ da'e=" ro(2’ /r1 +to)
ex =ri(t—tp), tem-se a exponencial padrao y(x) = e*.
Considere r; ndo mais uma constante, mas uma fun-

¢ao que dependente de t, temos:

“’%) =r1(t)f(t) +ro(t) ,

cuja solugao é dada por:

f(t)_ t’—?’/rl
Sy ~ 0+ [, ol

com

t
alr(e)) = expl [ de"r(")].
to
Ainda neste caso ndo alteramos a natureza exponen-
cial do modelo. Considere as seguintes mudangas de

variaveis: y = f/{fo + ffto dt’ exp[— f;: dt"r1(t")|ro(t')}
exr = ffo dt"r(t"), levando a solugdo do modelo a ex-
ponencial padrédo y(x) = e*.

E. Modelo de Zipf-Mandelbrot ou Modelo de von Foester
et al. de Dinamica Populacional

Vamos agora considerar um modelo mais geral, em
que f esta elevado a uma poténcia arbitraria. Mostra-
mos que, mesmo 0s modelos sendo nado-lineares, em
alguns casos eles podem ser expressos por modelos
lineares. No entanto, ndo é mais possivel definir um
tempo caracteristico para o sistema, o que é tipico de
sistemas complexos. Consideramos primeiramente o
caso com coeficientes constantes e posteriormente o
caso com coeficientes variaveis.
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1. Coeficientes constantes

Considere primeiramente a seguinte equagao:

%(tt) = Tl_(}fliq(t) . (2)
Esta equacdo em quimica é chamada de equacio ci-
nética de ordem 1 — ¢ (6). Esta equacao também des-
creve o crescimento populacional dos seres humanos
na Terra (7) e uma data do juizo final' é prevista. Para
ri—g = 0, reobtemos o modelo constante; para ¢ = 0,
reobtemos 0 modelo exponencial e para ¢ = 1, reobte-
mos 0 modelo linear. A solucdo desta equagéo pode ser
encontrada reescrevendo-a como: Gfi-tdf/dt = gk =
dfi(t)/dt = gri_g, que é linear na varidvel v(t) = fi(t)
e pode ser resolvida: v(t) = gri—z(t — to) + vo, €m que
a condic&o inicial é vy = v(to) = fJ com fo = f(to).
Entéo, tém-se:

— o\ M4 _
G B G R

com

Esta grandeza somente é um tempo caracteristico no
modelo exponencial, quando ¢ = 0 e ela fica indepen-
dente da condigao inicial. Para ¢ # 1, existe a depen-
déncia com a condi¢do inicial e ela ndo pode mais ser
interpretada como um tempo caracteristico do sistema.
Sistemas que ndo apresentam um tempo caracteristico
sé&o chamados de sistemas complexos.

Observe que esta equacao pode ser escrita em ter-
mos da funcdo exponencial generalizada oriunda da
mecénica estatistica ndo-extensiva (8; 9). A funcéo §-
exponencial e;(z) é definida como o valor ¢, de tal forma
que a area debaixo da fungdo f;(t) = 1/t'~9, no inter-
valot € [1,e5(z)], € = (10):

e (1 4 @)/ >
eqlz) = limg4(1 +¢'x) , S€ jx > 1 (4)
0, caso contrari

Esta é uma funcdo ndo-negativa ez(z) > 0exz =0 €
um ponto especial, pois e;(0) = 1, independentemente
do valor de ¢. Para ¢ — 0, usando o limite fundamental,
reobtem-se o modelo exponencial: f(t) = foelt=t0)/to,
comty = 1/ry.

Na Eq. (3), padroniza-se a variavel dependente f(t)
dividindo-a pela condigéo inicial fy. Arazéo y = f(t)/fo
€ adimensional e f, estabelece a unidade de medida
para f(t). Ao contrario de f, nenhuma escala tipica,

' Fim da raca humana devido a superlotagao de individuos na terra

intrinseca, caracteristica ou robusta existe para a va-
ridvel independente ¢t. Apesar de #; ter a unidade de
t, seu valor depende da condigéo inicial t5. O colapso
de dados ¢é obtido nas seguintes variaveis: y = f/fo e
x = (t —ty)/tg.

2. Coeficiente Variavel

Considere r,_; ndo mais uma constante, mas uma
funcdo que dependente de ¢, temos:

aft) _ g
ar Tlfq(t)f (t) :

A solugdo desta equagéo é dada por:

10/ fo = ealfi / dt'ry gt .

Um caso particular desta equacao é quando r1_4(t) =
Bkt df(t)/dt = BktP—1 £174(t), cuja solugéo é a fun-
¢ao exponencial estendida generalizada (11)

SO _ a8 8

W—eq [fok(t to)} ‘

Observe que quando ¢ — 0, ela se torna a fungéo ex-
ponencial estendida.

F. Modelo de Bernoulli e Modelo de Richards-Schaefer de
Dinamica Populacional

Como vimos, algumas vezes é possivel resolver uma
equagédo ndo-linear fazendo-se uma mudanca na varia-
vel dependente que a transforma em uma equacao li-
near.

1. Coeficientes Constantes

Considere o caso da equacao de Bernoulli com coe-
ficientes constantes:

d _
% =i af U ) (5)
com a mudanga de varidvel v(t) = fi(t), temos

dv(t)/dt = F1v(t) + r1_g, CUja solugao é: v(t) = [v(to) +
71 /r1_gler-att=to) — 7y - Assim, na variavel original

temos:

) RNV,
T AP PR R G
fo firi-g firi-g

Pode-se reescrever a equacao de Bernoulli de modo
a enfatizar a variagao relativa da fungéo f(t). Para isto
considere: [df(t)/f(t)]dt = dln f(t)/dt = ri_gf~9(t) +
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71. Vamos considerar agora a variavel p(t) = 1/ f(¢), as-
sim estabelecemos a ligacédo entre a equacgéo de Ber-
noulli e os modelos de dindmica populacional (modelos
de crescimento) de uma espécie:

dlnp(t)
dt

=Gy (P) - @)

em que chamamos de fungdo induzida de saturacdo a
expressao

. pl(t)—1
= —r_gpl(t) -7 = —7“171}7( 27 )

Gﬁfq,ﬁ (p)
= —T1—glngp — 7o (8)

CoMm 71_g = Gri—q € 7o = 71—q — 71. Este & o modelo de
Richards-Schaefer em dindmica populacional. A fungao
g-logaritmo: 1n;(z) € definida como o valor da &rea de-
baixo de f;(t) = 1/t~ no intervalo ¢ € [1, ] (10), que
€ a fungdo inversa da fungédo g-exponencial:

T odt 27 —1
Ing(z) = /1 tld—q = lim ~

_{x:l,parac‘i#o _ ©)

In(z), parag=0

Para qualquer valor de ¢, a area é negativa para 0 <
z < 1; nula para « = 1 [Ing(1) = 0] e positiva para
x > 1. Esta funcdo ndo é a funcao logaritmo na base
q [log; ()], mas sim, a generalizagao da definigdo do
logaritmo natural com um parametro. Para esta funcao,
0s seguintes comportamentos s&o observados. Para (i)
¢ < 0, a fungdo: (a) diverge na origem Ing(0) = —ooc;
(b) converge, com z — oo: Ing(oco) = [1/4]. (i) § = 0,
Ing(z) = In(xz) é a fungdo logaritmo usual, com uma
divergéncia marginal para ambos os extremos In;(0) =
—o00 € Ing(oo) = oo. Esta é a divergéncia mais suave.
(i) ¢ > 0, a fung@o: (a) converge na origem [ln;(0) =
—1/4]; (b) diverge, com = — oo assintoticamente para
Ing(z) ~ z7/G. Porém, este terceiro regime pode ser
subdivido com respeito a concavidade com z — oo: (1)
cbncavo, para 0 < ¢ < 1, esta divergéncia é mais suave
do que no caso ¢ = 1; (2) linear [In;(x) = = — 1], para
G = 1; (3) convexo, para ¢ > 1. O ponto x = 1 é especial
jaque Ing(1) = 0.

A solucdo do modelo de Richards-Schaefer é dada
por:

eq(e)
o7 {Tngleq(e)/pole 777 (10)

comrT = 711,@15 ee= —f()/flfq.

O regime estacionario é dado por: p* = p(c0) = e;(€)
e indica a sobrevivéncia da espécie somente se ge >
—1, caso contrario, a espécie é extinta. Deste modo,
tém-se um valor critico () = —1/§ que separa as duas
fases ecoldgicas. O modelo de Richards é obtido fa-
zendo 7y = ¢ = 0. Para os casos particulares temos os

p(r) =

seguintes modelos: (i) § = 0, 0 modelo de Gompertz e
(i) ¢ = 1, o modelo de Verhulst. Estes modelos serdo
detalhados a seguir.

a. Modelo Microscépico. E importante ressaltar que o
parametro ¢ possui uma interpretagao microscépica (12;
13; 14). Considere que a proliferagao das células é re-
gulada pelos mecanismos antagonistas de replicagéo e
interacdes inibitérias. As interacbes de longo alcance
dependem da distancia r entre duas células como uma
lei de poténcia 7 . Além disso, considere que as células
crescem uma estrutura fractal, caracterizada por Dy. A
partir de tais suposigées, Mombach (12; 13) obtiveram o
modelo de Richards-Schaefer e assim pode-se atribuir
um significado fisico ao pardmetro § =1 —~v/D; (14).

b. Modelo de Verhulst. Em dindmica populacional, o mo-
delo exponencial (de Malthus) somente é aplicavel no
comeco do crescimento da populagdo. A medida que
a populagéo de tamanho N(t¢), o instante ¢, cresce a
uma taxa de crescimento intrinseco r;, 0S recursos se
escassam e a populacéo tende a ter um tamanho fixo
K = N(o0). A constante K € chamada capacidade de
carregamento do meio. Para levar em consideracdo o
fato do meio ter recursos finitos, a equacao de Malthus
fica escrita como:

d];l;ft) — N (1) [1 - Nl((t)} ’

que é a chamada equacgdo de Verhulst. Observe que
este modelo é n&o linear, pois depende de f2(t) e que
a solugao estavel df(t)/dt = 0 implica em f(x) = K.
Para relacionar com o que ja foi apresentado, consi-
dere p(t) = N(t)/K, tem-se entdo a equagdo logistica:
dlnp/dt = k(1—p) = —klny (p), sendo In; (z) =z—1. A
solugéo desta equagéo é: p(t) = 1/(1+ (py* — 1)e "),
sendo py = Ny/N.. Observe que, tomando o in-
verso de p(t) e subtraindo a unidade, temos: [p~1(t) —
1]/(py* — 1) = e e 0s dados colapsam em uma ex-
ponencial padrao.

(11)

¢. Modelo de Gompertz. Considerando 7y = 0 na Eq. 8
e entdo fazendo ¢ = 0, temos 0 modelo de Gompertz:
dlnp
dt

que é usado pelas companias de seguros para calcular
o preco do seguro de vida. A solugéo é dada por:

= _fl lnp ’

—71t
p(t) =p5
Tomando o logaritmo de ambos lados temos:
In(p(t)/po) = e ™' e nas varidveis y = In(p/po)
e x = f7;t, obtemos a equagado exponencial padrdo

x

y=e ".
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2. Coeficientes Variaveis

Considere a dependéncia temporal em ambas as ta-
xas de crescimento intrinseca e extrinseca, de modo
que a insercao e retirada de individuos na populacao
€ dada pela equacéo:

dIn[p(t)]

UL — (o) Inglp(t)] + (), (12)

cuja solugao é:

t -1/q
p(t) = {th) [1 +/O dt’f(t')n(t’)] } . (13)
em que:
j(t) _ pge[jot dt' k(t')+q ](f dt'E(t’)] (14)

com I(0) = p{.

Considere agora um crescimento intrinseco cons-
tante x(t) = &, que nos chamamos de modelo de
Richards-Shaefer com crescimento extrinseco depen-
dente do tempo:

dlnp(r)

e Ing p(7) +€(7) , (15)

onde T = xt. Esta equacao pode ser resolvida e sua so-
lugbes é convenientemente escrita em termos fungoes
logaritmo e exponencial generalizadas:

eq[e()]
p(r) = g (16)
i L a1\ eale®] (14 qe(r)Ir
€ {hlq{ Po }66[6(0)}6 e }
em que
or) = - [ arer) (17)
T Jo

€ o valor médio de ¢(7) até o tempo 7. Note que esta
€ uma solucdo de um modelo bem geral (Richards)
com um termo de crescimento extrinseco dependente
do tempo. Para uma taxa de crescimento extrinseco
constante (t) = ¢ na Eq.( 16), reobtemos a solugéo do
modelo de Richards-Schaefer. A solugao estacionaria
(1 — o0) da Eq. (16) é: p* = p(c0) = ez(€) em que
€ = ¢(o0) é valor médio de e(7). A extingdo da popula-
¢ao ocorre para ge < —1. Esta solucdo permite obter
a analise de estabilidade de modelos de dindmica de
duas espécies interagindo (15).

Usando a mesma abordagem, podemos escrever a
solugdo estacionaria da populagdo como p* ~ (€ —
€)'/4, where ¢, = —1/G em que €. = —1/4. Pode-
mos também calcular a susceptibilidade y = 9p* /e ~
(e —€.)*/9-1. Dessa forma, independente da complexi-
dade, das taxas de crescimento intrinseca e extrinseca,
o sistema apresenta o mesmo comportamento critico.

Se ¢(t) for uma variavel aleatéria, tem-se a equagao
de crescimento aditiva estocastica. Nesse caso, se 0
valor médio for nulo (1) = 0 € e(m1)e(r2) = 026(r2 — 71)
(processo Gaussiano), a funcao densidade de probabili-
dade de v = In p satisfaz a equacaop de Fokker-Planck:
0, P(v) = 0,[P(v)Ing(v)] + (02/2)02[P(v)] (16; 17; 18).
Ruido correlacionado e tipo Lévy também sao usados
(19; 20; 21)..

G. Conclusoes

Colapso de dados, fungdes de escala, transigdes de
fase e expoentes criticos, sédo conceitos amplamente
utilizados em diferentes areas de pesquisa. Mostra-
se aqui a aplicacdo desses conceitos em modelos de
crescimento populacional. Através do colapso de dados
€ possivel estabelecer escala e extrair expoentes as-
sociados a transicdes de fase em equilibrio ou fora de
equilibrio. Usando a funcdo de escala, uma vasta gama
de modelos podem ser escritos como um modelo linear
simples. Incluindo uma taxa de crescimento extrinseca
nos modelos, surge uma transicdo bem determinada
entre sobrevivéncia e extingdo da populagao. A taxa de
crescimento extrinseca pode ser vista como uma aproxi-
macao de campo médio na interacdo com outras espé-
cies. Por essa razdo acredita-se que colapso de dados
ocorra para modelos considerando mudltiplas espécies.
Ao considerar modelos estocésticos através de coefici-
entes com dependéncia temporal, conjecturamos que o
colapso de dados persiste em tais modelos.

Em termos de aplicagdes, verifica-se a importancia de
extrair grandezas relevantes a partir de expoentes criti-
cos fornecidos pelos modelos. No caso de modelos de
crescimento e tratamento de tumores, constata-se que
néo so6 a intensidade do tratamento é relevante, mas
também o momento em que a taxa de crescimento do
tumor é maxima.

Ja na éarea econbmica, usando o trocadilho
substituem-se células por cédulas, sendo que agora
podemos ter valores negativos para a variavel depen-
dente. Nesse caso poder-se-ia construir um modelo que
levasse em conta fatores microecondmicos e a partir de
métodos da fisica extrair fatores relevantes que levam o
desenvolvimento de uma economia ou 0 sucesso de um
investimento.

Il. MODELOS DISCRETOS

Vamos agora considerar a discretizagdo de alguns
modelos que apresentamos no continuo.
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A. Exponencial: Malthus

Vamos iniciar considerando a Eq. ??: dz(t)/dt =
rz(t), que usando diferengas finitas, pode ser escrita
como:

x(t + At) — z(t)

As = rz(t)
x(t+ At) = (1+rAt)z(t)
= krx(t), (18)

assim consideramos o passar do tempo discretamente,
ou seja, perdemos a nog¢do do que se passa no inter-
valo At. Assim podemos escrever z; = x(iAt), onde
1=0,1,2,.... Agrandeza rAt = R é chamado de rendi-
mento, que ocorre a cada intervalo de At, por exemplo,
na caderneta de poupanca At € um més. O montante
no instante n depende do montante no instante prece-
dente:

Tp = KTn_1 (19)

onde zo € 0 montante inicial e k = 1 + R. Neste caso
podemos relacionar o0 montante em qualquer instante
com o montante inicial:

Tp =k"z; = (1+ R) ", (20)

onde o termo (1 + R)™ leva em considera¢éo a compo-
sicdo dos juros. Observe que se o rendimento for pe-
queno R <« 1,entédo (1+ R)" =1+ nR+ ..., ou seja,
podemos simplesmente adicionar os juros.

Considere agora que o rendimento do més seja pago
em duas vezes, de quinze em quinze dias assim: x,, =
(1 + R/2)?z,,_1, ou de semana em semana z,, = (1 +
R/4)*x,_1, ou diariamente z,, = (1 + R/30)*°z,,_1, ob-
serve que neste casos os valores z,, = (14 0tR)'/%*séo
diferentes e aumentam a medida que o intervalo de
tempo 6t = 1/N diminiu. Este foi um problema que
preocupou por muito tempo os “matematicos”, pois se
ot — 0, eles temiam que x, — oo. Na realidade te-
mos aqui um limite fundamental z,, = efz,,_;, ou seja
z(t) = ef'"zo, que é a Eq. ?? solugdo da Eq. ??.

1. Composigao de Juros com Aportes ou Retiradas

Considere agora que no inicio de cada intervalo de
tempo um aporte ou retirada sejam feitos, assim: z; =
rok1+ h1, NO Segundo To = T1ko + hy = [l’oﬁl + hﬂﬁz +
hs e assim por diante. No final do n-ésimo intervalo o
capital é:

n n n—1
xnza:on—&—Zhj H Ki - (21)
i=1 j=1  i=j+1

Considerando os rendimentos e aportes/retiradas cons-
tantes k1 = ko =...=kp,=kKehi=hy=...=h, =

h:
_1—g"
T, = xoR" +h K_
11—k
h h
= — K" 22
<x° 1—;-;) 1-& (22)

B. Mapa Logistico: Verhulst

Considere a Eq. 11 dy(¢)/dt = ry(t)[1 — f(¢)/ K], com
dt = h: [Ynt1 — Yn)/h = ry.(1 — ¥, /K), de modo que:

rhy? 1+rh
K 1+7rh

Yn4+1 = (1 + Th)y'n, -

Yn
(I14+7rh)K/(rh)
—_———

(1+7’h)yn 1-—
——r

Ynii _ U [1—@}

k & k
—— ~—
Tn41 T
Tpy1r = p wp(l—xp)
~—

Termina-se este capitulo com uma férmula de recor-
réncia muito simples, mas que apresenta um compor-
tamento muito rico. Esta formula sera tratada em mais
detalhes nas préximas aulas, quando estudaremos sis-
temas dinamicos e rotas para o caos.
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