Aula 3. Distribuicao Exponencial e suas propriedades.

Uma variavel continua X tem distribuicao exponencial com parametro A > 0 se sua densidade é dada por

Fz) = { Xe ™ >0

0, x < 0. (1)
A fungéo de distribuicao (distribuicdo acumulada) associada fica dada por
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Logo, usando (3) e (4) obtemos a variancia:
Var[X] = E[X?] — (E[X])? = 2/A% — (1/A)* = 1/A\% (5)
Dizemos que uma variavel aleatéria X nao tem memoria se
P{X >s+t|X >s}=P{X >t} para todos s,t > 0. (6)

Esta propriedade destaca a distribuicao exponencial entre outras distribuigoes. Provamos agora que uma varidvel
aleatéria com distribuigdo exponencial ndo tem memdria. Para isso, reescrevemos a propriedade (6) da seguinte
forma:s:

P{X>s+t,X>s}
P{X > s}
= P{X >s+t,X >s} =P{X >s+t} = P{X > s}P{X > t}. (7)

P{X>s+t| X >s}= =P{X > s}
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Usando (2), obtemos que para qualquer varidvel exponencial P{X >t} =1—- P{X <t} =e e logo

e—>\(8+t) — 6_>\S€_>\t.

O que prova a propriedade de ”auséncia de meméria” para varidveis com distribuicao exponencial.
Naturalmente, podemos perguntar: serd que existe uma outra distribuigdo (que nao seja a exponencial) que possui
a mesma propriedade de "falta da memdria”? A resposta é nao. Somente a distribuigao exponencial possui esta
propriedade (6). Para mostrar isso, suponha que uma varidvel X satisfaz (6,7). Seja F(x) = P{X > x}. Entdo, por
(7), F(z) tem que satisfazer
F(s+t)=F(s)F(t).

Entdo, F(t) tem que satisfazer & seguinte equagdo funcional:

g(s +1) = g(s)g(t).
Mas, a tnica solugao continua a direita é:
g(x) =e
Por isso, -
F(r)=e™ou F(r)=P{X <z}=1-e""
O que significa que X tem distribuigao exponencial.
Ex. 1. A duracao de vida de uma lampada distribui¢ao exponencial com média igual a 10 meses, ou com a intensidade

A =1/10. Qual é a probabilidade de que a lampada dure mais do que 15 meses? Qual é a probabilidade de que
ela dure mais do que 15 meses, se depois de 10 meses, ela ainda estd funcionando?



Solucgao. Seja X o tempo de vida da lampada. Entao,
P{X > 15} = ¢ 19} = ¢73/2 ~ (.220.

Para responder a segunda pergunta, precisamos lembrar que o tempo de vida de lampada possue a propriedade de
”auséncia de meméria”, por isso, sabendo que a lampada ja durou 10 meses, o resto da vida dela tem distribuigao
exponencial de novo, com o mesmo parametro A. A pergunta pode ser reformulada da seguinte forma: qual é
a probabilidade de que a lampada dure mais 5 meses, sabendo que ela ja durou 10 meses? Entao, em vez de
calcular a probabilidade condicional, precisamos calcular a simples probabilidade

P{X >5} =e® =7 1/2 ~0.604.
0

Ex. 2. Suponha que vocé entrou numa estagao de metré para comprar passagem. O metrd possui dois caixas e eles
estdo ocupados. Vocé comprara a passagem no primeiro caixa que ficar livre. Suponha que o tempo de compra
de uma passagem para um passageiro tem distribuigdo exponencial. Qual é a probabilidade de vocé ser o ultimo
a sair dos caixas (existem trés pessoas envolvidas, vocé e os outras duas pessoas que estdo comprando os bilhetes
nos caixas)?

Solugao. O raciocinio pode ser o seguinte. No momento que um caixa ficou livre, seu tempo de compra e o tempo de
compra para a outra pessoa que ainda estd comprando a passagem, tém distribuicoes exponenciais, com o mesmo
pardmetro (pelo propriedade de "falta da memdria”). Por isso, a probabilidade de que vocé vai ser o tltimo a
sair dos caixas é igual a 1/2. O

Ex. 3. Como no exercicio 1, suponha que o tempo de funcionamento de uma lampada elétrica tem distribuigdo expo-
nencial. Suponha que a média deste tempo é igual a dez horas. Uma pessoa entra em uma sala com luz acesa. A
pessoa quer trabalhar na sala durante 5 horas. Qual é a probabilidade de que ela consiga trabalhar durante todo
este tempo com a luz acesa? O que podemos dizer sobre esta probabilidade quando a distribuigao do tempo de
vida de lampada nao é exponencial?

Solucgao. Pelo propriedade de "falta da meméria”, a distribuicao do tempo de luz acesa é exponencial com a mesma média,
cujo valor é de 10 horas. Por isso, a resposta é

P{ resto do tempo da vida da lampada > 5} =1 — F(5) = ¢~ = ¢~ 1/2,
Se a distribuigdo nao é exponencial, a probabilidade desejada é

1— F(t+5)

P{ tempo devida >1+5 | tempo davida >} = =52

onde t é o tempo de funcionamento da lampada antes da pessoa entrar na sala. Por isso, para calcular esta
probabilidade junto com a informagao sobre a distribuicao do tempo de vida da lampada, nds vamos precisar
saber quanto tempo a lampada foi usada. [J

Seja X uma varidvel continua com funcao de distribui¢ao (distribuigdo acumulada) F' e densidade f. A taxa de
falha, denotada por r(t), é definida pela férmula seguinte:

r(t) = o ! (?(t). (8)

Para interpretacao, vamos supor a varidvel X é o tempo de funcionamento de um sistema. Suponha que o sistema
estava funcionando durante t horas. Queremos saber a probabilidade de que este sistema falhe durante o préximo
tempo adicional dt :

P{X e (t,t+dt),X >t} _ P{X e (t,t+dt)}  f()dt

P{X e (t,t+dt)| X >t} = P{X > 1} P{X>t} T 1-F()

= r(t)dt.

Isso significa que r(t) representa a densidade de distribui¢do condicional de tempo de vida de um sistema com a
”idade”t. Para a distribuicao exponencial, lembrando a propriedade de ”auséncia de memoria”, esperamos que a taxa
de falha de um sistema com idade t e a taxa de falha de um sistema ”recém-nascido” deveriam ser os mesmos, entao
r(t) deve ser constante. Acharemos esta constante:
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Notamos que a funcao de falha determina a fungao de distribuicao F' singularmente. Para mostrar isso, re-escrevemos
a férmula (8) do seguinte modo:

Integrando as duas partes de equacao, obtemos:

In(l1—-F(t)) = —/tr(s)ds +C=1-F(t)=¢e" cxp{— /Otr(s)ds}.

0

Colocando t = 0, logo acharemos que a constante C' é igual a zero. Assim,

Ex. 4.

Solugao.

Solugao.

Fit)=1- eXp{— /Ot r(s)ds}.

Suponha que numa caixa tem n diferentes tipos de pilhas. Suponha também que p; é a proporcao de pilhas do
tipo j na caixa. X; é o tempo de funcionamento da pilha do tipo j. Suponha que X; tem distribuicao exponencial
com média 1/);. Escolhemos ao acaso uma pilha da caixa. Qual é a distribuicao do tempo de funcionamento da
pilha escolhida?

Primeiro, notamos que as proporgoes tem que satisfazer a seguinte equacao:
n
> pi=1
j=1
Seja N uma varidvel com distribui¢do P{N = j} =p;,j =1,...,n. A varidvel N representa o nimero do tipo de
pilha escolhida. Seja f;(t) a densidade do tempo de vida da pilha do tipo j. Seja X o tempo de funcionamento
da pilha escolhida. Condicionando pelo valores da variavel IV, obtemos a seguinte formula para a densidade de
XN .
n n n
) = fn@) =D NN =5)p; =D fithp; = pidje
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[0 A distribuicao obtida neste exercicio chama-se a distribuigao hiper-exponencial. Temos que
o0 n
t) = / f(s)ds = ije*)‘jt.
t =
Logo, a fungao de risco desta distribuicao fica dada por
(1) = S Pide !
r(t) = —=———.
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. Sejam Xi,..., X, varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, seguindo distribuicao expo-
nencial com média 1/\. Prove que a soma X; + --- + X,, tem distribuicdo gama com parametros n e \,, cuja
densidade é dada por
Pt 1) = 2ot 2 )
= e MN—"—.
Xi+-4+X, (’fl — 1)'
Vamos provar este fato usando inducio matematica. E facil ver que o caso n = 1 satisfaz a equacio (9). Agora

assumimos que a densidade da soma X; + --- + X,,_1 é dada por

At)n—2
fxvgoax, () = /\e_AtEntZQ)!.

Provaremos que para a soma X; + -+ X,,_1 + X, a equacao (9) é vélida. Temos que

AS
it X1 x,(8) = / Ix, (= 8) x4 x4 ( ds—/ Ae A\ _/\SEnEQ) ds
e — At ()\t)n !
(n— 1)



Ex. 6.

Solugao.

Sejam X; e X5 duas varidveis aleatdrias independentes com as distribuigoes exponenciais com parametros \; e
A2, respectivamente. Calcule a probabilidade P{X; < X5}.

Temos que
P{X; < X5} = / P{X| < X5 | X1 = 2}\je M%dx :/ P{z < Xo}\e M%dx
0OQ . 0 N
= / e M\ e My = / Me~Citra)zge — 2L
0 0 AL+ A
|

Exercicios domésticos.

1.

Consideramos um correio com dois funciondrios. Suponha que trés pessoas A, B e C entram no correio. A ¢ B
foram as primeiras atendidas e C ficou esperando. Qual é a probabilidade de que A estard no correio quando B
e C ja foram embora se

(a) o tempo de atendimento de cada funciondrio é exatamente 10 minutos?

(b) o tempo de atendimento é igual a ¢ com a probabilidade 1/3, i =1,2,3.7

(¢) o tempo de atendimento é exponencial com média 1/u?
Qual é a distribuicao do tempo de espera da pessoa C se o tempo de atendimento dos funciondrios do correio

(a) sdo independentes e identicamente distribuidos com a distribuigdo exponencial com média 1/A?

(b) séo independentes com as distribui¢oes exponenciais com parametros A\; e Ag para os funcionérios 1 e 2,
respectivamente?

. O tempo de funcionamento de um radio tem distribuicao exponencial com média de 10 anos. O Joao comprou

o radio que j4 foi usado 10 anos. Qual é a probabilidade de que o radio funcione mais 10 anos?

Um aparelho contém duas partes - o DVD e o microfone. O tempo de vida ttil do DVD tem distribuigao
exponencial com média de 1000 horas e o tempo de vida 1til do microfone é exponencial com média de 500 horas
de uso. O aparelho falha se 0 DVD ou o microfone falhe. Qual é a probabilidade de que o sistema falhard por
causa da falha do DVD?

Sejam X7, X2 e X3 varidveis aleatérias independentes com distribuigdo exponencial com médias 1/\1, 1/Ag e
1/ A3 respectivamente. calcule:

(a) P(max{Xy, X5, X3} < z)(distribuicdo do maximo).

(b) P(min{Xy, Xs, X3} < z)(distribui¢do do minimo).

(C) E(max{Xl, XQ, Xg})

. Considere um aparelho com n componentes, cada um possuindo tempo de vida exponencial de média 1/);,

1=1,2,--- ,n . Calcule a probabilidade do componente 1 ser o primeiro a falhar entre todos os componentes.

Exercicios 18, 24(a,b) do capitulo 5 do livro [1].
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