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Posi¢cdio e orientagcdo do robd (pose). Hipéteses de trabalho;

Transformagdo de coordenadas;

Modelagem de robds com rodas
Velocidades linear e angular do robé.

Jacobiano



CINEMATICA

Cinemdtica de robds moveis = é o estudo do movimento dos robds sem considerar as
forcas que governam esse movimento:

Trata das relagdes geométricas que governam o sistema.

Um robd mével se move no seu ambiente quase sem restrigoes:
Ndo existe uma forma direta de medir a posicdo do robd no ambiente;

Para obter a posi¢cdo do robd é necessdrio um processo de integragcdo do movimento das rodas no
tempo;

O processo de integragdo envolve incertezas na estimativa da posicdo do robg;

Esse é o principal desafio da roboética movel.

Para entender o movimento de um robd mével é preciso entender as restricoes impostas
pelas rodas que podem ser holonémicas ou ndo holonémicas



POSICAO E ORIENTACAO DO ROBO

Na modelagem cinemdtica o robo mével é considerado como sendo um
corpo rigido sobre rodas se movendo em um plano horizontal.¢

O nUmero de graus de liberdade do movimento de um corpo rigido no
plano é 3:

Dois para a posi¢cdo do robd no plano;
Um para a orientagcdo do robé em torno do eixo vertical perpendicular ao plano.

Para especificar a posicdo do robd no plano sdo definidos um sistema de
referéncia global fixo no plano e um sistema de referéncia que se move
com o robd.



| HIPOTESES

O robd se movimenta sobre um plano;

Os eixos sdo perpendiculares ao chdo;

As rodas ndo apresentam escorregamento;

Os elos do rob6 sdo rigidos (ndo hd elementos flexiveis);

Mantendo constante o controle de direcdo durante um intervalo de tempo
pequeno, o robd se desloca de um ponto a outro, com um seguindo o arco
de uma circunferéncia;

O robd se comporta como um sélido rigido



| POSICKO E ORIENTACKO DO ROBD

Os eixos X, e Y, definem o 4
sistema de coordenadas global
fixo, com origem no ponto O,.

Os eixos X e Yg definem o
sistema de coordenadas do
robd (que se move com o robd),
com origem no ponto Ok.

O ponto O é escolhido de
forma arbitrdria no chassi do
robd. |




| POSICKO E ORIENTACKO DO ROBD

A posicdo do robd é definida pela
posicdo do ponto Oy no sistema
fixo de referéncia, dado pelas
coordenadas X e .

A orientacdo do robé (ou posicdo
angular) é definia como sendo o
dngulo que o eixo Xy faz com o
eixo X,, sendo dada pelo éngulo 6.




POSICAO E ORIENTACAO DO ROBO

Posicdo + orientacdo = pose.

A pose do robd, &,, no
sistema de coordenadas
global é descrita por um vetor
de 3 elementos:

& =[x, Y, 6.




TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

A relagdo entre as coordenadas de um
ponto P do robd, dadas no sistema de A
coordenadas do robd, Py, e as
coordenadas desse mesmo ponto,
dadas no sistema global, Py, é definida
pela transformac¢do de coordenadas
entre os sistemas global e do robd.




| TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

A transformacdo do sistema global de
referéncia para o sistema local do
rob6 é dada por:

Uma translagdo e uma rotacgdo;

A translacdo é definida pela posi¢do do
ponto O, (posi¢cdo do robd) no sistema global
de referéncia = Pgp = [X, Y, Ol.

A rotagdo é definida pela matriz de rotagdo:

(cos® —singd 0
R(@)=|sin@ cosd O
0 0 1




TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

A matriz de rotacdo R(6) depende
da orientagdo do robd (angulo 6). 4

A transformacdo de coordenadas é
realizada pela seguinte operagdo:

Py = Por + R(O)Py

(X, | [ x] [cos® —sing Of x|
Yo |=|Y|+|SING cosEé O}y,
1z, 0] | O 0 1 zx |




TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Como se trabalha no plano a coordenada AYO
Z ndo é importante /necessdria.
Pode-se unir em uma Unica matriz a YR
translacdo e a rotagdo da seguinte forma:
Po =A(Pog. O)Pg Xe
....... P
o ) _ ‘_6
Xq cosd —sinf X | Xg Vi — — — O\®
i Por ~
Yo |=|SINE@ Cc0SO VY| Vs | \
1 0 0 19 1 |
S T ; -

A(Por,0) = matriz homogénea.



TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Exemplo. g Vo
Considere o robd na pose da figura RS
ao lado, onde 6 = 90°.
Nesse caso a matriz de homogénea
A(Pg,90°) é dada por:
(c0s90° —sin90° x|
0 PN 0 y Y4 A
A(POR,9O ): sin90” cos90” vy R Por R
0 0 1 |
_ ‘ X
0 -1 x O, X A
AP,e.90°)={1 0 y |
0 0 1



TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

YO
A
Exemplo.
~ X
Dado um ponto P no robd, com AR
coordenadas [l, O] descritas no
sistema de referéncia local do robg,
pode-se calcular esse ponto no
sistema de referéncia global.
R Por R
P,=AP,=|1 0 y|0
0 0 1)1
] | X
X 0, X > 70
P,=|1+Yy
1




| VELOCIDADE DO ROBOD

Velocidade linear do robd descrita no
sistema local do robo:

VR — [VRXI VRy]'
Velocidade angular do robé:

=0

O vetor velocidade do robd descrita no
sistema local do robo inclui tanto a
velocidade linear como a angular:

gR = [VRX’VRy , 9]



| VELOCIDADE DO ROBOD

Velocidade linear do rob6 descrita
no sistema global de referéncia:

Vo = |_VOX’VOy

A velocidade angular do robd no
sistema de coordenadas do robd e
no sistema global é a mesma, pois
os eixos Z, e Z, s@o paralelos.

Vetor velocidade do robd descrita
no sistema global (vel. linear e
angular):

éo — [VOX’VOy’é]



VETOR VELOCIDADE DO ROBO

Observe que o vetor velocidade
do rob6 é a derivada temporal
da pose do robé:

d¢ d_x— Ve
= = =V
: dt dt Y g
_0_ _a)_




TRANSFORMACAO DE VELOCIDADE

A relacdo entre o vetor de
velocidade do robd nos sistemas
global e local é dada pela
matriz de rotacdo do robd R(0):

go = R(H)gR

V,, | [cos@ —sin@ Ofvg
Voy |=|SING cosd O v,
& | 0 0 1] &




1% ¥, 6]

TRANSFORMACAO DE VELOCIDADE

Inversamente tem-se que:

gR =R(9)_1£0
(v, | | cos@ sin@ Ofv,, |
Vey |=|—SING cosd 0| v,
o] | 0 0 1|6
Y1t \z"’
Nota-se a inversa da matriz de |
rotagcdo é dada pela sua transposta: |
0 )'( > Xo
0

R(6) ! =R(0)"



TRANSFORMACAO DE VELOCIDADE

Exemplo. A Y0

Considere o rob6 na pose da figura ’ Xq
ao lado, onde 6 = 90°.

Nesse caso a matriz de rotagdo
R(90°) é dada por:

(c0s90° —sin90° 0
y| -
R(90°)=|sin90° cos90° 0 Y
0 0 1 “
0 -1 0 > Xq
R(90°)=|1 0 O Oq X
0 0 1 !



TRANSFORMACAO DE VELOCIDADE

Y0
A
Exemplo.
. ~ X
Dado o vetor velocidade do robé [v,, AR
Vy, @] descrito no sistema de
referéncia local do robd, a
velocidade do robd no sistema global
serd dada por:
0 -1 07v,] Y|
. YR
& =R(0)&|1 0 Ofv,
0 0 1l|lo
__V — i
Y 0, X > %o

§0: Vx

4




| RESTRICOES CINEMATICAS

Restricoes holonémicas (ndo dependem das velocidades);
Restricoes ndo holonémicas dependem das velocidades e ndo sdo integraveis;
Os rob6s manipuladores com base fixa: holonémicas;

Movimento de uma roda de radio r em uma dimensdo x

A velocidade - X

x = c0;

Pode estabelecer-se uma restricdo holondmicas por integragdo

x —cl = cte h
S6 um grau de liberdade E’

Fonte: Ollero A. Robédtica. 2005.



| RESTRICOES CINEMATICAS

No espaco tridimensional: Restricdes ndo holonémicas.
Precisamos quatro coordenadas:
Ponto de contato (x,Y)

Angulo 0 entre a vertical e um radio de referéncia: quanto hd girado a
roda

Angulo ¢ de orientacdo da roda.

Roda sem escorregamento:

O ponto de contato recorre o mesmo espago sobre a borda do disco
que sobre o plano da roda

A velocidade no ponto de contato:
Paralela ao disco: —Xxsing + ycos¢ = c6

Perpendicular: xXcosp +ysing =0
Fonte: Ollero A. Robédtica. 2005. P ¢ y ¢

Restricoes ao movimento



MODELO VEICULO COM RODAS

Movimento do veiculo em um sistema de referéncia Movimento do veiculo no sistema de referéncia
global. Se desloca segundo um arco de circunferéncia local. As velocidades linear e angular:
As Ad
V=— W =—=
At At

a3
>ijl

Comprimento do arco: As = RA¢Q

_ 40

As

ol

Curvatura: y =

...continua na louca

Fonte: Ollero A. Robética. 2005.



| MODELO VEICULO COM RODAS

Calculemos o deslocamento. ¥

No sistema local: y :J._-,.i Ay

L(Ax) = —(R — Rcos(Ag)) 1 >
Ax X,

“(Ay) = Rsen(A¢)

Trasladando o deslocamento ao sistema de referencia
global:

G(Ax) = R(cos(A¢p) — 1) - cos(¢) — R(sen(Agb)) - sen(¢)
“(Ay) = R(cos(Ap) — 1) - sen(¢) + R(Sen(Aqb)) - cos(¢)

Se o intervalo de controle é suficientemente pequeno




MODELO VEICULO COM RODAS

i

Se o intervalo de controle é suficientemente pequeno termos seno e coseno
“(Ax) = R(cos(Agp) — 1) - cos(¢p) — Rsen(Ag) - sen(¢p) —

Ax = —R - A¢ - sen(¢p) = —As - sen(¢)

“(Ay) = R(cos(Ap) — 1) - sen(p) + Rsen(Ag) - cos(¢) —

Ay =R -A¢ - cos(¢p) = —As - cos(¢)

Isto pode ser expressado em forma de diferencial respeito ao tempo:

X=-—-v-seng;y =v-cosp; ¢ = w;



| MODELO JACOBIANO

Dado p: vetor com n coordenadas generalizadas

Dado q: vetor com m varidveis de atuagdo com n>m

Sejam as derivadas ao respeito ao tempo P, q

Definimos o modelo direto da seguinte forma: p = J(p)q

Podemos definir o modelo anterior em forma do Jacobiano:

p:

X

y

P

; com as coordenadas globais do ponto-guia do robd




| MODELO JACOBIANO

Relembrando: x = —v-seng; y =v-cos¢; ¢ = w;

Que pode ser expressado em forma matricial:

—seng] 0 —seng 0 . —seng 0]
p=1|cos¢p |v+|0]lw=| cos¢p O [a)] =1 cos¢p 0]gq;
0 . 11 . 0 1. L0 1.

Combinando as duas primeiras equacdoes podemos obter a seguinte
restricdo ndo holonémica: X - cos¢p +y-sengp =0

O veiculo se movimenta em cada instante segundo a diregdo de seu eixo
longitudinal de simetria: tggp = % ; a orientacdo e a posicdo ndo sdo
independentes.



MODELO JACOBIANO INVERSO

Dada a posicdo desejada p podemos calcular as varidveis de controle q

Para isso, calculamos o inverso do jacobiano... Se ndo é quadrado
precisamos calcular a pseudoinversa:

Dado o modelo direto podemos calcular o pseudoinverso:

—seng 0]
p=|cosp 0|q; » q=U®)" -J®)} " -U®"] p;
0 1.

[:)] _ —Sgnqb cogqb (i g,)




| MODELOS DOS ARRANJOS DE RODAS

r 3

Sincrona ou “synchro-drive”:

Transmissoes orientam as trés rodas simultaneamente com
velocidade angular w e se mover com velocidade linear v.

Restricdo ndo holonémica e 2 gdI

Diferencial:
Pode controlar as velocidades das rodas de forma independente.
Ve, (ddy+ e - - - - -
v= I X ~{c sen @)/ 2 —(c sen @)/ 2
_ (¥ T | (ccosg)d2 O | (ccosd)/D | Wy
o= Vi (- @ )c L - T
b b

Fonte: Ollero A. Robética. 2005.



| DIFERENCIAL 1

Radio ¢

Distdncia entre rodas b

A velocidade resultante é a media das
duas rodas:
_ vgtve (wgtwe)

V= = :
2 2

Vo = CWp; Vg = CWy;

E a velocidade angular:

Vaq—v Wa—w
= d e:C( d e);
b b

A pergunta é:

Quais serdo as velocidades angulares das
rodas para ter uma UV e W desejadas?

Combinando as equagdes anteriores:

—b.a)l —
Wg — We =~ Wg + We =

2-v

C ’




MODELO JACOBIANO DO VEICULO DIFERENCIAL

Lembrando a expressdo geral da posi¢cdo e velocidade de um veiculo ndo holonémico:

. <.

X =—v-senp;y =v-cosp; ¢ = w;
v = C (wd+we) . S€Tl§b; y =C ((1)d+(1)e) . COS¢; ¢ =C (wd;we);
Expressando em forma matricial nos leva & expressdo do jacobiano:
(—C - Sseng’ (—C - seng’ —C-seng —c-send]
2 2 2 2
C - COS C - COS C - COS C - COS
¢ | - ® |4, - ¢ ¢
2 2 2 2
—C C —C C
b b b b

|

We

|



Triciclo cldssico:
Roda da frente: orientagdo e tragcdo

—%en @ COs O {ﬂ

x —sen @ CO8 0

v | cosg cos a . o = cos @ cosqa OV
- I oo

ol (sen o)/ | 0 (sen )/ ] O | e,

i 0 1 i 0 1]

Configurag¢do Ackerman a = (tga)’l
Ndo existem expressoes explicitas da cinemdtica inversa

Integrag¢do numérica

Fonte: Ollero A. Robética. 2005.



| MODELO DO TRICICLO CONVENCIONAL

Varidveis de controle:
Orientagdo da roda dianteira: a, w,

Velocidade de giro da roda dianteira: wy

Quais sdo as varidveis de estado?

Posicdo e orientagdo do veiculo no plano

xX,y, P

Orientagdo da roda:




| MODELO DO TRICICLO CONVENCIONAL

A velocidade lineal da roda: vy = ¢ - wy

A velocidade resultante depende do dngulo da
roda:

V= TV; COSA = C* W; * COSA

O angulo de orientacdo varia de acordo com:

; C-W¢
$ =+ sena = — sena



MODELO JACOBIANOQ TRICICLO

4

Relembrando: X = —v - seng; = v - cos¢; ¢ = w;

X1 [—cosa-seng] 0] —cosa - send ()]

y| | cosa-cosg 0 | cosa-cos¢p 0o [Ve]
qb o Sena:/l Vg + ol We sena/l 1B Wy |’
N 0 1 0 1.

[X', y' q5, CZ] [vt; Wq ]



| SUMARIO

Cinemdtica é o estudo de como os robds se movem.

Cinemdtica dos robds méveis tem particularidades, pois o movimento de um robéo
quase ndo tem restricdo.

Posicdio = posi¢cdo de um ponto do roba.

Orientagdo no plano = dangulo que o eixo x do rob6 faz com o eixo x do
ambiente.

Velocidades linear e angular do roba.

Transformagdo de coordenadas = descrever pose e velocidades do robd em diferentes
sistemas de coordenadas.

Modelos cinemdticos de robos: Jacobiano = relagdo varidveis de controle e posicéo



| EXERCICIOS

Dada uma pose do robé fazer um esquema dos sistemas de coordenadas fixo e do
robd.

Dado um esquema dos sistemas fixo e do robd, qual a pose do rob6?

Dada a pose do robé em um plano, qual a transformacdo de coordenadas entre o
sistema do robd e o sistema fixo?

Dada a velocidade do robd no sistema do robd e a pose do robd, qual a velocidade
do robd no sistema fixo?

Calcular o modelo inverso do triciclo convencional. Implementar em Simulink:

-
-

- - o
Sen @ COos X l'ﬂ] _flﬁen¢ CO8 (X fIEDE? Los o !'E_E:]'lﬂ i}
J = r

cos ¢ cosa O
(sen o)/l i
0 1]

(I cos .::}2+ s:n:a (! cos ﬂ}i-l- senzu ( cos |::]|I+ sl:n.li:!
0 0 0 1]

R&

Fonte: Ollero A. Robédtica. 2005.
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