3 FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

3.1 Definicao, representacao grafica e notacao
*Funcao de 1 variavel independente:

“v= f(x) € uma funcao de 1 varidvel, ou seja, € uma
funcao de variavel dependente x, se cada valor de x
corresponde a apenas 1 valor da variavel dependente y.”

y:x2 y2+X2= 2

N %

x1




* Funcao de 2 variaveis independentes:

“Dadas 2 variaveis independentes x e y, se para cada (x,y)
corresponde apenas 1 valor de z, a variavel dependente z
é dita funcao de 2 variaveis.”

4 Exemplo:

™.
e \ Y =-759,290 + 12,771N +7,960W-
\ 0,0913N2 —0,00854W2 + 0,0152N.W

21 \ Funcao de producao de feijao em funcao
Do nitrogénio aplicado em kg/ha (N) e da

x1 AN Ldmina de irrigacao (W)

X Y =f(NW)

/ Outro exemplo: area do retangulo
y S =f(b,h)



Funcao de 3 ou mais variaveis independentes:

W = f(x,y,2)
Y = f(x1, x2, x3, ..., Xn)
Sem representacao grafica.

Exemplo:

Volume de um paralelepipedo = V =f(b, h, ¢
Vazao de um canal 2 Q =f1(S, P, n, %)



*3.2 Crescimento parcial e total de uma funcao de varias
variaveis
°z = f(x,y)

*Fixando y = variando x =2 Ax
Axz Crescimento parcial de z em relacao a x
Axz = f(x+ Ax, vy ) — f(x,y)



Az Crescimento total de z

Az = f(x+ Ax, y + Ay ) — f(x,y)

Importante: Regra Geral Az # Axz + Ayz

Az € uma aproximacao de Axz + Ayz
Sera utilizado para obter a aproximacao de erro



FIG. 5 - Efeito do periodo de molhamento foliar ¢ da temperatura na
severidade da mancha angular do fefjoeiro ( Phaveoluy valgariy) causada
por Phaeoisariopsis grisecla, na cultivar Carioca,
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Exemplo:

z=f(x,y)=Xx-y



3.3 Derivadas Parciais

az lim Axz lim f(X+AX,y) — T(X,y)
OX Mx—0 AX AX—0 AX
0 _ o Ayz o TGy +AY) - T(X, )
ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Derivacao: Mantem-se constante as demais variaveis
independentes.



Exemplo: £= f (X’ Y):Xy'l' X’ +2Y

@: y+2X € @:XJFZ
OX oy

Para entregar:

7= f(x, y):ln(ﬁj
y



*Derivadas de ordem superior

e As derivadas em relacado a x ou a y podem ser
derivadas novamente em relacao a x ou a y. Dando
origem as derivadas de 2° ordem, 3° ordem, ...

* eéex:

0°z 0 (82) . 0’z 0| oz .
= = 7" XX = = 7"yy
OX" OX\ OX oy- oy\oy

0’z ofer) . 0’z 0 (82) .
oxoy oOx\ oy OyoX oy \ OX




* Em particular, dizem-se mistas as seguintes derivadas
parciais

0’z o ez . 0’z 0 (82) .
OXoy oOX\ oy

e Estas derivadas mistas sao obtidas de formas
distintas. Porém, se satisfeitas as condicdoes de
continuidade (Teorema de Young) possuem a

propriedade:

0’z  0°z
OX0y  OYOX



Exemplo

Seja, f(X,y)=X*+3xy+2y°.

o°f o0°f o0°f o f
Calcular —-, —-, e .
oX° oy° oXoy  oyox




*3.4 Aplicacdes das derivadas parciais na economia

* Custo marginal: a qualquer nivel g de producao, é o
custo extra da producao de uma unidade extra a
mais (ou menos) de q.

* Por exemplo:
e 400 unidades = custo de 16.000

401 unidades -2 custo de 16.045
e custo marginal € 45 unidades monetarias.



* Funcao de custo para produzir dois bens: x ey
C=Q(xy)

Derivadas parciais de C = funcdes de custo marginal

oC . . N
8_: E o custo marginal com relacao a x

X
oC

8_y: E o custo marginal com relacdo ay



Exemplo

* Se a funcao de custo para produzir as quantidades x
e y de dois bens é ¢ =15 + 2x2 + xy + 5y% determinar
0s custos marginais com relacao a x e y. Se y é
mantido constante em 6 e x = 3, a producao de uma
unidade adicional de x acrescenta quantas unidades
monetarias no custo total? Se x € mantido constante
em 3 e y =6, a producao de uma unidade adicional
de y acrescenta quantas unidades monetarias ao
custo total?



Funcao de Producao: € a relacao técnica que indica a
guantidade de produto capaz de ser obtida com todo
e qualquer conjunto de fatores especificos (ou fatores
de producdo). E definida para um determinado estado
de conhecimento técnico. Normalmente empiricas
obtidas por regressao.

Funcao de producao =2 z=f(x, y)

z = quantidade do produto z

X = quantidade utilizada do fator de producao x
vy = quantidade utilizada do fator de producao y



0z produtividade marginal de x ou o produto marginal
&_ de x.

oz produtividade marginal de y ou o produto marginal

@: dey.

Observe que representa aproximadamente a taxa
de aumento do produto total quando este insumo
aumenta, supondo-se que a quantidade do outro
insumo é mantida constante.




Exemplo:

Considere a funcdo de produc3o f (x, y) = 60 x3/4 y/4 que
fornece o numero de unidades de mercadorias
produzidas quando se utilizam x unidades de trabalho e
y unidades de capital.

a) Calcular o aumento do numero de mercadorias
guando se aumenta 1 unidade de trabalho e quando
se aumenta 1 de capital parax=81ey=16

b) Produtividade marginal de trabalho e de capital para
X=8ley=16



Exemplo: Considere a funcao de producao para a
producao de feijao de Frizzone (1986), calcule os
produtos fisicos marginais da agua e do nitrogénio para
a seguintes situacao:

agua (105 mm; 30 kg/ha)

vy (kg feijao por ha) = -759,290 + 12,771N + 7,960W —
0,0913N? —0,00854W? + 0,0152N.W



Exemplo: Considere a funcao de producao para a
producao de feijao de Frizzone (1986), calcule os
produtos fisicos marginais para as seguintes situacoes:

a) dagua (105 mm; 30 kg/ha)
b) agua (420 mm; 30 kg/ha)
c) dagua (105 mm; 60 kg/ha)
d) nitrogénio (105 mm; 30 kg/ha)
e) nitrogénio (105 mm; 60 kg/ha)

vy (kg feijao por ha) = -759,290 + 12,771N + 7,960W —
0,0913N? —0,00854W? + 0,0152N.W



3.5 Diferencial total
. sejaz =f(x, y) seuincremento total é:

Az = f(X+AX, Y+Ay)— f(X,V)

Sendo AX e AY pequenos mas ainda longe de zero
*A\z foi visto que representa a aproximacao de Axz + Ayz

8zzsz — AXZz@-Ax
OX  AX OX
0z Ay = AyZz@-Ay

oy Ay oy



*A diferencial total de uma funcao z = f (x, y), pode ser
obtida, aproximadamente, pela expressao:

Az~dz=gAx+@Ay

OX oy

*Temos AX ~dx e AYxdy

dz:gdx+gdy

OX oy



Exemplo
Calcular o incremento total e a diferencial total
da funcao z = x.y no ponto (2; 3),se Dx=0,1 e Dy =0, 2.

AXAY




* A diferencial total como uma estimativa de erro

*“Assim como a diferencial fornece uma estimativa do
erro de funcoes de 1 variavel, a diferencial total fornecera
uma estimativa do erro de funcoes de varias variaveis.”

*Se z=f(x,y) ese comete um erro AX na medicdo de x
e um erro Ay na medicdo dey

O erro consequente em z serd AZ , que podera ser
aproximado por dz.



Neste exemplo:

O erro real é

Ay / AXAy

AZ = XAY + YAX + AXAY A

E o erro aproximado é

dz=XAy + YAX




*Obs1: Erro absoluto maximo | dz |

Sejaz=1z(x,y, W, ..

dz =

Oz
ot

dx+—dy+—dz+...+—dt.

Pode ocorrer valores negativos e positivos 2 mddulo

dz|=

@
OX

. 1)
0Z 0Z 0Z
OX oy OW
dx| + z dy| Z
oy OW

dz|+---+

o
ot

dt



*Obs2: Erro relativo maximo

|dz|

Erro relativo maximo (%) = ek 100

Exemplo: Calcular o erro maximo absoluto e o erro
relativo maximo no calculo do volume de um cilindro cujo
diametro medido é 6,32cm £ 0,20cm e altura é 13,46cm

+0,30cm .



*Obs3: Erro absoluto maximo € utilizado na matematica.
Na fisica utiliza-se o erro absoluto (nao o maximo) ou erro
absoluto possivel.

*err0 abs = \/(Z—i)z (dx)? + (g_;)z (dy)? + -+ (%)2 (dt)?

erro abs

Erro relativo = = .100

No exemplo anterior:
erro abs = 28,33 cm3 e erro relativo = 6,71 cm?3



*3.6 Derivada de uma funcao composta (derivada total)
*3.6.1 Funcdes compostas de uma variavel independente

*A) Funcao de 1 varidvel, composta de 1 varidvel
independente

u=uw) e v=v(t) - u=u(t)

du_du dv
dt dv dt

Derivada ja conhecida:



B) funcdo de varias variaveis, composta de 1 varidvel
independente

(x = x(t)

w=f(x,y,z) e {y=y({t)—> w=w()
Zz = z(t)




B) funcdo de varias variaveis, composta de 1 varidvel
independente

(x = x(t)
w=f(x,y,z) e {y=y({t)—> w=w()
Zz = z(t)

Derivada total de w em funcao t, através das variaveis
intermediarias x, y e z.



B) funcdo de varias variaveis, composta de 1 varidvel
independente

(x = x(t)
w=f(x,y,z) e {y=y({t)—> w=w()
Zz = z(t)

Derivada total de w em funcao t, através das variaveis
intermediarias x, y e z.

dw_owdx owdy owdz
dt ox dt. oy dt oz dt
b AN

Parcial pois w é funcao Derivada de x, pois x é
de 3 variaveis funcdo somente de t




e 3.6.2 Funcbes compostas de varias variaveis
independentes

(x = x(r,s,t)
w= f(x,y,z) e y=vy(,s,t)> w=w(,s,t)
z = z(r,s,t)




OW _ OW OX 8W8y OW OZ

o ox 8r oy 8r oz or



Exemplo: Em um dado instante, o comprimento de
um cateto de um triangulo é de 10 cm e cresce a uma
taxa de 1lcm/minuto. Enquanto isso o comprimento
do outro cateto € de 12 cmm e decresce a uma taxa de
2cm/minuto. Encontre a taxa de variacdo da medida
do angulo oposto ao cateto de 12 cm de
comprimento no instante dado.

y=10cm P 1lcm/minuto

X=12cm 4 2 cm/minuto



3.7 Derivacao de funcdes implicitas

*3.7.1 Equacao e funcoes implicitas

0L OZ

Seja z =z(x,y); deseja-se — e — de uma expressao

oX oy

em que z nao esteja explicitado.



3.7 Derivacao de funcdes implicitas

*3.7.1 Equacao e funcoes implicitas

0L OZ

Seja z =z(x,y); deseja-se — e — de uma expressao

oX oy

em que z nao esteja explicitado.

oF
oz ax
ox oF

oz



3.7 Derivacao de funcdes implicitas

*3.7.1 Equacao e funcoes implicitas

0L OZ

Seja z =z(x,y); deseja-se — e — de uma expressao

oX oy

em que z nao esteja explicitado.

oF oF
oz  ox oz oy

x OF gy OF
O7 0Z




0z

Exemplol: Dado x.y.z-1=0, Achar—
OX

2 2 2

Exemplo2: ﬁJrE"'E—l:O AChara—)Z( e oz

Exemplo3: 22+ 4 x?+5y>-12xy=0 Achar@
OX



*3.8 Maximos e Minimos nao condicionados

*Definicoes

(
possui maximo relativoemx=a ey=>b
se: z(a,b) > z(x,y) vizinhos proximo

z=12(x,y) -




*Condicao necessaria (mas nao suficiente) para existéncia
de pontos extremos (maximo e minimo) de funcoes de 2
ou + variaveis

*Teste da 1° derivada: possivel ponto extremo

*Seja z = z(x,y), para que o par (a,b) seja extremo é
necessario:

OZ OZ
&(a,b)_o e g(a,b)_O



*Condicao de suficiéncia para funcdes de 2 ou + variaveis
*Teste da 2° derivada

*Seja o ponto (a, b) da funcdo z(x, y) tal que o ponto (a,b)
seja um extremo, isto é

of of
&(a,b)_O e g(a,b):O .

*Existem 4 possiveis conclusoes:



Caso 1) f (x, y) tem um maximo, se

82
82

(a,b)-

2

2
ax‘; (a,b) <0

(a, b) -

o f
OXoy

(a,b)




Caso 2) f (x, y) tem um minimo, se

o° f o° f o f
8X2 (a1 b) ayg (a1 b)_ 6X8y (a1b) >0
2
e ot (a,b) >0

OX*




Caso 3) f (x, y) ndao possui maximo nem minimo,
Chamado de ponto de sela ou minimax, se

2 ¢ 52 f 2 ¢ BE
ot > , a—(a b) <0
OX y | OXoy




Caso 4) f (x, y) nao apresenta nenhuma conclusao
possivel. E necessario estudo mais detalhado na
vizinhanca do ponto.

2 2 2
O @b)- 2l (@b)-|
OX oy | OXoy

(a,b)| =0




o° f
OXoy

2 2
T an. 4
OX oy

2
OBS: A express3o (a,b) { (a, b)}

pode ser disposta em forma de matriz quadrada (2x2)

chamada de Hessiano da funcao z=z(x,y) aplicado ao par
(a,b):

o° f o° f

o P (a,b) ﬁ(a’b)
o° f o° f
%(a,b) oy (a,b)




Exemplos: Determinar os pontos de maximo e minimo se
0S mesmos existirem

A) z=x2—xy+y?+3x-2y+1

B) z=6x—4y-x? -2y?

C) z=x3+y2-6x2+y-1



Utilizando a funcao de producao:

Y (kg feijao por ha) = -759,290 + 12,771N + 7,960W -
0,0913N? -0,00854W? + 0,0152N.W

E considerando: preco do feijdo = RS 1,00/kg;
preco da agua = RS 0,02/m3
preco do N = RS 0,40/kg

Pede-se: Calcular a combinacdao de agua e N que
maximizam a producao. E calcular a combinacao de agua
e N que maximizam o lucro.



*3.9 Maximos e Minimos Condicionados

*Problemas de otimizacdo —=2> Maximizar

- Minimizar

Funcao objetivo sujeita a certas condicdes de restricao
sobre as variaveis envolvidas.

Estas restricoes podem ser estabelecidas como
igualdades ou desigualdades.



Exemplo: De todos os paralelepipedos retangulos de
volume dado, qual é aquele que possui area total
minima?




*Meétodo dos multiplicadores de Lagrange

*Condicao necessaria para funcdes de 2 ou + variaveis
*Dada z=f(x,y) e uma restricao g(x,y)=0 define-se

* F=1(x,y) —l.g(xy)

*E um ponto podera ser de maximo ou minimo se:

oF oF oF
—(a,b)=0 e —(a,b)=0 e —(a,b)=0
ax( ) (a,b) 6/1( )

oy



*Condicao de suficiéncia para uso dos multiplicadores de
Lagrange

(H < o teste e a funcao deve ser examinado ns vizinhangcasdex =aey = b

maximo em x = q, y = b, se |

entio A \Jyx?

H>0 A«

minimoemx = q, y = b, se |




Exemplo: De todos os paralelepipedos retangulos de
volume dado, qual é aquele que possui area total
minima? Utilizar multiplicador de Lagrange




*Multiplicadores de Lagrange com varias variaveis e varias
restricoes

*Dada w=f(x,y,z) e | g(x,y)=0
h(x,y,2)=0

edefine-se F =f(x,y,z) —11.g(x,y) - —12.h(x,y,z)
*E um ponto podera ser de maximo ou minimo se:

T @be)=0; T (abc)=0; L (ab,c)=0
OX oy 0z

a—F(a,b,c) =0; a—F(a,b,c:) =0
04l 02



Exemplo: Use o método dos multiplicadores de Lagrange
para encontrar um possivel extremo da funcao

W =1f(x,y) =xz +yz

Sujeita as restricoes:
X2 +22 =2

vz =2



*Uso das condicoes de Kuhn-Tucker para restricoes de
desigualdade (2 ou + variaveis)

*Dada z=f(x,y) e uma restricao g(x,y)£0
*Define-se F = f(x,y) — |.g(x,y)
*E um ponto podera f(a,b) ser de maximo ou minimo se:
A1 20; ﬁ(a,b) =0, f(a,b) =0
0z oy

oF
—(a,b)=0:; X,y)<0
a/z( ) g(x,y)



Exemplo: Achar o retangulo de area maxima tal que
b+h<=4



