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CAPITULO 1 - REVISAO DE TOPICOS DE CALCULO

- DERIVADAS
1.1 Os dois problemas basicos do calculo 2 y = f(x)
Tangentes - calculo
diferencial, isto €, calcular o
coeficiente angular da reta | Vot

tangente ao grafico num
ponto dado P;

Areas = cdlculo integral, isto

e, calcular a area debaixo do
grafico, entre os pontos x =a
e x=b.



1.2 O problema da tangente

* Conceito: “é a reta que toca um ponto, mas
nao a intercepta”



* Definicao de FERMAT (1630): “a reta tangente
é a posicao limite da secante variavel quando
Q desliza na curva em direcao a P”
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1.3 Calculo do coeficiente angular da tangente
(inclina¢ao)

y=f(x)=x°
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Coeficiente angular da tangente:

* O coeficiente angular m da tangente é o valor limite
aproximado pelo coeficiente angular m_,. da secante:

m, =limm__ = lim 21—
J Q—-P X1 = Xo Xl_XO




Formas de calculo:

* Fatoracao:
e Para y=f(x)=x> achar m,, para (xo,y0)

m = Y1_y0 _
sec o
X — Xo




Formas de calculo:

e Fatoracao: contrai para monomios
* Para y=Tf(x)=x" achar my, para (xo,yo)

2 2
— X, — X
Mm :yl yO: 1 0:

> X — Xo X — Xo




Formas de calculo:

* Fatoracao:
* Para y=Tf(x)=x" achar my, para (xo,yo)

m = Yi— Yo _ X12_X§ :(Xlx\xo) (X1+XO) _
- X = Xo X = Xo Xl\’\xo




Formas de calculo:

* Fatoracao:

* Para y=Tf(x)=x" achar my, para (xo,yo)

m

Sec

Y1 — Yo _

Xt

X12 B Xg _ (Xlx\xo) (Xl T Xo)
X = Xo Xl\’\xo

= X+ X,




Formas de calculo:

* Fatoracao:
* Para y=Tf(x)=x" achar my, para (xo,yo)

2 2
m :yl_yo:Xl_XOZ(XlX\XO)(Xl_l_XO):X_I_X
> X1 o Xo X1 o Xo Xl\’\xo 1 :

m=lim 21— Yo .

Xl_)XO Xl - XO




Formas de calculo:

* Fatoracao:
* Para y=Tf(x)=x" achar my, para (xo,yo)

Yi— Yo _ X12 _Xg _ (Xlx\xo) (X1+Xo)

msec — o — X1+X0
m=lim 270 = Jim (x, + %)=
X{ —>Xg Xl _XO X{ —>Xg




Formas de calculo:

* Fatoracao:
* Para y=Tf(x)=x" achar my, para (xo,yo)

Yi— Yo _ X12 _Xg _ (Xlx\xo) (X1+XO)

msec — o :X1+X0
X — Xg X1 = X X =X
m=lim 270 = Jim (x, + x,)=2x,

X1 —>Xp X]_ — XO X1 —=>Xp




Formas de calculo:

* Notacao A: expande para polindbmios
AX=X =Xy =2 X =X,+AX

Para Y= f(x)=x"

X=X (X +AX)E—Xg

m
X = X AX




* Expandindo o primeiro termo do numerador e
simplificando o resultado, tem-se:

(X, + AX)? — X,° :>< +2%, AX +(AX)? —Xf _

=2X, AX + (AX)® = AX(2X, + AX)

= AX(2X, + AX)




e Assim

— AX (2%, +AX) 2%+ AX
AX

* Sendo x,— x, equivalentea Ax -0

m = AlimO(ZXO + AX) = 2X,



1

e EXEMPLO: Dada a funcao y=7

, calcular o

coeficiente angular da tg no ponto (x,, y,) por:

e fatoracao
* notacao A
* achar a equacgao da reta tg para x, = 2.

sendo:y — Yy, = mo(x— X, )



e 1.4 A derivada

Definicao

Dada uma funcao f (x) qualquer, sua derivada f’(x) é a
nova funcao cujo valor num ponto x é definida pela
equacao:

£1(x) = lim f (X+AX)— f(X)
AX—0 AX



A derivada f’(x) pode ser visualizada da maneira
sugerida na Figura, na qual f (x) é a altura variavel de
um ponto P se movendo ao longo da curva e f'(x) é a
declividade variavel da reta tangente em P.

y)\

.-~ Declive= f'(x)

F(x)

\4




Notacao
* flx)=y

d
* A notagao criada por Leibniz f'(x) = lim iy dy
Ax—0 AX X

¢ F(X) = df(x)




* Derivadas de ordem superior:

1° ordem f'(x) f! y' d—y d 1(x)
dx dx
2 2
2° ordem "’ (x) f y”’ d y d”f (X)
dx? dx?
d"y d" f(x)
(n) (n) (n)
n ordem Fin)(x) f y dx" dx”




1.4.3 Algumas regras de derivacao

A derivada de uma constante é zero ic -0

Se n é um inteiro positivo, entao

d _
ixr‘znx”‘1 —(cx)" =cnx™*!
dx

il 2
d(Jx) M R

Exemplo: = =— X2 =——
P dx dx 2 2%




e Se ¢ éuma constantee w =f(x) é uma funcao
derivavel de x, entao

d dw d
—(cw) =c— — X =
dx( ) dx dxCX ‘

e Regradasoma:se u=f(x) e v=g(x) saofuncoes
de x, entao

d du dv d du dv dw
—(U+Vv)=—+ —U+V+wW) =—+—+
dx dx dx dx dx




* Regra do produto: sejam u e v funcdes derivaveis
de x, entao

d dv  du
—(UV):U—+V— i(UVW)ZVW%-FUW@-FUVd—\N
d d X dx dx dx

 Regra do quociente: sejam u e v funcoes derivaveis
de x, entao

vdu—udv |  em todos os valores de x
d (uj: dx dx _vu'-uv

v e 7 2 onde v#0



 Regra da cadeia: seja y uma funcao de u, onde u, por
sua vez, € uma funcao de x, istoé y=f(u), onde u =

g(x).

A correspondente funcao composta é a funcao = f
(g(x)), obtida substituindo-se u = g(x) emy =f (u) A
derivada %e obtida por:

dy dy du

dx du dx







° d(uv) .
dx

uv - (v’-lnu+v -%u’)

sendou(x) e v=v(x)



 Observacgao: derivagao implicita

Consiste em derivar toda a expressao sem antes colocar
a variavel dependente y em evidencia. E util quando for
trabalhoso ou impossivel colocar y em evidencia como

se fosse uma funcao u(x) qualquer.

* Exemplo: x4+ y% = a®

2x + 2y3—§=0 - Zyd—yz—Zx



1.5 Algumas aplica¢coes de derivadas

 1.5.1 Taxas de variacao relacionadas

Utiliza a regra da cadeia

Problemas que vamos considerar a seguir estao
baseados em que, se duas quantidades variaveis estao
relacionadas entre si, entao suas taxas de variacao
também estarao.



Exemplo: Um reservatério em forma de cone com vértice para
baixo mede 12 m de altura e tem no topo um diametro de 12 m.
Bombeia-se dgua a taxa de 4 m3.min!. Encontre a taxa com que
o nivel da agua sobe:

 quando a agua tem 2 m de profundidade; e
* guando a agua tem 8 m de profundidade.

ﬁ 4 m3 I‘T‘]ir‘]_1
B

12m




1.5.2 Descrevendo graficos de fungoes

Funcoes crescentes e decrescentes

Para esbocarmos o grafico de uma funcao, é
importante conhecermos os intervalos em que ela é
crescente e aqueles em que ela é decrescente.

O sinal da derivada nos da essa informacao: uma
funcao f (x):

crescente nos intervalos em que f’(x) >0

decrescente nos intervalos em que f’(x) <0



Pontos criticos

f'(x) >0

crescente

f'(x)=0

decrescent €} crescente crescente




* Concavidade e pontos de inflexao (2° derivada)

* flx,)) > 0 =2 f (x) é cbncava para cima (ou
simplesmente concava)

 f”(x)<0—2> f(x)ecOncava para baixo (ou convexa).

y A

Ponto de inflexdao (f” = 0)

convexo
f'(x) <0

f''(x)>0 P
concavo para
cima

Y



Exemplo 1.8

Analise o grafico do polinbmio

Y,

f(x)=2x>-3x"-12x+12

(1, 6)

(2.2)

(3! - 2)

< vy



Condicao nas derivadas Descricao de f (x) Grafico de y(x) na

vizinhanga de x = x,

1 f'(x,) >0 f (x) crescente
" (x,) >0 f (x) cOncava

2 f'(x,) >0 f (X) crescente /

f”(x,) <0 f (x) convexa

3 F(x,) < O f (x) decrescente \.._

f”(x,) >0 f (x) cOncava

0

4 f'(x,) <0 f (x) decrescente
" (x,) <0 f (x) convexa

JI
1
|
L
XO
1
i
1
L
XO
|
[}
L
X
1
BN
[}
L
XO



 1.5.3 Problemas de Otimizacao

* Busca valores maximo ou minimo de funcoes.

-~

Maximizar a vantagem
e Otimizar a funcao objetivod

Minimizar a desvantagem

N~—



O procedimento consiste em achar o ponto critico

(f’(x) = 0). Obter em seguida a segunda derivada
(f”(x)). Sendo:

Se f”(x) >0 concavidade para cima
indicando ponto de minimo

Se f”(x) <0 concavidade para baixo
indicando ponto de maximo /\
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