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Introdução

Aplicações
Conceito de Sistema e seus elementos
Variáveis de estado, entradas e saídas
Variáveis de fluxo e esforço
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Aplicações

Figura : Setor aeroespacial
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Aplicações

Figura : Instrumentação
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Aplicações

Figura : Automação
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Conceito de Sistema e seus elementos

Figura : Bicicleta e ciclista
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Conceito de Sistema e seus elementos

Figura : Bicicleta: sistema, subsistemas e elementos
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Variáveis de estado, entradas e saídas

Figura : Bicicleta: variáveis de estado
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Variáveis de fluxo e de esforço

Variáveis de fluxo Variáveis de esforço

velocidade força
intensidade de corrente tensão elétrica

vazão pressão
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Modelagem

Elementos, variáveis e equações constitutivas
Elementos estáticos e dinâmicos
Comportamento linear e não-linear
Interpolação e extrapolação
Interpolação linear (M.M.Q.)
Equações Diferenciais de ordem n (0,1,2,...)
Parâmetros concentrados e distribuídos
Modelagem de sistemas mecânicos
Exemplos
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Elementos, variáveis e equações constitutivas

Mola

F = k(x2 − x1)

F

F

x2

x1

rigidez k

força F

deslocamentos x2, x1

k

Figura : Elemento mecânico: mola
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Elementos, variáveis e equações constitutivas

Amortecedor

F = c (ẋ2 − ẋ1)

F

F

ẋ2

ẋ1

amortecimento c

força F

velocidades ẋ2, ẋ1

c

coeficiente de

Figura : Elemento mecânico: amortecedor
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Elementos, variáveis e equações constitutivas

Inércia

F2 − F1 = mẍ

F2

F1

ẍ

massa m

forças F1, F2

aceleração ẍ

m

Figura : Elemento mecânico: inércia
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Elementos estáticos e dinâmicos

Elementos estáticos Elementos dinâmicos

mola inércia
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Elementos transformadores

Figura : Exemplos de elementos transformadores mecânicos
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Figura : Sistema eletromecânico [1]
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Equação constitutiva e sua linearidade

Figura : Experimento para determinação da rigidez de uma mola [1]
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Interpolação Linear: método dos mínimos quadrados [2]

N + Q x1 = y1
N + Q x2 = y2

...
N + Q xm = ym

Amx2 w2x1 = ymx1 m > 2
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Interpolação Linear: método dos mínimos quadrados [2]

(
ATA

)
ŵ = ATy ŵ =

[
N
Q

]

(
ATA

)
=


m

m∑
i=1

xi

m∑
i=1

xi

m∑
i=1

x2
i

 ATy =



m∑
i=1

yi

m∑
i=1

xiyi





Introdução Modelagem Sist. de 2a. ordem Sist. 1a. ordem Espaço de estados Linearização do modelo

Equação diferencial ordinária de ordem n

a0
dny
dtn + a1

dn−1y
dtn−1 + . . .+ an−1

dy
dt

+ an y = u(t)
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Parâmetros concentrados e distribuídos

Inércia

Flexibilidade
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Parâmetros concentrados e distribuídos

Sistemas contínuos: equação da linha elástica

M (x) = −E I (x)
d 2y
dx 2

Sistemas contínuos: vibração transversal

EI
∂4y
∂x4 + ρA

∂2y
∂t2 = 0

Figura : Viga bi-apoiada: eixos x e y
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Parâmetros concentrados e distribuídos [3]

Figura : Viga engastada: deflexão máxima e 1a. frequência natural
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Parâmetros concentrados e distribuídos

Viga engastada: equações de momento e linha elástica

M(x) = P(x − `) y(x) = a0x3 + a1x2 + a2x + a3

condições de contorno

y(x = 0) = 0
dy
dx

(0) = 0
d 2y
dx 2 (0) =

P`
EI

d 2y
dx 2 (`) = 0

coeficientes do polinômio

a3 = 0 a2 = 0 a1 =
P`
2EI

a0 = − P
6EI

y(x) =
P
EI

(−1
6

x3 +
`

2
x2
)

y(`) =
P`3

3EI
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Parâmetros concentrados e distribuídos [3]

Figura : Viga bi-apoiada: deflexão máxima e 1a. frequência natural
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Parâmetros concentrados e distribuídos

Viga bi-apoiada: equações de momento e linha elástica

M(x) =
P
2

x y(x) = a0x3 + a1x2 + a2x + a3

condições de contorno

y(x = 0) = 0
dy
dx

(
`

2
) = 0

d 2y
dx 2 (0) = 0

d 2y
dx 2 (

`

2
) =

P`
4EI

coeficientes do polinômio

a0 = − P
12EI

a1 = 0 a2 =
P`2

16EI
a3 = 0

y(x) =
P
4EI

(
−1
3
x3 +

`2

4
x
)

y(`/2) =
P`3

48EI
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Parâmetros concentrados e distribuídos

Figura : Modelo por MEF: (a) malha; (b) tensões [4]
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Parâmetros concentrados e distribuídos

Figura : Sistemas multicorpos: molas de tração/compressão
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Parâmetros concentrados e distribuídos

Figura : Sistemas multicorpos: mola de torção
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Parâmetros concentrados e distribuídos

Figura : Comparação entre modelos físicos, [5]
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Parâmetros concentrados e distribuídos [6]

Sistemas multicorpos: análise da flexibilidade

F = [K ]∆x [K ] = [J]T [χ][J]

[χ] =


k1 0 . . . 0
0 k2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . kn


∆` = [J] ∆x
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Parâmetros concentrados e distribuídos

F

ℓ1 ℓ2

P

A B
F1 F2

q1

q2

Y

X

Figura : Exemplo: mecanismo PRRRP
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Modelagem de sistemas mecânicos

Newton-Euler ∑
Fk = mk aGk k = 1, ...,N∑
MGk

k = [Ik ] ω̇k + ωk × [Ik ]ωk

Lagrange

d
dt
∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= Qi i = 1, ..., n

L =
N∑

k=1

(Tk − Vk)
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Modelagem de sistemas mecânicos

m

x(t)

k F (t)

Figura : Sistema mecânico de 1 gdL
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Modelagem de sistemas mecânicos

Newton-Euler
mẍ = F − kx

m ẍ + k x = F (t)

Lagrange

T =
1
2
m ẋ2 V =

1
2
k x2

d
dt
∂(T − V )

∂ẋ
− ∂(T − V )

∂x
= FT ∂x

∂x
m ẍ + k x = F (t)
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Sistemas de 2a. ordem

Sistema mecânico 1gdL: massa-mola-amortecedor (degrau de
força-peso)
Sistema mecânico 1gdL: massa-mola-amortecedor (função
impulso)
Sistema mecânico 2gdL: 2 massas, modos de vibração
Sistema mecânico 2gdL: Suspensão veicular, 1/4 de carro
(degrau da pista)
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Sistemas de 2a. ordem

m

k c

x

g

Figura : Sistema mecânico de 1 gdL
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Sistemas de 2a. ordem

m

k c

x

Figura : Função Impulso (entrada), sistema no plano horizontal
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Sistemas de 2a. ordem

m

x

m
k k k

y

Figura : Sistema de 2 gdL
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Sistemas de 2a. ordem, 2 gdL

condições iniciais: x(0) = −δ = −y(0) e ẋ(0) = ẏ = 0
z(t) = y(t)− x(t)

Solução: z(t) = Asen(ωnt + φ)

A = 2δ, φ = π/2, ωn =
√

3k/m

y(t) = z(t)/2, x(t) = −z(t)/2
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Sistemas de 2a. ordem, 2 gdL

condições iniciais: x(0) = δ = y(0) e ẋ(0) = ẏ = 0
z(t) = y(t)− x(t)

Solução: z(t) = 0, x(t) = y(t) = Asen(ωnt + φ)

A = δ, φ = π/2, ωn =
√

k/m
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Sistema de 2a. ordem, 2gdL

m

k c

xx

y

δ

v

Figura : Sistema mecânico: suspensão veicular, 1/4 de carro
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Modelo: Pêndulo invertido

g θ

ℓ

M

m, Jh

I

J

O

i

j

F

Mt

L
Gh

Gb

Figura : Pêndulo invertido
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Modelo: Pêndulo invertido

T = Tbloco + Thaste =
1
2
Mv2

b +
1
2
mv2

h +
1
2

Jh ωh
2

vb = ˙̀ I vh = ˙̀ I− L θ̇ i ωh = θ̇k

v2
b = ˙̀2 v2

h = ˙̀2 + L 2 θ̇ 2 − (2L cos θ) ˙̀θ̇ ωh
2 = θ̇ 2

T =
˙̀2

2
(M + m) +

θ̇ 2

2
(mL2 + Jh) + ˙̀θ̇(−mL cos θ)
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Modelo: Pêndulo invertido

V = mg L cos θ

Q1 = FT ∂rb
∂`

= F Q2 = Mt
T ∂θk
∂θ

= Mt
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Modelo: Pêndulo invertido

∂(T − V )

∂ ˙̀
= ˙̀(M + m)− θ̇ cos θ(mL)

∂(T − V )

∂`
= 0

∂(T − V )

∂θ̇
= θ̇ (mL2 + Jh)− ˙̀mL cos θ

∂(T − V )

∂θ
= mLsenθ ( ˙̀ θ̇ + g)
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Modelo: Pêndulo invertido

1a. equação

(M + m) ῭− (mL cos θ) θ̈ + mLsenθ θ̇2 = F

2a. equação

(−mL cos θ) ῭+ (mL2 + Jh) θ̈ −mgL senθ = Mt
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Modelo: Pêndulo invertido

[
M + m −mL cos θ
−mL cos θ mL2 + Jh

] [
῭

θ̈

]
=

[
F −mLsenθ θ̇2

Mt + mLsenθ g

]
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Sistemas de 1a. ordem

Circuito RC, Medidor de temperatura
Obtenção das equações diferenciais
Parâmetro constante de tempo
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Sistemas de 1a. ordem

Figura : Circuito RC [1]
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Sistemas de 1a. ordem

Figura : Termopar: transdutor de temperatura
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Sistemas de 1a. ordem: resposta à função degrau

Vs(t) = V (1− e−
t
τ )

τ = RC Ve(t) = V = constante Vs(0) = 0

T (t) = T0 + (Tf − T0) (1− e−
t
τ )

τ =
mc
hA

Tf = constante T0 = T (0)
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Sistemas de 1a. ordem: resposta à função degrau

Figura : Sistemas de 1a. ordem: resposta à função degrau [1]
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Representação na forma de Espaço de Estados

Exemplos e solução
Autovalores e autovetores
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Representação na forma de Espaço de Estados [7]

ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t) + D u(t)
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Representação na forma de Espaço de Estados [7]

ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

x(t) = eAtx(0) +

∫ t

0
eA(t−T ) B u(T ) dT
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Representação na forma de Espaço de Estados [2]

ex = 1 + x +
1
2!

x2 +
1
3!

x3 + . . .

eAt = I + (At) +
1
2!

(At)2 +
1
3!

(At)3 + . . .

A = S Λ S−1
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Representação na forma de Espaço de Estados [2]

Autovalores

Λ =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn


Autovetores

S =
[

s1 s2 . . . sn
]



Introdução Modelagem Sist. de 2a. ordem Sist. 1a. ordem Espaço de estados Linearização do modelo

Representação na forma de Espaço de Estados [2]

eAt = I + (A) t +
1
2!

(A2) t2 +
1
3!

(A3) t3 + . . .

A2 = S Λ S−1S Λ S−1 = S Λ2 S−1

A3 = S Λ3 S−1
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Representação na forma de Espaço de Estados [2]

eAt = I + (S Λ S−1) t +
1
2!

(S Λ2 S−1) t2 +
1
3!

(S Λ3 S−1) t3 + . . .

S−1 eAt S = S−1 I S + ( Λ ) t +
1
2!

(Λ2 ) t2 +
1
3!

(Λ3) t3 + . . .

S−1 eAt S = I + ( Λ ) t +
1
2!

(Λ2 ) t2 +
1
3!

(Λ3) t3 + . . . = eΛt

eAt = S eΛt S−1
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Representação na forma de Espaço de Estados [2]

ẋ(t) = A x(t)

xh (t) = eAtx(0) = S eΛt S−1 x(0) = S eΛt c

xh (t) = s1 eλ1t c1 + s2 eλ2t c2 + . . .+ sn eλnt cn
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Linearização do modelo

Modelo dinâmico Não-Linear

ẋ = f(x,u)

Aproximação Linear de f(x,u) em (xe ,ue)

f(x,u) ≈ f(xe ,ue) +
∂f(xe ,ue)

∂x
(x− xe) +

∂f(xe ,ue)

∂u
(u− ue)
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Linearização

Ponto (estado) de Equilíbrio: xe ,ue

f(xe ,ue) = 0

Modelo dinâmico Linearizado

ẋ =
∂f(xe ,ue)

∂x
(x− xe) +

∂f(xe ,ue)

∂u
(u− ue)

ẋ = A (x− xe) + B (u− ue)
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Modelo: Presa-Predador

Modelo
ẋ = f (x , y) = x − xy
ẏ = g(x , y) = xy − y

sendo x número de presas (coelhos) e y número de
predadores (raposas)
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Modelo: Presa-Predador

Ponto de equilíbrio

ẋ = f (xe , ye) = 0
ẏ = g(xe , ye) = 0

Equações
xe − xeye = 0
xeye − ye = 0
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Modelo: Presa-Predador

Equações
xe (1− ye) = 0
(xe − 1) ye = 0

2 pontos de equilíbrio

(xe , ye) = (0, 0)
e

(xe , ye) = (1, 1)
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Modelo: Presa-Predador

Aproximação de f (x , y)

∂f
∂x (xe , ye) = 1− ye

∂f
∂y (xe , ye) = −xe

Aproximação de g(x , y)

∂g
∂x (xe , ye) = ye

∂g
∂y (xe , ye) = xe − 1
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Modelo: Presa-Predador

Ponto de equilíbrio (xe , ye) = (0, 0)

∂f
∂x (xe , ye) = 1 ∂f

∂y (xe , ye) = 0
∂g
∂x (xe , ye) = 0 ∂g

∂y (xe , ye) = −1

Ponto de equilíbrio (xe , ye) = (1, 1)

∂f
∂x (xe , ye) = 0 ∂f

∂y (xe , ye) = −1
∂g
∂x (xe , ye) = 1 ∂g

∂y (xe , ye) = 0
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Modelo: Presa-Predador

Linearização em (xe , ye) = (0, 0)[
ẋ
ẏ

]
=

d
dt

[
x
y

]
=

[
1 0
0 −1

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
x − 1
y − 1

]

Linearização em (xe , ye) = (1, 1)[
ẋ
ẏ

]
=

d
dt

[
x − 1
y − 1

]
=

[
0 −1
1 0

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
x − 1
y − 1

]
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Modelo: Pêndulo

θ

mg

L

Mt

Figura : Pêndulo
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Modelo: Pêndulo

mL2θ̈ + mgL sin θ = −c θ̇ + Mt

θ̈ = −g
L
sin θ − c

mL2 θ̇ +
1

mL2 Mt
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Modelo: Pêndulo

Representação na forma de espaço de estados

θ = x1 , θ̇ = ẋ1 = x2 , θ̈ = ẋ2 , Mt = u

ẋ1 = x2

ẋ2 = −g
L sin x1 − c

mL2 x2 + 1
mL2 u
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Modelo: Pêndulo

Equações

ẋ1 = f1(x1, x2, u) = x2

ẋ2 = f2(x1, x2, u) = −g
L sin x1 − c

mL2 x2 + 1
mL2 u

Pontos de equilíbrio

ẋ1 = f1(x1e , x2e , ue) = x2e = 0

ẋ2 = f2(x1e , x2e , ue) = −g
L sin x1e − c

mL2 x2e + 1
mL2 ue = 0



Introdução Modelagem Sist. de 2a. ordem Sist. 1a. ordem Espaço de estados Linearização do modelo

Modelo: Pêndulo

Ponto de equilíbrio (x1e , x2e , ue) = (0, 0, 0)

Ponto de equilíbrio (x1e , x2e , ue) = (π, 0, 0)

 ẋ1

ẋ2

 =

 ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f1
∂x2


e

 x1 − x1e

x2 − x2e

+

 ∂f1
∂u

∂f2
∂u


e

(u − ue)

 ẋ1

ẋ2

 =

 0 1

−g
L cos x1 − c

mL2


e

 x1 − x1e

x2 − x2e

+

 0

1
mL2


e

(u−ue)
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Modelo: Pêndulo

Linearização em (x1e , x2e , ue) = (0, 0, 0) ẋ1

ẋ2

 =

 0 1

−g
L − c

mL2


︸ ︷︷ ︸

A

 x1

x2

+

 0

1
mL2


︸ ︷︷ ︸

B

u

Linearização em (x1e , x2e , ue) = (π, 0, 0) ẋ1

ẋ2

 =

 0 1

g
L − c

mL2


︸ ︷︷ ︸

A

 x1 − π

x2

+

 0

1
mL2


︸ ︷︷ ︸

B

u
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Modelo: Pendulo invertido

῭ =
1

αM + sen2θ

(
F
m
− Lsenθ θ̇2 + g senθcosθ

)

θ̈ =
1

αM L + Lsen2θ

(
F cosθ

m
− Lsenθcosθ θ̇2 + (1 + αM)g senθ

)

sendo αM = M
m , Jh = 0 , Mt = 0
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Modelo: Pendulo invertido

Representação na forma de espaço de estados

` = x1 , ˙̀ = x2 , θ = x3 , θ̇ ,= x4 F = u

ẋ1 = x2

ẋ2 =
1

αM + sen2x3

(
F
m
− L senx3 x4

2 + g senx3cosx3

)

ẋ3 = x4

ẋ4 =
1

αM L + Lsen2x3

(
F cosx3

m
− Lsenx3cosx3 x4

2 + (1 + αM)g senx3

)
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Modelo: Pendulo invertido

ẋ1 = f1(x,u) = x2

ẋ2 = f2(x,u) =
1

αM + sen2x3

(
F
m
− L senx3 x4

2 + g senx3cosx3

)

ẋ3 = f3(x,u) = x4

ẋ4 = f4(x,u) =
1

αM L + Lsen2x3

(F cosx3

m

−Lsenx3cosx3 x4
2 + (1 + αM)g senx3

)
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Modelo: Pêndulo invertido

Linearização em (x1e , x2e , x3e , x4e , ue) = (0, 0, 0, 0, 0)

ẋ = A (x− xe) + B (u− ue)

A =


0 1 0 0
0 0 g

αM
0

0 0 0 1
0 0 g(1+αM)

αM L 0


B =

[
0 1

αM m 0 1
αM m L

]T



Introdução Modelagem Sist. de 2a. ordem Sist. 1a. ordem Espaço de estados Linearização do modelo

Referências Bibliográficas

[1] Palm III, W.J. System Dynamics. McGraw Hill, 2014

[2] Strang, G. Introduction to Linear Algebra. Wellesley -
Cambridge Press, 2009

[3] Juvinall, R. C. Fundamentals of machine component Design.
Wiley, 1983

[4] Budynas, R. G.; Nisbeth J. K. Shigley’s Mechanical
Engineering Design. McGraw Hill, 2015



Introdução Modelagem Sist. de 2a. ordem Sist. 1a. ordem Espaço de estados Linearização do modelo

Referências Bibliográficas

[5] Popp, K.; Schiehlen, W. Ground Vehicle Dynamics.
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2010

[6] Tsai, L.-W. Robot Analysis: The Mechanics of Serial and
Parallel Manipulators. Wiley, New York, 1999
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