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Introdugdo

Aplicacdes

Figura : Setor aeroespacial
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Aplicacdes

Ch. \-—D—I

2 Accelerometer

Figura : Instrumentacgdo
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Aplicacdes

Figura : Automacgdo
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Conceito de Sistema e seus elementos

Figura : Bicicleta e ciclista



Introdugéo

Conceito de Sistema e seus elementos

Bicicleta
[ |
Transmisséo de
poténcia Controle Estrutura
pedais guiddo quadro
corrente cAmbio rodas, pneus
coroa, pinhdo freio mancais

Figura :

Bicicleta: sistema,

Sistema

Subsistemas

Elementos

subsistemas e elementos
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Variaveis de estado, entradas e saidas

torque  ——————>|

forca
alavanca ——>
do freio

angulo do

- —_—
guidao

C.M. do
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Figura :

Bicicleta

— > velocidade
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_—
rolagem

Bicicleta: variaveis de estado
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Variaveis de fluxo e de esforco

Variaveis de fluxo

Variaveis de esforco

velocidade
intensidade de corrente
vazao

forca
tensio elétrica
pressao
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Elementos, variaveis e equacdes constitutivas
Elementos estaticos e dindmicos
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Modelagem de sistemas mecénicos
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Modelagem

Elementos, variaveis e equacées constitutivas

F
Z2
rigidez k
deslocamentos x2, 1
k forga F'
Mola
&1
F=k(za —x1)
F

Figura : Elemento mecénico: mola
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Elementos, variaveis e equacées constitutivas

T coeficiente  de
¢ amortecimento c
velocidades &9, i1

c forga F

G_T F = (i — 1)

Amortecedor

Figura : Elemento mecanico: amortecedor
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Elementos, variaveis e equacées constitutivas

massa m

aceleracao I

I forgas Fy, F
Inércia m _T ¢ b

Fo—F=m2

P

Figura : Elemento mecanico: inércia
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Elementos estaticos e dindmicos

Elementos estaticos

Elementos dinAmicos

mola

inércia
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Elementos transformadores

Belts, Chains

Linkage Rack and P\mon

x| "2"1 4E = Nx,

Cam
0(9 ) x = 1(6)

Figura : Exemplos de elementos transformadores mecanicos
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Figure 1.1.8 Mechanical drive for a robot arm joint.

Figura : Sistema eletromecanico [1]
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Equacdo constitutiva e sua linearidade

Figure 1.3.1 Measurement of Weight f
beam deflection.
\Dcﬂucﬁon x

Dial Gauge

Figure 1.3.2 Plot of beam 08
deflection versus applied force.

Deflection x (in.)
o o o
2 & &

o
@

100 200 300 400 500 600 700 800
Applied Force f (Ib)

Figura : Experimento para determinacdo da rigidez de uma mola [1]
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Interpolagdo Linear: método dos minimos quadrados [2]

N+Qxi=xn
N+ Qxx=y
N+me:}/m

Amx2 Wax1 = Ymx1 m>2
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Interpolagdo Linear: método dos minimos quadrados [2]

(ATA>W:ATy w:[g]
m ix,' - i)/l
i=1 i=1
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Equacdo diferencial ordinaria de ordem n
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Parametros concentrados e distribuidos

@ Inércia

o Flexibilidade
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Parametros concentrados e distribuidos

@ Sistemas continuos: equacdo da linha elastica

d’y
dx?

@ Sistemas continuos: vibracdo transversal

oty 0%y
o T PAGE

P

Figura : Viga bi-apoiada: eixos x e y

M(x) = —El(x)

El =0
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Parametros concentrados e distribuidos [3]

. [Elg _[3EI 1 | K

= § =N . — [
w,=(1.875) \ e \ 7’ 023m \"0,23m

Figura : Viga engastada: deflexdo maxima e la. frequéncia natural
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Parametros concentrados e distribuidos

@ Viga engastada: equacdes de momento e linha elastica
M(x) = P(x — ) y(x) = aox® + a1x®> + apx + a3
@ condicBes de contorno

dy

yx=0=0  Z(0)=0

d?y P d2y

W(O) =5 W(@ =0

@ coeficientes do polinémio
a3z = 0 dy = 0 al

_ _13 62 _
y(X)_EI<6X +2X> 0 =35
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Parametros concentrados e distribuidos [3]

P
} P -_48EI
ot AL S
7 s /7 Omax
| 4 | [ -
|EI m _ [48E] 1 I K

(Un=\‘\'7.;—\‘ P 05m =V’ 0.5m

Figura : Viga bi-apoiada: deflexdo méaxima e la. frequéncia natural
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Parametros concentrados e distribuidos

@ Viga bi-apoiada: equacdes de momento e linha elastica

P
M(x) = X y(x) = apx® + a1x® + apx + as

@ condicdes de contorno

o dy ¢ d2y d?y Pt
yx=0)=0  Z()=0  G3O)=0  3G)= .5

@ coeficientes do polinémio

P _ P2

0= T10F
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Parametros concentrados e distribuidos

Figure 19-1

Model of a connecting rod
using ANSYS finite-element
software. (a) Meshed model;
(b) stress contours. Courtesy
of S. Boedo (see footnote 1)

Figura : Modelo por MEF: (a) malha; (b) tensdes [4]
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Parametros concentrados e distribuidos

Figura : Sistemas multicorpos: molas de tragdo/compressio
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Parametros concentrados e distribuidos

Barra rigida

engastada ‘
9 Mola de torgao

Figura : Sistemas multicorpos: mola de tor¢do
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Parametros concentrados e distribuidos

Table 1.2. Examples of physical models and their corresponding equations of
motion

Multibody system Finite element system Continuous system

(MBS) (FES) (COS)

e a2 o
Mii(t) + Dg(t)  Mi(t)+ Ky(t) = 0 wFT T

+ Ky(t) = f(t)

Figura : Comparag3o entre modelos fisicos, [5]
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Parametros concentrados e distribuidos [6]

@ Sistemas multicorpos: analise da flexibilidade

F = [K]Ax (K] = 1T X[
ki 0 0
0 ke 0
[x] = :
0 0 kn
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Parametros concentrados e distribuidos

Figura : Exemplo: mecanismo PRRRP
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Modelagem de sistemas mecanicos

o Newton-Euler
ZFk:mkaGk k:].,...,N

D OMGE =[] g+ wie x [I] wi

o lLagrange
d oL 0L
dtoq oG (=L
N
L= (Tk— Vi)
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Modelagem de sistemas mecanicos

Q__ 0O

Figura : Sistema mecanico de 1 gdL
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Modelagem de sistemas mecanicos

o Newton-Euler
mx = F — kx

mx + kx = F(t)

o Lagrange
_1 - _ 1, 0
T—2mx V—2kx
i@(T— V) B oaAT-V) FTQ
dt  0x Ox N Ox

mx+ kx = F (t)
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Sistemas de 2a. ordem

e Sistema mecénico 1gdL: massa-mola-amortecedor (degrau de
forca-peso)

@ Sistema mecanico 1gdL: massa-mola-amortecedor (fungio
impulso)

@ Sistema mecanico 2gdL: 2 massas, modos de vibragdo

@ Sistema mecanico 2gdL: Suspens3o veicular, 1/4 de carro
(degrau da pista)
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Sistemas de 2a. ordem

L
a0

Figura : Sistema mecénico de 1 gdL
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Sistemas de 2a. ordem

J ®
m
xf ® ®
k H ¢

Figura : Fung¢do Impulso (entrada), sistema no plano horizontal
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Sistemas de 2a. ordem

Q __Q Q __Q

Figura : Sistema de 2 gdL
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Sistemas de 2a. ordem, 2 gdL

e condi¢des iniciais: x(0) = —0 = —y(0) e x(0) =y =0
o 2(t) = y(t) — x(t)

@ Solugdo: z(t) = Asen(wnt + ¢)

e A=20, p =m/2, wp = +/3k/m

o y(t) = 2(t)/2. x(t) = ~2(1)2
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Sistemas de 2a. ordem, 2 gdL

e condigdes iniciais: x(0) =6 =y(0) e x(0)=y =0
o 2(t) = y(t) — x(t)
@ Solugdo: z(t) =0, x(t) = y(t) = Asen(w,t + @)

e A=9,¢p=m/2, wy=+/k/m
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Sistema de 2a. ordem, 2gdL

Figura : Sistema mecanico: suspensdo veicular, 1/4 de carro



Sist. de 2a. ordem

Modelo: Péndulo invertido

i |
! \/}i
| l . 9
m, Jp

| PR
! Gh I
1 Y
| M, !

l

T

Figura : Péndulo invertido
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Modelo: Péndulo invertido

1 1 1
T = Thioco + Thaste = §MV§ + Emvfz; + 5 Jpwp?

vp =1 vy =/01—LOi wp = 0k

vi =02 vE=1024120% - (2Lcos0) 0  wy? =02

/2 2 ..
T="2(M+m)+ 7(mL2 + Jp) + £6(—mL cosb)
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Modelo: Péndulo invertido

V =mgL cosf

or 00k
Q1 = Y, F @ = M; 50 M;
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Modelo: Péndulo invertido

L T@E V) = E(I\/l +m)— 6 cos 6(mL) 78( Taz V) =0
M =0 (mL? + Jy) — f mLcos @
00
3(T — V)

50 = mlLsenf ({0 + g)
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Modelo: Péndulo invertido

@ la. equagdo

(M + m){ — (mLcos®) 0 + mLsenf 6> = F

@ 2a. equacdo

(—mLcosB) { + (mL? + Jp) 6 — mgl sen = M,



Sist. de 2a. ordem

Modelo: Péndulo invertido

M+m —mlLcos@ E | F— mLsenf 62
—mLcos@ ml?%+ J 0| | Mq+ mlLsenfg



Sist. la. ordem

Sistemas de 1a. ordem

@ Circuito RC, Medidor de temperatura
@ Obtencido das equacdes diferenciais

o Pardmetro constante de tempo



Sist. la. ordem

Sistemas de 1a. ordem

Ve (1) () C== Vs (t)

Figura : Circuito RC [1]
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Sistemas de 1a. ordem

— Cold
7

> Hot Junction
& Junction
\ .

/ l/ .
4 Wire Type A
s iy,
f * s | = 829°C/
= T 1500°F
/ Wire Type B
<z ’
e\

e,
a_

-

Figura : Termopar: transdutor de temperatura
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Sistemas de la. ordem: resposta a funcdo degrau

T=RC Ve(t) = V = constante Vs(0) =0

t

T(t)=To+(Tr—To) (L—e"7)

T = % T¢ = constante To = T(0)
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Sistemas de la. ordem: resposta a funcdo degrau

Figure 2.5.2 The step
response x(t) = xg (1 — /7). Slope = Xgg/t

0.98x,

0 2 3 4
tr

Figura : Sistemas de la. ordem: resposta a funcio degrau [1]



Espago de estados

Representacdo na forma de Espaco de Estados

@ Exemplos e solucio

@ Autovalores e autovetores



Espago de estados

Representa¢do na forma de Espaco de Estados [7]

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)



Espago de estados

Representa¢do na forma de Espaco de Estados [7]




Espago de estados

Representacdo na forma de Espaco de Estados [2]

1 1
e* —1—|—X—|—§x —|—§X +.

1 1
AL — | 4 (At) + E(At)2 + 5(At)3 +

A=SAS1



Espago de estados

Representacdo na forma de Espaco de Estados [2]

@ Autovalores

A1 0 0
0 X 0

A= ,
0 0 An

@ Autovetores



Espago de estados

Representacdo na forma de Espaco de Estados [2]

A=+ (A)t+ (A2)t + (A3)t3+

3!

A2 =SASISAS I =5A%51
A3 =S5A3s51!



Espago de estados

Representacdo na forma de Espaco de Estados [2]

At:I—i—(S/\S_l)t+%(S/\zs_l)tz—i—%(S/\35_1)t3+...

STleMS=51IS+(N)t+ (/\2)t + = (/\3)t3—|—

3!

SLeMtS=14+(N)t+ (/\2)t + I(/\3)t3—|— =M

3!

eAt — Se/\t 571



Espago de estados

Representacdo na forma de Espaco de Estados [2]

x(t) = Ax(t)

xp () = e*x(0) = SeM S 1x(0) = SeMc

xp(t) =s1eMic +spe™i+ ... +s,eMt ¢,
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Linearizacdo do modelo

o Modelo dindmico N3o-Linear

x = f(x,u)

@ Aproximagdo Linear de f(x,u) em (X, ue)

Of (Xe, Ue)
ox

Of (xe, Ue)

f(x,u) =~ f(xe, ue) + (x—xe)+T(u—ue)
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Linearizacdo

@ Ponto (estado) de Equilibrio: xe, ue

f(xe,ue) =0

@ Modelo dindmico Linearizado

« Of (Xe, ue) «

( Of (Xe, ue)
ox

— Xe) + T(u —ue)

x=A(X—xe)+ B(u—u)



Linearizagdo do modelo

Modelo: Presa-Predador

e Modelo
x=f(x,y) =x—xy

y=gxy)=xy—y

@ sendo x namero de presas (coelhos) e y namero de
predadores (raposas)
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Modelo: Presa-Predador

@ Ponto de equilibrio

X = f(Xe7Ye) =0
y:g(X&ye):O

o Equacdes
Xe — XeYe = 0
XeYe — Ye =0
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Modelo: Presa-Predador

o Equacdes
Xe(1—ye)=0
(e =1)ye =0

@ 2 pontos de equilibrio

(Xea}/e) = (07 0)
(S

(Xe7}/e) = (17 1)
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Modelo: Presa-Predador

e Aproximacdo de f(x, y)

%(Xea)/e) =1-ye %;(Xea)/e) = —Xe

@ Aproximacdo de g(x,y)

0, 0,
aii(xe;)/e) = Ye aii(xea)/e) =Xxe—1
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Modelo: Presa-Predador

e Ponto de equilibrio (xe, ye) = (0,0)

§7§(Xe7}’e) 1 8%(Xe7ye) =0
?i(xed/e) =0 aii(xey}/e) =-1

@ Ponto de equilibrio (xe, ye) = (1,1)

%(Xea)/e) =0 %(Xev}/e) =-1
0,

Ti(xane) =1 aii(xe,ye) =0
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Modelo: Presa-Predador

@ Linearizacdo em (xe, ye) = (0,0)

BN

A

@ Linearizagdo em (xe,ye) = (1,1)

G)-2l0-12 31
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Modelo: Péndulo

mg

Figura : Péndulo
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Modelo: Péndulo

mL20 4+ mglLsin@ = —cl + M,
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Modelo: Péndulo

@ Representacdo na forma de espaco de estados

. . c 1
Xp=—%sinxg — —Szx0+ —zU
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Modelo: Péndulo

@ Equacdes

x1 = fi(xi, x2, u) = x2

. . 1
X2 = h(x1,x2,u) = =§sinxg — —Szx0 + —zu

@ Pontos de equilibrio
X1 = fl(Xle7X2e7 ue) =x2e =0

. . c 1
Xy = f2(X1e7X2ea Ue) = _%Sm Xle = mzX2e + iz Ue = 0
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Modelo: Péndulo

@ Ponto de equilibrio (x1e, X2e, ue) = (0,0,0)

e Ponto de equilibrio (x1e, X2e, te) = (7,0,0

X1 ngll nglz X1 — Xie %
= + (u— ue)
X2 %2 g% . L X2 xe %fj .
Xl 0 1 X1 — Xle 0
= + (u—ue)
X2 Freosxi —-0 | X xe i .
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Modelo: Péndulo

@ Linearizagdo em (xie, X2e, Ue) = (0,0, 0)

%1 0 1 x| 0
= —|— u
: 1
X2 1wz llx 2
A B

e Linearizacdo em (xje, X2e, Ue) = (7,0, 0)

5(1 0 1 X1 — T 0
= + u
) c 1
X2 % T ml2 X2 ml2
——
A B
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Modelo: Pendulo invertido

; 1 F -
t= an + sen’d (m — Lsenf < + gsen0c050>
;i 1 F cosf -
0= o LT Lsend ( T Lsenfcosf 0 + (1 + am)g sen9>

sendo aM:%, =0, M;=0
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Modelo: Pendulo invertido

@ Representagdo na forma de espaco de estados

l=x1, l=x, 0=x3, 0,=x4 F=u

5(1 = X2
) 1 F 5
Xp= | — — L senxz x4“ + g senxzcosxs
ap + sencx3 \m
X3 = X4

X4 =

1 F cosxs
m

— Lsenxscos 2 1 se
o L Lserxs nxzcosxz x4~ + (1 4+ apm)g nX3>
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Modelo: Pendulo invertido

)-(1 = ﬂ(xa U) = X2

X2 = f(x,u) = 1 (f_ L senx3 x4 + g senxscosx
’ apn + sen’xz \m 374 3T

X3 = f(x,u) = xa

1 F
o= o) = (Feo

ap L+ Lsen?x3 m

—Lsenxzcosxs xa” + (1 + a)g senx3)
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Modelo: Péndulo invertido

@ Linearizagdo em (X1e, X2e, X3¢, Xae, Ue) = (0,0,0,0,0)

X =A(Xx—xe)+ B(u—ue)

01 0 0
A 00 ﬁ 0
100 0 1
1+«

00 g(aMLM) 0_

1T
B=|0 -1 0 1
ap m ap m
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