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Revisando MEF



Da aula passada

] OF —
A(xX)pdxu + F = qdx + F + de F<_{ 9. .2,
m=Apdx
4 +0F 0 (AE0u>+ Aot f——
’Du q ax ox ox eqngﬁo gol\[/)ernante do problema
d?G(x) Ex) — Tipo de equacio resolvida pelo
dx2 T (x) método dos elementos finitos
1 1
G(X) — NlGl + Nsz N,(X) = XoX N,(X) =
X, — X4 Xy =%,
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Minimizando o erro...

IRNidV=O, i=01,... xz_dzg 7
S —+F(x)|Ndx=0, i=1,2
R:CAX?+F(X)¢OVX Xl_dX _

dx| dx

Xf d (dé(x))Ni(x)dx+ I+ F(x)N,(x)dx =0

X1
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Matriz de rigidez

Incognitas [

ool

|

~

G,

~

G,

CondicOes de
contorno naturais

~ dG(x) |
dx
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Para estruturas...

Condicoes de
contorno naturais

Matriz de rigidez  Incognitas ! L -

di(x)] | |f s
| Voo N | mEA—=2 N, (x )d
FA |1 1) | ox | |, lef o
x,—x )| -1 1|3 | du(x) 2
b6 =x) 2 EA—dx . f £EN, (x )dx
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Exemplo 01

e I S—

Problem: Find the stresses in the two bar assembly which is 1 2 3
loaded with force P, and constrained at the two ends, Boundary Conditions
as shown in the figure. - U1=0, U,=0
Solution: Use two 1-D bar elements. ) i
2 -2
AE
Element 1, 2ALE Element 2, ¢ ALE ® L 1 1
W U, U, - -
2EA[ 1 —1|1 ~1 - U1 (5
k, =222 L B4 2 R F
— 2
L tohle L-1 1]3 —|-2 3 -=1Ru,t=1F
L
o0 ~1 THsl &
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Exemplo 01

Load and boundary conditions (BC) are,
u, =u, =0, F,=P

FE equation becomes,

E4 3 |—1
L

=

~ :q:

1

e

Fiu Fo. up F3, Ug
—> —
I
. . .
1 2 3
Boundary Conditions
U1:0,U2=0

Deleting the 1® row and column, and the 3  row and column,

we obtain,
23w} = {P}

ThllS, PL
Ry
3EA
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Exemplo 01

Deleting the 1™ row and column, and the 3™ row and column,

w obtain
" EA
(3} = {P)

Thus, _PL and [, | 0]
HE _§EA < M, }-:PL < l -
- RY
'S _U
AE PL 0
1" ) =
\O
AE PL 0
F,i=— -1 1 1
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Boundary Conditions

U1:0,U2=0

Fo, Uy Fa, U

F1, U1 i 3 Y3
|

. ¢ .

1 2 3
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Element Forces

Element 1

f,] 2AE[1
f,[ L |-

2AE| 1

L | -1
Element 2

| AE|1

f, L -1

_AE[ 1

L |-1

-11|u,
111U,

:

-1
1

1

|

1} PL

SAE

o]

L
3AE

I
¢ .
1 2 3
} Boundary Conditions
u1=0, uo=0

0| [-2p/3 —

1| |2p/3
2p 2P P
3 3, 02

2A, L, E AL E

|

t} i {:{js}
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Exemplo 01

~(vY— N ~ XX XX, ]
G =NG + NG, - X, = X, No%) = X, — X, _Fagu Fif 303
I
| | . ¢ °
Stress in element 1 1s ) .2 .
u
O, = ESI = EBﬂll = E[—l/L 1/ L]{ 1} Boundary Conditions
uz u1=0, U2=0
— L 4 . .
e L T E( £ -—0)=—~— (member is in tensior
L L\ 3EA 34
Similarly, stress in element 2 is »p P p ,
U, 3 3 3 3
o, =Ee, = EBju, =E[-1/L 1/L] ) e —e—0-—
3
u,—u, E PL P
=F=32 2= (0___)=___
L L 3EA 34

which indicates that bar 2 is in compression.
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Exemplo 01

F
Notes: Fq, U1 22 F3, U3
I
e In this case, the calculated stresses in elements 1 and 2 + ® [
are exact within the linear theory for 1-D bar structures. |, 2 3
It will not help if we further divide element 1 or 2 into Boundary Conditions
smaller finite elements. u1=0, up=0
e For tapered bars, averaged values of the cross-sectional
areas should be used for the elements.
e We need to find the displacements first in order to find %P %P % P
the stresses, since we are using the displacement based <«—e —— ———o S

FEM.
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Problem: Determine the support reaction forces at the two ends
of the bar shown above, given the following,

P=60x10*N, E=20x10*N/mm?*,
A=250mm*, L=150mm, A=1.2mm
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Exemplo 02

Solution

We first check to see if or not the contact of the bar with
the wall on the right will occur. To do this, we imagine the wall
on the right is removed and calculate the displacement at the

right end,
P (60x 10* )(150)

0 = y mm > A =12 mm
EA (2 0x10 )(250)
Thus, contact occurs.
Element 1 Element 2
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Exemplo 02

The global FE equation is found to be,

o

EA

L

1
]

0

2
-1

0
-1
1

— .-

The load and boundary conditions are,
F,=P=60x10*N,

u, =0,

FE equation becomes,
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u,=A=12m
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Exemplo 02

nd . .
The 2™ equation gives,  EA 2 1] % [P

that is, [2]{u2} {P+E—AA}

1( PL
' ‘ btai =—| —+A |[=15mm
Solving this, we obtain «, 5 (EA )

r- - r

and [u, 0
U, ¢ =115 p(mm)
U, 1.2
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Exemplo 02

To calculate the support reaction forces, we apply the 1%
and 3™ equations in the global FE equation.

The 1% equation gives,

0
EA
F=21 1 ofu, t="2(~u,)=-50x10*N
L L
and the 3™ equation gives, s
EA K EA
F3=“f[0 —1 1]<u2>=7(—u2+u3)
U |
=-10x10*N
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Exemplo 02

Stress In element 1

u u
GlZEgleB{ul}:E[—t |];:|{ul}
2 2

u, 041.5—0

- E E“1=2.0x1 — 200N/ mm?

Stress In element 2

u u
GzZESZZEB{UZ}ZE{—I{ I:I;:Huz}
3 3

gl =Y 505100120 L aoN/mm?
L 150

02 de Marc¢o de 2020 PMR5026 — Elementos Finitos Linear: Teoria, Programacao e Experimentos



Transferéncia de calor
Conducao



Conceitos importantes

e Calor é transferido através de um meio material, de
uma molécula a outra;

e Calor flui da temperatura mais alta para a mais
baixa;

e Condutividade é a capacidade de uma molécula
transferir calor;
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Equilibrio energético

isolado

{Ix(xb)

Superficie isolada, calor conduzido somente no eixo X. Da conservacao de
energia, temos:

E;, € a energia que entra;

E,en € a energia gerada por fonte de calor; Ein+ Egen = dU + Eyyy

dU é a variacao da energia interna;

E, . € aenergia que sai.

02 de Marc¢o de 2020 PMR5026 — Elementos Finitos Linear: Teoria, Programacao e Experimentos



Equilibrio energético

A equacao governante do problema entao pode ser descrita Qs
por: —
dx
Ein + Egen — dU + Eout
B dqy
q,.Adt + QAdxdt = dU + | q, + de Adt

g, € fluxo de calor em W=1J/s;

Q geracao interna de calor (Wm?3);

U energia interna (J);

A area de troca térmica por conducdo (m?);
’ Ein + Egen = dU + E,;
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Fluxo de calor e variacao de energia interna

O fluxo de calor é proporcional a taxa de variacao da Qx Gy +— ~dx
Temperatura T em uma direcao (Lei de Fourier). Ou seja: I
4T ax
17 dx

Com variacao de energia interna dada por:

dU = cp Adx dT

k coeficiente de condutividade térmica(W°Ctm);
AT é o gradiente de temperatura (°Cm1);

c € o calor especifico de material (Jkg °C?);

p € a densidade do material (kg m3).

EiTl + Egen — dU + Eout
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Equacao diferencial

Ou seja, com

Ein + Egen = dU + Epy;

dx
d
g, Adt + QAdxdt = dU + (qx + %dx) Adt
dT dT
1 dx dx P

Temos

d dT
QAdxdt = cp Adx dT + — (—k —) Adxdt
dx dx
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Equacao diferencial

d dT X
QAdxdt = cp Adx dT +—| —k— |Adxdt ——@8—
dx dx T

Para condutividade termica constante, ao dividir os termos por Adxdt e temos

. dT deT
Q=cp Jr ~ Ry
dT

considerando equilibrio estatico, ou seja, e 0 , temos:

d°T d?G(x)
‘o Te0 -t F() =0
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7’1 _ XX L -X,
N=[N(x) Ny(x)] T= H B=[By B "% - %”*f”xfi
] .

X I X3 X
Xy — X X — Xq
Ni(x) = Ny (x) =

- ~ ~ Xy — Xq X2 — Xq
T(X) — N1T1 + N2T2 — NT

le _1 dNZ 1

Bl = — = BZ = — =
dx X, —Xq dx X, —Xq

Forma fraca do equilibrio
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Ny(x) = —2— =T Ny(x) = =%
X, — X, ’ X, — X,

i
N=[NG N,@] B=I[B Bz]=[dd111 dd’f] T=H

X2 d>T
f NT (k—+ Q)Adx =0

2
% dx

Aplicando a formulacao da integral por partes, temos

X2 X

X2 2
—f B"kABdxT+A| ON'dx =0

X1 X1

02 de Marc¢o de 2020 PMR5026 — Elementos Finitos Linear: Teoria, Programacao e Experimentos



Calculando matriz de conductividade térmica

dT X2 X2 X2
NTkAd— —f B"kABdxT+A| QN'dx=0 N1(x):XX2_"; = N,(x) = X%
x X1 X1 X1 2 | X, — X,
Xp | X3 X
k = f BTkAde—f —[ 1]kA ~1 1]d [1 ‘]
X1
dT
dT|* [N,1. dT N.1. . dT T q QAL 11
— _ — - _ 1 et _ X=X1 X1 .
fo=N"kA dx . [N;] A dx rex [Nzl A dx rex B dT - A[ szl fQ — T [1]
' o | kA—
dx —x,

02 de Marc¢o de 2020 PMR5026 — Elementos Finitos Linear: Teoria, Programacao e Experimentos



o= 2% %M’“
2 — X X, — X,

AT _
kKAr1  —11[T, x|, | QAL
T[—l 1][T2]_kA dT +T 1
dx
u X=Xy

O vetor f; € tal que, em nods internos do corpo, os valores se cancelam.

Ja para o vetor f, os valores se somam.
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Exemplo 01

A haste circular representada na figura abaixo

apresenta um diametro externo de 60 mm,

comprimento de 1 m, e é perfeitamente isolada na

sua circunferéncia. A metade esquerda do cilindro

é de aluminio (k = 200 W/m°C) e a metade da — Al ﬁ_ﬁ
direita é de cobre (k = 389 W/m°C). A extremidade
direita da haste € mantida a uma temperatura de
80 °C, enquanto que a extremidade esquerda é
submetida a uma taxa de entrada de calor de 4000
W/m2. Utilizando quatro elementos de igual
comprimento, determine a distribuicao de
temperatura de estado estacionario no interior do
cilindro.

04 of 04 0%
[<0.25 m>}<0.25 m>}<0.25 m>}<0.25 m>|
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Exemplo 01

k., A -1 200 4)(0.06)° — — — Al
1k1.11='—[ Lo 2000/ H@.00) [ : ‘] =2.26[ ' ‘]W/c I
L —1 1] 0.25 —1 |

A R L PO RS VS i I M T M MO,

~1 1 0.25 -1 [<0.25 m>}<0.25 m>}<0.25 m>}<0.25 m>|

Com estes dados e as condicdes de contorno, pode-se montar o sistema linear
global:

[ 2.26 —-2.26 0 0 0 1154 | [ 4000 |
-, A5 90 1 :
220 4.2 2.26 0 0 I’ 0 7(0.06)?
0 —2.26 6.66 —4.40 0 Vda¢g=3%§ O ¢ 2
0 0 —4.40 8.80 —4.40 T, 0
L 9 0 0 —440 440 4 U&0 . [ —@qs5 |

Entretanto, temos uma condicao de contorno nao homogénea.
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Exemplo 01

- 226 226 0 0 @ T(7, ) (4000)
—226 452 =226 0 0 T 0 | 0.06)
0  —226 666 —440 0 1Bi=) 0 1 ——
0 0  —440 8.80 |-440||| T /,I 0
L = m =0 - - - - B - - b - 4a- ML 80 | | —gs |
Resultando em:
- 226 =2.26 0 O 7§ [1.31
—-2.26 452 -226 0 .| | o
0 —-226 6.66 —4.40 A 0
L B 0 —4.40 8.80 | | 7} 352.0
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Exemplo 01

E, por fim, podemos calcular:

— 82.57°C
T; = 85.15°C
90.14°C
T, = 95.15°C

IS
|

gs = 4038.6 W/m’

o
|
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Transferéncia de calor
Conducao + Conveccao



Equilibrio energético

5/ ‘;‘&- 3331 434, ‘E:onvecgﬁo (Ta) Conveccéo (T,)

y & >§§ X
qx (xa) x 0]
qx (xb) dx

dq —

X = h(T —T
g, Adt + QAdxdt = dU + | q, + ——dx | Adt + q Pdxdt Ih ( a)
X * 0 dx n

* (5, € aenergia de convec¢ao;

* T, é atemperatura ambiente do fluido;

P é aadrea de troca térmica por conveccao (area lateral). No caso unidimensional, para
um dx, se resume ao perimetro P da secao transversal;

* h é o coeficiente de pelicula ou coeficiente de transferéncia de calor por conveccao,
que depende do sistema em consideracao(W °C1m).
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Equacao diferencial

d j— —
g Adt + QAdxdt = dU + (qx + %dx) Adt + g Pdxde O =h(T =Ty
42T hp Sem convecc¢ao d%G (x)
ko zt0=—"0T-T, d>T _
Forma forte dxc? Q A ( ) kWJr 0=0 72 +F(x)=0

Forma fraca com integral por partes ja feita:
X2

NTkA ar
dx

Xo X2 X2 X2
— f BTkABdx T — f NThPNdxTA + A[ ONTdx + f hPTaNde =0
X1 X1 X X

X1 1 1

Sem conveccao

X2 X5 X2
— f BTkABdxT + A f ONTdx = 0
X1 X

1

NTkA ar
dx

X 1
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Resolvendo as integrais

)
f NThPNdxTA +AJ

X1

dT X2 X5
NTkA— —f BTkABdxT —
dx x
X1
conducao
kAr1 -1
k=kp+hon="{ " 7

conveccao

hPL 2 1
6[12

X

X1

kT =f¢+fo+fn=fc+Db

2 X2
QONTdx + J hPT,N'dx = 0
X1

X7 hPT,L
f,,=hPTafx1 NTdx = — [1]
dT| -
dx| _ hPT, QA
Tk
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Resolvendo as integrais

X X2 X2 X2
— f BTkABdx T — f NThPNdxTA+ A j QONTdx + j hPT,N'dx = 0
X X1 X1 X1

X2

NTkA ar
dx

X1
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kT=f¢c+fo+fn=fc+Db

KA|

dT
dx

dT
dx o
dT
Cdx

X=X>

X=X>

"
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hPT,
2

QA
+2

)

_ N NN P




Condicoes de contorno

AT _
kA _17 hPL T dx|, _ hPT, QA
[1 1]+ 2 1 1]:Ak e=x | Lo a+Q_ H
1 2 T, dT 2 2 1
CondicBes de contorno: dx|
N X=Xy
* Temperatura fixa imposta:
* G@Gradiente de temperatura imposto: T
dc = _ka )
* Conveccao através de um no final em contato com um fluido:
dT
ka = —qp+1 = —h(Ty41 — Tg)
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Escoamento de um fluido



Equacao diferencial

* As equacoes de Navier Stokes sao equacoes diferenciais parciais que permitem
determinar os campos de velocidade u(r,t) de um fluido no ponto r, tempo t e de
pressaop :

u
v + (u.V)u=-Vp+ uV?u
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Equacao diferencial — caso laminar incompressivel

* Considere o caso particular de um fluxo viscoso(p#0), laminar e incompressivel
em regime permanente, entre duas placas infinitas em z (fluxo 2D em xy),
paralelas e horizontais fixas. Nesse caso, o fluido move-se com velocidades uz0,
v=0 e w=0 e a equacao diferencial de Navier-Stokes que governa o escoamento
se resume a:

du _dp
Mdyz dx
u
E_I_ (w.V)u=—-Vp+ uV?u

Na qual x é a direcao paralela as placas ey é a direcao perpendicular as placas; u € a viscosidade
do fluido, p é a pressao.
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Minimizando erro e resolvendo as integrais

du
_ Fal | apl
il Thal=| w &k
ud_yy=YZ

Para L =y,-y, sendo o comprimento do elemento finito.
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Minimizando erro e resolvendo as integrais

Para N elementos finitos de mesmo tamanho:

o
1 -1 Ir u, - - dy o
-1 2 -1 0 U, 2 0

M -1 2 -1 us [_ (apL\i2| 0

-1 2 -1 2 0
- T i
i dyx=xn_
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Particula em gueda livre



Equacao diferencial, minimizando erro e resolvendo matrizes

y(t=0)=0
d*y(t) _
dt>2 — 970
2 (d%y(t) B
LlN( 172 —g)dt—O
l[ 1 —1] 3'1] _
Atl—-1 1 1LY2
1 —1 1 i -
-1 2 -1 0 Vs
-1 2 -1 V3
-1 2 1|
I L

d
MO =2 Ny =
2 1 2 1 i
.i ¥ y:t
y(t) = N1y; + Noy l
g
g, .Ml —W
g0t 1, ]
_1_ —vl
2 0
= —Ia|?[4+] D | Para At = t,-t; iguais.
2| | o
| 1- Un
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Determine o perfil de velocidades de um fluido
escoando entre duas placas fixas. Utilize o
MEF empregando quatro elementos lineares.
A viscosidade do fluido em diferentes
temperaturas é 16 x 10® Kg s/m?. Além disso,
a distancia entre as placas € de 0,1m e dP/dx
= -3x104 kg/m?3
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Utilize o modelo de MEF da particula em queda livre
para obter as posicoes de uma particula em queda
livre, a cada intervalo de tempo de 1 segundo, largada
de uma altura de 50m, no instante t=0, com y
velocidade nula. Utilize a aceleracao da gravidade,
g=9,8m/s2 e At=0,5s. Compare com a solucao analitica
e mostre que as duas coincidem nos pontos nodais. Yo

Y=Yo+V,t+1/2g T
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Trelicas



Mais de um tipo de elemento...

e Os modelos de mola constituem uma classe de
elementos finitos e sao conhecidos como
elementos rod, spar (ANSYS), or truss (ALGOR).
Na forma mostrada aqui estes elementos
podem ser usados para modelar apenas
problemas unidimensionais.

e Uma forma mais geral destes elementos pode
ser usada para modelar problemas bi- ou tri-
dimensionais.
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Flementos de barras

e Os elementos de barras podem ter
varias orientacoes, estar em
compressao, tracao, ter mais de dois
elementos ligados em um no, etc;

e Se vocé considerar o deslocamento de
um ponto ao longo da barra como um
vetor, os componentes desse vetor ao
longo das direcdes x e y globais sao os
deslocamentos globais x e y.

Elementos em
compressao

Elementos em
tracéo
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e Considerando o Angulo ¢

positivo na direcao anti-
horaria, a partir do eixo

u;) | cosg sing
vi) |-sing cosg

uy,) | cosg sing
(v;j__—sin¢ cos¢}(

u,

Vs

U
Vi

J

u.) | cosg sing
v, —sing cos¢
1l oo
v,) | O 0

0 0

0 0
cos¢ sing
—sing cosg |

d=Td

Analogamente, f' — Tf
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Pensando na formulacao de MEF deduzida,

fl:x _CO.S¢ Sin¢ 0 0 | f1x ui _COS¢ sing 0 0 | u, @: T_lK’.r@
fy _ —sing cosg 0 0 | £ v | |-sing cosg O 0 (v,
£ 0 0 cosg sing | £, uj "o 0 cos¢g sing |u, global global
fy) L O 0 —sing cosg |\ fy, v,) L O 0 —sing cosg v, Matriz de rigidez global:
-1
f_Kd K=T KT

f] _EA[ 1 -1 u;
£l -1 1 |\u
A V'
y =
f, = - V'1 I —23 f'z

I 1 0 -1 0 ui N 2——>

fi, p 0O 0 O O0Ofv '\J/,‘h 0

£ -1 0 1 Oofu “F1 ({j:ﬁ{l _1}(%)

fi,) |0 0 0 0|v; VI_, f) -1 1|y
S

Assume-se que ndo harigidez na direcéo local y’.
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Trelicas planas

Matriz simétrica e singular.

K=T7K'T
- cos’ g cosgsing  —cos’¢d  —cosgsing |
« EA cos@sing sin’ ¢ —cosgsing  —sin’ ¢
L| —cos’¢ —cosgsing  cos’ cos@sing
—cosgsing  —sin’ ¢ cos@sing sin’ ¢
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www.gmsie.us

T = I I g: ds €5 p ac I d I S (& hm0 0 ECCA 003 01508 \

USP - BRASIL

<
iy

7 N\
oh Sh
N
I
~ |3
|
_ -
_ |
(B
L 1
7~ N\
S <
N~ R -
N
7\
I—\:\
N
Il
1
—
3
S
o
o
o
L 1
< 5 <

u, 0O 0 0/ m nju,
V2
WZ
/:X2_X1 m_yz Y1 n:zz_zl
L’ L’ L
2
LZ_(Xz_Xl) +(y2_y1) +(zz 21)
2 im In - —Im —In|
2 2
Com um desenvolvimento m* mn —Im -m" —mn
analogo ao utilizado para k- EA n® —In -mn -n’
deducdo da matriz de L I? Im In
rigidez para trelica plana, m  mn
2
n
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e Calcule a matriz de global rigidez, deformacodes

e tensoes do elemento de barra.

- cos’¢ cosgsing ~ —cos’d  —cosgsing |
«_EA cosgsing sin’ ¢ —cosgsing  —sin’ ¢
L| —cos’¢p —cosgsing  cos’¢ cos@sing
| —cosgsing  —sin’ ¢ cos@sing sin’ ¢
3 93 3 43
4 4 4 4
31 31
L B0x10°12) 4 3 T4 T3
60 | _ 3 _¥3 3 3
4 4 4 4
V3 1 431
4 T4 4 1

© 2002 Brooks/Cole Publishing / Thomson Learning™

Y A

30°

- X

E =30x10° MPa
A=2mm
L=60 mm

6 =30

/ =cos30=

m =sin30=

N | N‘ﬁ‘

02 de Marc¢o de 2020

PMR5026 — Elementos Finitos Linear: Teoria, Programacao e Experimentos



e Calcule a matriz de rigidez, deformacgdes e
~ )
tensoes do elemento de barra. 7
d,, X'
d, —d. 1 d,,
" _—[1 0 1 of W
T L[ PdJ
d,. i} _
= |l m 0 O 30°
1 _ - - X
_ [ ' -m | 0 O
pot 01 ok e:i[—lolo] d
11 0 1 ol L 00 I m F =30x10° MPa
Lt ' 00 -m T A=2mm
:%[—I -m | mpd L=60 mm
rdl ) Q = 300
1 d /=cos30=E
1y
==[-1 -m I mf ¥} 2
I— dZX 1
d m=sin30==
L2y ) 2
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e Calcule a matriz de rigidez, deformacgdes e
~ Y A
tensoes do elemento de barra.
[ m 0 0 W X'
e=l1 019 ™9 0
L 0O O | m
0 0 -m | |
100 30°
—L[I m | mpd .
(dlx\
by F =30x10° MPa

1 d
=ct -mol m]<d2
d

. E E A=2mm
(dzy =Ee=—(d,, —d,.)=—=|-/ -m [ m
’ [~ )= d L=60 mm
~ 6 =30

A forca de tracao da barra, 3
EA /=c0530=7

T=EAe=—"[-/ -m /| mMd X

L m=sin30=E
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Algoritmo Incial para programa:
Primeiros passos



Passos na resolucao de um problema

e Passo 1: Faca a tabela de conectividade no-elemento de ligacao
relacionando nos locais e globais; faca a tabela de cossenos diretores (I, m);

e Passo 2: Construa a matriz de rigidez de cada elemento no sistema de
coordenadas global, com numeracao global;

e Passo 3: Monte a matriz de rigidez global para toda a estrutura, utilizando
a tabela de conectividade;

e Passo 4: Incorpore condicoes de contorno apropriadas;

e Passo 5: Resolva o conjunto de equacoes reduzidas para os deslocamentos
desconhecidos;

e Passo 6: Calcule as forcas nodais desconhecidas (reacoes);
e Passo 7: Calcule tensoes e deformacoes;
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Exemplo 1

e Passo 1: Faca a tabela de conectividade no-elemento de ligacao
relacionando nos locais e globais; faca a tabela de cossenos diretores (I, m);

1 X5,
( 2y2)2 ELEM. | N61 | N62
el 99 N\ EI3 . 1 1 2
El 2 (X1,Y1) 3 3 1
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Exemplo 1

e Passo 2: Construa a matriz de rigidez de cada elemento no sistema de

coordenadas global, com numeracao global; ELEM. NG 1 NG 2
1 1 2
2 2 3
4 graus de liberdade (dof) 3 3 1
por elemento (2 por no)

Matriz elementu 2
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Exemplo 1

e Passo 3: Monte a matriz de rigidez global para toda a estrutura, utilizando
a tabela de conectividade;

Matriz elemento 1

k® =|

——————————————————————————

oL

_____
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Matriz global

ELEM. NO 1 NG 2
1 1 2
2 2 3
3 3 1
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Exemplo 2

E: Modulo de Young de cada barra
A: Secao transversal de cada barra

Encontre:
(1) dyand 4,
(2) Tensao em cada barra

As barras 1 e 2 tém comprimentos iguais (L)

e Passo 1: Faca a tabela de conectividade no-elemento de ligacao
relacionando nos locais e globais; faca a tabela de cossenos diretores (I, m);

ELEMENTO NO 1 NG 2
1 1 2
2 2 3
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Exemplo 2

e Passo 1: Faca a tabela de conectividade no-elemento de
ligacao relacionando nos locais e globais; faca a tabela de
cossenos diretores (I, m);

- ; N6 X y
ELEMENTO No 1 No 2
1 1 2 1 0 0
2 2 3 2 Lcos45° | Lsind5e
3 0 2Lsin45°
Elemento | Comprimento | /= % m =22 Z L4
1 L cos45° sin45°
2 L -c0s45° sin45°
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Exemplo 2

e Passo 2: Construa a matriz de rigidez de cada elemento no
sistema de coordenadas global, com numeracao global;
Matriz de rigidez, elemento #1

? m - -m Matriz de rigidez, elemento #2
O :@ m m>  —m —m? ) djxi dy, d3x ds, )
Ly=r =m 1 m 1 i-1i-1 1]
i —m k?) — EA|-1. 11 _______ -1 dy
diy ¢ diy (doe , dyy 201-1.1 | 1} -1} %
1 i1 -1 -1 d,. 1 i -1:-1 1 dy
w_FAl1 1 -1 1] g,

——————————————————————————————————————————————————
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Exemplo 2

e Passo 3: Monte a matriz de rigidez global para toda a
estrutura, utilizando a tabela de conectividade;

1 1 -1 -1]0 O
1 1 -1 -1]0 O
EA|l-1 -1 2 0 -1 1
2Ll 110 271 -1
O 0 /-1 1 1 -1
o 01 -1 -1 1

A equacéao final é:

Kd=f
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Exemplo 2

e Passo 4: Incorpore condicdes de contorno apropriadas;

0
1 1 -1 -1]0 0] 0
1 1 -1 -1/0 0 J
W« EA[FL AL[270 1] d=| %
2Ll 110 21 -1 Gy,
0 0|-1 1 1 -1 0
0 01 -1 -1 1] 0
A equacéo final é: FA[ 2 ()'_de_ 'pl'
Kd=f 2010 2] d,, | |5
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Exemplo 2

e Passo 5: Resolva o conjunto de equacoes reduzidas para os
deslocamentos desconhecidos; (PL

{dZX} EA
:ﬁ >
2y le—

d
L EA J
e Passo 6: Calcule as forcas nodais desconhecidas (reacdes);

1 1 -1 -1 0 O 0 R,

1 1 -1 -1 0 O 0 Rly

ﬁ -1 -1 2 0 -1 1 L P, _p A
2L|-1 -1 0 2 1 -1|FA|PA P
o 0 -1 1 1 -1 0 R;,

0 0 1 -1 -1 1] 0] |[|Ry
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Exemplo 2

e Passo 6: Calcule as forcas nodais desconhecidas (reacdes);
1 1 -1 -1 0 0 0 Rix
1 1 -1 -1 0 O 0 Ry,
EA-1 -1 2 0 -1 1\L|A|_,A
2L|-1 -1 0 2 1 -1|EA|A P,
0 0 -1 1 1 -1 0 Ry
lo 0 1 -1 -1 1] [0] [|R]
1
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Exemplo 2

e Passo 7: Calcule tensoes e deformacoes;

Elemento#1;

o = E{ 1
L

E
ﬁ(dzx + d2y)

_R+P,

=S

1

111 1}
V2. N2 V2 2

el
1x

e
O

;
2

x

d
d,

. y)

0
0

Elemento#2;
2) E| 1 1
o' =—|— ——
LlvV2 2

E
ﬁ(dZX - dZy) ==

) 2
450
1 X
.
d
1 1} v g
J2 2 ,93{/'0
ldet™
Pl_PZ
A2
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1) A trelica plana abaixo consiste de trés barras
conectadas por pinos. As barras tém angulos iguais
entre si e o elemento 2 esta na vertical. As barras sao

idénticas e possuem: E=206 GPa, A=1x10*m?, n A
F=20KN. M,
Encontre o valor dos deslocamentos nond 1 e as : 4450
tensdes nos trés elementos. 3| R\ 7
1
4 |d| *-‘. 3
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