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O triangulo impossivel

Inspirados por uma exposi¢gdo

de Escher num congresso de
matematica, em 1954, o matema-
tico Roger Penrose e seu pai, o
geneticista Lionel Penrose, interes-
saram-se pelas chamadas figuras
impossiveis (o tridbngulo, a escada
etc), e publicaram seus achados
numa revista de psicologia brita-
nica, em 1958. O proprio Escher,
simultaneamente, comecou a criar
as suas proprias figuras e trans-
formou aideia em arte.
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Entretanto o titulo de “pai” das
figuras impossiveis € dado ao fale-
cido artista Oscar Reutersvard,
que ja as desenhava desde 1934,
quando ainda ndo tinha com-
pletado 20 anos, durante suas
aulas de latim. Reutersvard nunca
achou que elas teriam reconhe-
cimento artistico e, por isso, ndo
as divulgou até ver o artigo dos
Penrose e a obra de Escher.
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Imagem: AndrewKepert, na Wikimedia
Commons

Desenho esquemdtico da célebre “queda
d’adgua”, criada por M. C. Escher. As obras
de Escher, em sua maioria gravuras,
frequentemente exploram situagodes
impossiveis como esta.







Anamorfose do cilindro espelhado

Estamos acostumados a achar que
o sistema cartesiano é o melhor
sistema de coordenadas, por ser

o mais “natural”. Em geral ele é,
mas nem sempre é assim. Neste
exemplo curioso, se quisermos

ver retas no reflexo do espelho,
teremos que desenhar curvas na
base.

Se vocé quiser criar um desenho
na base que aparega “correto” no
espelho cilindrico, o melhor é criar
um sistema de linhas curvas que
apare¢ca como um quadriculado
no espelho. Entdo desenhe sobre

um quadriculado e va transferindo
os pontos importantes do desenho
para o sistema de linhas curvas.

O incrivel € guando vocé consegue
que o préprio desenho da base se
parega com outra coisa, que ndo
tenha nada a ver com o que apa-
rece no reflexol!

Imagem: Myrna Hoffman, na Wikimedia Commons.

Arte anamorfica
para criangas
(O0Z&02Z).
Muitos artistas se
dedicam a arte
anamoérfica, tanto
com cilindros
quanto com
outros recursos
de distorg¢do e
perspectiva.




Desafio
1

Cologque as imagens em frente
ao espelho e veja os reflexos
formados.
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Marque com um ldpis dois “X”

na base branca. Olhando para

o espelho, tente desenhar uma
curva ligando os dois pontos que
pareca uma reta no espelho. Uma
sugestdo &€ marcar pontinhos como
guia e depois “ligar os pontos”.

«

3

Organize seu proprio esquema e
comece a criar sua propria arte

anamorfical O esquema ao lado
foi desenhado em 1671!

N

Imagem: Kaspar Schott (1671),
imagem cedida pela Deutsche
Fotothek para a Wikimedia Commons
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A fauna dos poliedros

O interesse pelos poliedros vem da
Grécia Antiga até nossos dias.

Aléem do prazer estético, os polie-
dros proporcionaram belos,
simples e surpreendentes teo-
remas. Destacamos o Teorema
de Euler, relacionando o nUmero
de faces, arestas e vértices de um
poliedro pela formula V+F=A+2. A
féormula de Euler vale desde que
o poliedro seja equivalente, no
sentido topolégico, a uma esfera.
Significa, intuitivamente, que
podemos “inflar” o poliedro até
que ele se torne uma esfera.

Para poliedros desse tipo vale
também a Férmula de Descartes,
que afirma que a soma das defi-
ciéncias angulares dos vértices

€ sempre igual a 720 graus. A
deficiéncia angular de um vér-
tice é o quanto falta para a soma
dos dngulos das faces incidentes
naqguele vértice atingir 360 graus.

Kepler estudou muito os poliedros. Seu
fascinio era t&o grande que tentou explicar
as distancias dos planetas ao Sol com base
em um esquema de esferas e poliedros
inscritos uns nos outros.

Imagem: Johannes Kepler, na Wikimedia
Commons

ntal-v4.indd 5




Desafio
1

Escolha um poliedro na tabela
para vocé mesmo montar! Vocé
ja sabe o que sdo poliedros plato-
nicos, arquimedianos, prismas e
antiprismas?
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Escolha alguns poliedros para veri-
ficar a validade das Férmulas de
Euler e de Descartes, mencionadas
no texto ao lado.

3

Um poliedro platonico tem todas
as faces e vertices indistinguiveis
entre si. Descubra algum poliedro

convexo da tabela com faces
iguais mas vértices distinguiveis.

/4__

Construa e compare o poliedro de
Arquimedes rombicuboctaedro
com o poliedro de Johnson J37.

Se os arquimedianos tém vértices
indistinguiveis, por que o J37 ndo &
arquimediano?
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Ladrilhados

A arte do ladrilhamento consiste
no preenchimento do plano com
poligonos, sem superposi¢cdes ou
buracos. Essa técnica € usada em
papéis de parede, pisos decora-
tivos com cerdmicas ou pedras,
pisos e forros de madeira, estam-
paria de tecidos, malharias e
crochés, no empacotamento ou
empilhamento de objetos iguais
etc.

Hd& apenas 11 tipos de ladrilhados
gue usam apenas poligonos
regulares e mantém a mesma
distribui¢cdo de pecas em cada

vértice. Entretanto, nenhum deles
permite o uso de pentdgonos
regulares. Com um Unico tipo de
poligono, temos os ladrilhados

de triGngulos equildteros, qua-
drados e hexdgonos, mas também
com pentdgonos irregulares. Aléem
disso, ndo é dificil ver que qual-
quer quadrilatero serve para fazer
um ladrilhado do plano.

©)

Imagem: Matemateca

Os mosaicos de Penrose usam dois
poligonos especiais, o “papagaio” e a “asa
delta”, para formar ladrilhados que ndo se
repetem.




Desafio
1

Tente montar ladrilhados com pen-
tdgonos regulares para ver que
isso ndo é possivel. Mas com uma
pecinha extra d& para fazer um
mosaico interessante.
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Monte ladrilhados com:

* um quadrado e dois octdgonos
em cada vértice;

* dois quadrados, um tridngulo
e um hexdgono em cada vértice
(veja que faz diferenga os dois
quadrados estarem juntos ou
separados)

3
Encontre os dois tipos de pegas
que sdo quadrilateros irregulares.

E possivel ladrilhar usando apenas
um tipo?

Dica: com 4 deles vocé monta uma
figura que pode ser repetida em
duas direcdes.

Monte ladrilhados ndo periddicos
(que ndo se repetem) usando os

papagaios e asas deltas, como
mostrado na foto do texto.
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Equidecomponibilidade

Com as mesmas pegas podemos
formar um hexdgono ou um
quadrado! Serd que também é
possivel fazer isso com um qua-
drado e um tridngulo equilatero?

Na verdade, pode-se mostrar
que quaisquer dois poligonos de
mesma area sdo equidecomponi-
veis, ou seja, existe uma particdo
em poligonos menores que é
comum aos dois. Encontrar a
forma de fazer isso € outro pro-
blema e pode ser bem dificil!

v4.indd. 9

Se aumentarmos a dimensdo e
pensarmos No mesmo problema
para poliedros, a resposta mudara.
Por exemplo, um tetraedro regular
e um cubo de mesmo volume ndo
sdo equidecomponiveis. Quem
provou isso foi Max Dehn, em 1900,
e foi a resposta mais rapida a um
dos problemas da famosa lista de
Hilbert, feita em 1900.

Um modo de
decompor o quadrado
e o tridngulo em pecgas
idénticas, conhecido
como o Problema de
Haberdasher.

Imagem: Phidauex, na Wikimedia Commons.
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A forma da areia

Quando despejamos areia sobre

a placa até que qualquer novo
acréscimo provoque deslizamento,
ficamos com uma montanha de
inclinacdo constante. Essa incli-
nac¢do € a mdaxima que essa areia
suporta.

A altura da montanha sobre um
ponto da placa indica a que dis-
tancia aquele ponto estd da
fronteira. O ponto mais alto da
montanha, portanto, se projeta
sobre o chamado centro geogra-
fico, que € o ponto mais distante
da fronteira. No caso de um
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triGngulo esse ponto é o incentro,
que € o encontro das bissetrizes,
ou o centro do circulo inscrito.

A cumeeira da montanha se pro-
jeta sobre o que é chamado o

“esqueleto” da placa. Esse esque-
leto tem aplicagdes, por exemplo,
na area de Visdo Computacional.

“

Imagem: Harald Stpfle, na Wikimedia
Commons

Na natureza a areia ndo tem uma borda para
escapar e sofre a agdo do vento e da chuva.
Mesmo assim sua cumeeira e sua inclinacdo
se parecem muito com as montanhas de
areia deste experimento.
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Desenhando circunferéncias

A maneira mais comum de se
desenhar uma circunferéncia é
usando um compasso. Mas ndo
teria graca nenhuma colocarmos
um compasso nesta exposigdo,
por isso mostramos aqui outra
maneira de se desenhar circun-
feréncias, ou do menos pedagos
delas.

Esses mecanismos se apoiam no
Teorema do Arco Capaz, veja a
figura. Ele diz o seguinte: (1) fixe
uma circunferéncia (em vermelho)
e também uma “corda” dessa cir-
cunferéncia (em verde); (2) como

allv4iindd 3]

a corda divide a circunferéncia em
dois arcos, escolha um deles; (3)
agora tome qualquer ponto nesse
arco (o desenho mostra trés: P, P’
e P”"): o dngulo que esses pontos
fazem com os dois extremos da
corda é sempre iguall

O mecanismo entdo faz o con-
trario: fixa o dngulo com duas
semirretas, forca-as a passar pelos
extremos da corda e pronto, o vér-
tice traca o arco de circunferéncial

Imagem: Matemateca

O Teorema do Arco Capaz diz que os pontos
de um arco de circunferéncia “enxergam”
uma corda com dangulos iguais. Se a corda
for um didmetro, esse dngulo é 90.
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Por dentro das simetrias

Simetria € um conceito vago
usado na linguagem corrente,
em geral associado a questoes
estéticas. Mas simetria, em mate-
matica, pode ter uma definicdo
mMais precisa.

Diz-se que um objeto “tem
simetria” se existem modos de
transforma-lo (rigidamente) que
preservam sua aparéncia. Por
exemplo, rode um cubo em 90
graus por um eixo cruzando o
meio de faces opostas, e ele volta
a ocupar exatamente a mesma
posi¢do no espaco. Ou entdo
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trogue tudo o que estd a direita
com o que estd d esquerda no
corpo de uma pessoda, e poucos
perceberdo a diferenca.

Para entender as simetrias,

um truque é usar marcadores,
como cores. Mesmo que o objeto
volte a ocupar o mesmo lugar

do espago, as cores trocam de
lugar. Estudando as permutagdes
geradas entre as cores, pode-se
entender melhor o conjunto de
simetrias de um objeto.

e

Imagem: Chamira.lasantha, na Wikimedia
Commons

As rotagdes que deixam um colchdo no
mesmo lugar sdo as Unicas possibilidades
que temos para prolongar seu uso. Quantas
sdo se ele for retangular? E se for quadrado?
Pronto, vocé ja estd investigando simetriasl!




Desafio
1

Cologue um dos cubos que tem
varetas coloridas espetadas
(chame de “satélite”) em uma
posi¢do qualquer. Agora pegue

0 outro cubo e coloque-o com as
cores na mesma posi¢gdo. Rapido!
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Vamos dificultar as coisas: coloque
os dois satélites alinhados, mas
com as cores das varetas em posi-
coes diferentes. Vocé conseqgue
fazer uma Unica rotacdo em um
dos satélites para que suas cores
figuem iguais as do outro?

<

3

Ache na mesa os tetraedros (4
faces), octaedros (8) e icosaedros
(20). E sempre possivel coloca-los
Ccom ds cores nas mesmas posi-

¢oes? Em quais casos dade em
quais ndo da?

z:;_

N

N

Examine as pegas com 5 tetrae-
dros enlacados, cada um de uma
cor. As pontas dos tetraedros caem
nos vertices de um dodecaedro!
D& para coloca-los com as cores na
mesma posi¢do?
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A revolugao dos poliedros

Ao girar o cubo azul, obtemos um
cilindro. Prestando mais atencdo,
temos a impressdo visual de

dois cilindros: um mais denso,
interno, e outro menos denso,
externo. Repare que esses cilindros
correspondem a rotagdo das cir-
cunferéncias inscrita e circunscrita
d base do quadrado.

Para outros poliedros e outros
eixos, as figuras obtidas sdo mais
sofisticadas. Aparecem partes

de hiperboloides, resultantes da
rotacdo de segmentos de reta que

“ 13901 _Etiqueta_Harizontal-v4.indd 19

estdo em retas reversas dos eixos
de rotacdo.

Perceba que a imagem mais
densa corresponde aos pontos que
sempre estdo no poliedro, inde-
pendentemente de sua posigdo:

€ aintersec¢do de todas as posi-
¢cdes possiveis. A menos densa
corresponde ados pontos que estdo
no poliedro em pelo menos uma
posi¢cdo: € a unido de todas as
posigdes possiveis.

Imagem: Frangois Goglins, na Wikimedia
Commons

O torno, inventado hd mais de 3 mil anos,

é a ferramenta certa para criar sélidos de
revolugdo, que sdo as figuras simétricas em
relagcdo ao eixo em torno do qual giram.
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Topologia das superficies

Duas superficies sdo consideradas pode ser deformado para virar
equivalentes, segundo a Topologia,  uma esfera, e assim por diante.
se uma puder ser transformada

na outra por meio de deformagdes Algumas superficies tém bordo,

sem rompimento, ou ainda, defor-
magdes com rompimento mas
seguido de “colagem de volta no
mesmo lugar”.

A superficie de uma xicara e um
toro (que é o formato da cdmara
de pnevu) sdo equivalentes nesse
sentido, pois podemos deformar,
ao menos imaginariamente, uma
na outra. Um poliedro convexo

“ 13901 _Etiqueta_Horizontal-v4.indd 2

engquanto outras ndo tém. O bordo
constitui-se de uma ou mais curvas
fechadas simples no espago, for-
mando nos ou enlaces.

As superficies também podem
ter “dois lados” (orientaveis) ou
“apenas um lado” (ndo orientd-
veis). Vocé pode investigar isso
passeando com o dedo por elas.

Imagem: bienal.org.br

Premiada na | Bienal de Sdo Paulo, em 1951, e
de posse do Museu de Arte Contempordnea,
da USP, a Unidade Tripartida, de Max Bill, &
um exemplo da influéncia da Topologia na
Arte.




Desafio
1

Ordene as 4 pecas que ilustram
uma xicara se transformando em
um toro.
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Identifiqgue quais superficies tém
bordo e quais ndo tém. Quando
tém, quantas componentes sdo?
Em cada caso, identifique qual no
ou enlace o bordo forma (com o
apoio da estagdo ao lado que fala
sobre Teoria dos NoOs).

2

3

ldentifique quais superficies sdo
orientaveis e quais ndo sdo orien-
taveis. As ndo orientaveis ndo tém
“dois lados™ vocé pode passear

com o dedo pela peca e chegar no
outro lado, sem passar pelo bordo.

N
Uma pergunta mais desafiadora:
se vocé pode (na imaginac¢do)
cortar e costurar no mesmo lugar
(ponto a ponto), qual destas super-
ficies pode se transformar em um
cilindro?

1/21/20 08:45
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Decompondo superficies em linhas

Muitas superficies sdo conhecidas
ndo s6 por seus formatos, mas
também por suas féormulas. As for-
mulas, por sua vez, nos ensinam d
“decompor” as superficies em uma
infinidade de linhas.

Em particular, algumas superfi-
cies podem ser geradas apenas
pela unido de retas. Elas sdo cha-
madas de superficies regradas.
Por exemplo, a peca de madeira
colorida ilustra uma superficie
chamada de paraboloide hiper-
bolico, ou, mais popularmente,
de sela (de cavalo). Ja o objeto

“ 13901 _Etiqueta-Harizontal-v4.indd 25

de metal, quando torcido ligeira-
mente, ilustra o que se costuma
chamar de hiperboloide de uma
folha.

Imagem: Ugkoeln, na Wikimedia Commons

Superficies regradas vém sendo usadas na
arquitetura desde os trabalhos de Gaudy. A
foto mostra a Catedral de Brasilia, projetada
por Oscar Niemeyer a partir da forma de um
hiperboloide de uma folha.
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Areas minimas

Saber as formas possiveis que
uma pelicula de sabd&o pode
assumir uma vez que seus con-
tornos ja estdo pré-definidos
(pelos metais) € o que se chama,
na Matemdtica, de Problema de
Plateau.

Quando a pelicula ndo cerca o ar
formando cédmaras fechadas, ela
tem a propriedade de minimizar
area. Isto quer dizer que qual-
quer forma préxima que tenha o
mesmo contorno necessariamente
terd maior area.

Essas superficies sdo chamadas,
por causa disso, de superficies
minimas. Note que hd também
arestas internas criadas pelo
encontro de peliculas. O estudo
das superficies minimas se inclui
no que modernamente se chama
geometria diferencial.

Imagem: Anders Sandberg, na Wikimedia
Commons

A superficie minima desta imagem foi
descoberta pelo brasileiro Celso José da
Costa, em 1982. Infelizmente ndo é possivel
reconstrui-la com peliculas de sabdo, porque
€ instavel.
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Desafio

Sem criar espuma, mergulhe sua- Veja que, no caso dos contornos Mergulhe os dois aros circulares Com os contornos, € possivel obter
vemente as estruturas de plastico formados por arestas de poliedros, bem juntos e retire-os, afastan- superficies parecidas com aquelas
na solugdo de detergente glice- as vezes mais de uma forma pode do-os um pouco. Se houver uma que estdo na mesa de “topologia
rinado e observe as formas que ser obtida. Use um dedo para pelicula no meio, fure-a com o das superficies”. [dentifique quais
as peliculas assumem. O objetivo furar bolhas e sopre ligeiramente dedo. A forma que vocé obtém é sdo elasl!

aqui ndo é assoprar para formar para mudar de uma forma para uma catenoide. Ela fica instavel

bolhas! outra. quando os aros se afastam.
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Caminhos mais curtos

Mergulhe as pecas na solugdo e
retire-as. As paredes de pelicula
formam as arestas de um grafo,
em que os vértices sdo os pinos e
também mais alguns pontos que
surgem do encontro de paredes.
Se o grafo ndo tiver um circuito
fechado entdo é chamado de
“arvore” e as arestas ficam retas.

As arvores obtidas tém a proprie-
dade de serem solucdes (locais)
do Problema de Steiner: dados
certos vértices no plano (os pinos),
achar o caminho de comprimento
minimo que liga todos os vértices.

3l v4.inddl 29

Os vértices adicionais que surgem
nessas solucdes sdo chamados de
“poontos de Steiner”.

Sempre trés arestas saem de cada
ponto de Steiner e fazem dngulos
de 120 graus entre si. As aplica-
¢des sdo evidentes em projetos de
circuitos elétricos, redes de comu-
nicagdo e de transporte.

Imagem: Bryan Derksen, na Wikimedia

Se os pontos A, B, C e D fossem cidades, essa
seria a malha vidria mais curta (isto &, com
menos quildbmetros de asfalto) ligando as
quatro. Os pontos S1 e S2, chamados pontos
de Steiner, sGo necessdrios e aparecem na
solucdo matematica.




Desafio
1

Sem criar espuma, mergulhe sua-
vemente as estruturas de acrilico
na solugdo de detergente glice-
rinado e observe as formas das
“paredes” de sabdo formadas
entre as placas. Observe os pontos
de Steiner (veja o texto).
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Usando o dedo e soprando tente
encontrar mais do que um formato
para uma mesma pega de acrilico.
Lembre-se que o objetivo é que as
“paredes” consigam ligar todos os
pinos entre si.

2

3

No caso dos tridngulos, um ponto
de Steiner s aparece se o maior
dngulo do tridngulo for menor do

que 120 graus. Faga seus proprios
testes!

/4__

Se vocé gosta de geometria, que
tal, com papel e lapis, calcular os
pontos de Steiner para os 4 pontos
situados nos vértices de um qua-
drado? A dica ja foi dada: as 3
arestas se encontram a 120 graus
uma da outra.
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Fractais e as bolas espelhadas

Fractais sdo “objetos” geométricos
com estruturas autossimilares em
infinitas escalas. Ou seja, existem
copias exatas ou aproximadas

do objeto inteiro em pedagos de
tamanhos tdo pequenos quanto se
queira.

O termo fractal foi cunhado por
Benoit Mandelbrot na década de
1970, quando 0s recursos compu-
tacionais permitiram enxergar a
riqueza e a beleza dessas figuras,
para além dos exemplos e des-
cobertas do inicio do século XX,

Horizontal_v4.indd 3

feitas por Helge von Koch, Gaston
Julia, Pierre Fatou e outros.

Estas quatro esferas espelhadas
permitem visualizar uma situacgdo
concreta onde aparece um fractal,
bastando observar as luzes refle-
tidas indefinidamente nelas.

Imagem: AVM, na Wikimedia Commons

Um broécolis romanesco (de verdadel).

A parte sua importdncia na matemdtica,
os fractais servem como ferramenta na
imitagdo de cendrios naturais e plantas.
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Desafio
1

Posicione as luzes coloridas em
frente ds esferas espelhadas.
Perceba a quantidade de reflexdes
que a luz faz nas esferas e qual
seria a consequéncia se pudessem
ser infinitas.
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Agora faga o mesmo com a cartela
colorida. Coloque-a com as cores
viradas para as bolas espelhadas
e olhe através do buraco.

£

3

Os reflexos lembram esse fractal
da figura, associado d busca das

3 solugdes de uma certa equagdo.

Para cada ponto do plano, o algo-
ritmo conduz a uma delas, e uma
cor é associada de acordo com a
solugdo que ele determina.

Imagem: Simpsons contributor, na English
Wikipedia
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A esponja de Menger

No inicio do século XX surgiram
varios exemplos de conjuntos
fractais, que serviam como con-
traexemplos (ou como testes) na
topologia e, mais particularmente,
nos trabalhos relacionados ao con-
ceito de dimensdo.

Karl Menger em 1926 propds essa
“esponja”, que nada mais & do que
uma generalizacdo tridimensional
do Tapete de Sierpinski, ideali-
zado 10 anos antes por Waclaw
Sierpinski.
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Comega-se com a particdo de um
cubo em 27 cubos com um terco
de seu tamanho e a retirada de 7
desses cubos menores (o do meio
e os 6 do meio das faces). Para
cada cubo restante, aplica se o
mesmo procedimento, e assim até
o infinito. O conjunto resultante

€ autossimilar: seus pedagos, se
ampliados corretamente, sdo con-
gruentes a figura toda.

Imagem: Carla Teodoro

Esta esponja de blocos de origami “nivel 2”
foi feita pela aluna Carla Teodoro, dentro do
projeto MegaMenger (megamenger.com) de
constru¢cdo de uma esponja nivel 4 a partir
de trabalho colaborativo no mundo inteiro.




Desafio
1

Comece lendo o texto e responda:

em cada etapa, cada cubo é divi-
dido em quantos cubos menores?
Quantos pedacos sdo retirados?
Quantos ficam?
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Esta pega é chamada de nivel 2,
porque foram aplicadas 2 etapas
construtivas. Baseando-se nas res-
postas anteriores, quantos cubos
formam esta pega? E se fosse de
nivel 3? E 4°?

3

Como em cada cubo ficam 20
cubos com 1/3 do tamanho, a
dimensdo fractal da esponja €
log(20)/log(3), aproximadamente
2,727. Com esse raciocinio, qual é
a dimensdo fractal do Tapete de
Sierpinski ao lado?

Imagem: Johannes Rossel, na Wikimedia
Commons
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Um zoom infinito?

Este video parte de uma figura
como a do lado e, mirando em um
ponto, faz um zoom vertiginoso.

O ‘objeto matemdatico’ de par-

tida é chamado de Conjunto de
Mandelbrot, e é definido dentro da
teoria de sistemas dindmicos.

Este video termina em uma
ampliagdo de mais do que 10 ele-
vado a poténcia 250, bem além do
que as 62 poténcias de 10 entre

o tamanho do universo conhe-
cido (10 a poténcia 27, em metros)
e o comprimento de Planck (10

a poténcia -35, limite tedrico da

“ 18901 Etigueta Horizontallv4.indd 35

Fisica atual). E poderia ser mais,

porque o objeto matemdtico retra-
tado ndo tem limite algum em suas
estruturas infinitamente pequenas!

O download e a exibicdo deste
video foram gentilmente cedidos
pelo canal Maths Town, do YouTube
(www.youtube.com/c/mathstown).
Este canal traz varios outros videos
semelhantes, alguns chegando a
2h30 de duracado!

o

Imagem: Geek3, na Wikimedia Commons

Esta € a imagem do conjunto de Mandelbrot
inteiro. Incrivelmente aparecem infinitas
copias desta figura dentro dela mesma, bem
como muitas outras estruturas estranhas e
bonitas. Adivinha o que aparece no final do
video?
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Quem chega primeiro?

Uma das propriedades intrigantes
desta rampa € o fato de que se
duas bolinhas forem soltas de
posi¢gdes distintas acabardo por
chegar ao mesmo tempo no ponto
mais baixo. Por isso a curva é cha-
mada de tautdcrona, do grego
“tautos” (mesmo) com “cronos”
(tempo).

No péndulo simples isso ndo
ocorre: o periodo de oscilagdo
aumenta com a amplitude. Por isso
€sSa curva pareceu interessante,
no século XVII, para a confecc¢do
de péndulos para relégios. Na

pratica, o atrito acabou por eli-
minar a aparente vantagem
técnica.

Outra propriedade dessa curva é
que ela é a que melhor “aproveita”
a gravidade: para ir da ponta mais
alta da rampa até qualquer ponto,
o tempo mais curto se dase a
bolinha descer por essa curva. Por
isso, ela também recebe o nome
de braquistécrona, j& que “bra-
quis” significa “curto” em grego.

0]

)

Imagem: Kmhkmh, na Wikimedia Commons (adaptado)

A rampa vermelha é uma cicloide de cabega
para baixo. A cicloide é a curva tracada por
um ponto do bordo de um circulo rolando
em linha reta sobre uma superficie plana
(pense na roda de uma bicicleta).
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Tudo desce... ou nao?

Cologue o peca cobnica na parte Mas se ndo é mdgica, nem truque...

de baixo da rampa e veja o que entdo as leis da Fisica estariam

acontece! sendo desrespeitadas? Felizmente
ndo! Basta olhar do jeito certo para

A Lei da Gravidade diz que tudo enxergar o que se passal

tem que descer, a ndo ser que

tenha um apoio. Para subir, é pre- Qual é a sua interpretagdo?

ciso alguma fonte de energia.

Esse cone ndo tem motor e nem
pernas. Também ndo hd nenhum
imd que o puxe. Nenhum segredo
escondido. Vocé estd vendo tudo o
que se passa.

Coloque o cone duplo de metal na parte
mais baixa da rampa (no vértice do “V”) e
observe o que acontece: ele sobel

Né&o se iluda: ndo hd nenhum truque
escondido, nenhum ima. A resposta estd em
vocél

Imagem: Rodolpho Zukauskas
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As placas de Chladni

H& cerca de 200 anos, Ernst
Chladni, da Saxdnia, fez experién-
cias sobre vibragdes de placas
metdlicas. Ele usava um arco de
violino e, para visualizar como a
placa vibrava, pulverizava-a com
areia fina.

Chladni notou que a areia se
depositava sobre os pontos da
placa que permaneciam parados
durante as vibracdes (pontos
nodais), formando belas figuras (as
figuras de Chladni) compostas por
linhas especiais (as linhas nodais).

QOIS EtiguetashornizontallvAtindd i)

Napoledo Bonaparte ficou tdo intri-
gado que ofereceu 3.000 francos
pelo desenvolvimento de uma
teoria matematica para explicar

o experimento. O prémio coube a
Sophie Germain, mas o assunto
ndo estd esgotado até hoje.

Um modelo aproximado para des-
crever tais vibracdes € o mesmo
da membrana vibrante (a pele de
um tambor, por exemplo), para a
qual se usa a equagdo de onda.

Imagem: Matemateca/Rodrigo Tetsuo
Argenton

Cada ponto da borda onde vocé toca produz
uma nota diferente, e uma figura diferente.
Quanto mais aguda a nota, mais complexas
ficam as linhas nodais.
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Desafio

Pulverize um pouquinho de ser- Dicas: (1) Segure o arco embaixo (4) passe o arco em um Unico (6) renove a serragem se estiver
ragem sobre uma placa e, com o com sua mdo mais destra; (2) ponto da borda da placa em um empelotada ou em excesso; (7)
arco de violino, “toque” a borda com o polegar, pressione a crina movimento suave de baixo para experimente tocar em outros
como se fosse uma corda (dicas por dentro; (3) apoie a outra mado cima, inclinado no inicio e depois pontos do bordo: a nota muda e
ao lado). Tenha paciéncia no inicio, na outra ponta do arco, para dar vertical; (5) repita o movimento a figura também!; (8) atengdo: a
porque com a pratica o resultado firmeza ao movimento, mas sem mais rdpido no mesmo ponto placa circular € a mais dificil!
compensal encostar na crina. assim que sair uma nota “afinada’;

1/21/20. 08:45
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Jogo da Vida 3D

Nesta pec¢a, em cada ciclo faz-se regime pericdico ndo estacionario,

a leitura dos leds acesos e deci- é preciso religar o sistema.

de-se quais ficardo/serdo acesos

no préximo ciclo, de acordo com Esta € uma adaptagdo do célebre

uma regra: “um led estard aceso Jogo da Vida criado por John

no préximo ciclo se exatamente 4 Horton Conway, em 1970, que

vizinhos seus estavam acesos no apresenta padrdes estaciondrios,

ciclo anterior”. periddicos, autorreplicantes, e
toda uma fauna de fenémenos que

A condigdo inicial € escolhida por justifica seu nome. Ele se insere

sorteio. Toda vez que o padrdo de numa classe ampla de sistemas

leds atinge um estado estaciondrio dindmicos chamada de autématos

(tudo apagado, por exemplo), celulares. No Jogo da Vida bidimensional de Conway,

acontece de tudo. Aqui se vé uma sequéncia
de etapas em que a configuracdo estavel de
quatro luzes (o quadradinho) é destruida por
um bloco de luzes que “se desloca”.

uma nova condicdo inicial é sor-
teada. Por outro lado, se atinge um

Imagem: Andre Zanki Cordenonsi, na
Wikimedia Commons
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Desafio

Esta pecga foi criada por alunos Na maioria das vezes, as luzes O sistema também recomeca As vezes o sistema cai em uma
de computagdo do Instituto de acabam se apagando. Neste caso, quando atinge algum estado esta- situagdo em que o padrdo de
Matemdtica e Estatistica da USP. o sistema recomega, acrescen- ciondrio. Ou seja, uma situagdo luzes fica se repetindo. Neste caso,
A cada ciclo, um contador apa- tando uma unidade no contador e em que, apos aplicada a regra, diz-se que o sistema atingiu um
rece.Em seguida, sdo sorteadas sorteando novas luzes acesas. ficam acesas as mesmas luzes que “regime periédico”. As vezes é pre-
as posigdes que acendem € 0 jogo estavam acesas na etapa ante- ciso esperar bastante para ver
comecga (veja o texto). rior. Com paciéncia vocé verd um acontecer!

desses!

1/21/20. 08:45
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O balancinho

Bonitas figuras aparecem neste prancha oscilaria aproximada-
sistema mecadnico, que lembra um mente como uma elipse, enquanto
balancinho de parque de diversdo. que o dngulo de torg¢do oscilaria
Variando-se as condicdes ini- como uma senoide, ambos amor-
ciais do movimento, obtém-se tecidos pelo atrito.
diferentes tragados no papel.
Experimente! Entretanto, a observacdo evidencia
que, mesmo para pequenas 0sci-
Bem mais dificil do que obter lacdes, esses movimentos ndo sdo O dominio da condicdo
desenhos bonitos € modelar mate-  tdo independentes assim. Vocé inicial de um movimento

é crucial em qualquer
esporte. Na sinuca, por
exemplo, a diregdo, a
velocidade e o giro da
bola branca controlam as

maticamente este aparato, a partir  consegue um modelo melhor?

de conceitos fisicos fundamentais.

Para pequenas oscilagdes, o sis-

tema se assemelha a um péndulo e e

livre combinado com uma torcdo. : fas S rajetorias aa bolamavo
. " 0 R e TR R e e da bola branca apés o

Nessa simplificagdo, o centro da ‘ g : impacto.

Imagem: MichaelMaggs, na Wikimedia Commons
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Desafio
1

Destampe a caneta e, com deli-
cadeza, ponha a prancha em
movimento, escolhendo posigdo
e velocidade iniciais. Veja que é
possivel variar o desenho com a
escolha das condi¢des iniciais.
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Dicas: (1) pec¢a para alguém
segurar a caneta e apenas

soltar depois que vocé colocou a
prancha em movimento; (2) troque
a caneta e componha figuras, se
lhe agradar o resultado;

7
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2

3

(3) o suporte da caneta tem um
contrapeso que pode ser ros-
queado para tras e para a frente;
quanto mais para tras, mais “leve”

fica a caneta, o que diminui o atrito
e aproxima mais as linhas entre si;

(4) sempre tampe a caneta depois

de usar, porque o papel suga a
tinta e a caneta fica imprestavell

1/21/20. 08:45



O efeito borboleta

Esta pecga sintetiza a principal
caracteristica dos sistemas cao-
ticos: a sensibilidade ds condicdes
iniciais. Mesmo partindo de posi-
¢des iniciais quase idénticas, as
pequenas diferencas se ampliam
e, em pouquissimo tempo, cada
um estd se movimentando de
forma completamente diferente do
outro.

Esse tipo de fendmeno ficou
popularmente conhecido como
efeito borboleta, em raz&o da
analogia que se fez com a dife-
renga provocada nas condigdes

ntalVAlindd A7

meteoroldgicas que o bater de
asas de uma simples borboleta
pode causar.

N&o € que a borboleta seja capaz
de provocar uma catastrofe cli-
matica. O ponto é que nossa
incapacidade de precisar minUs-
culos fatores em nossa atmosfera
nos impede de podermos prever
as condi¢des meteoroldgicas apods
um certo numero de dias. O atrator de Lorenz, descoberto por
Edward Lorenz, em 1962. Ele descobriu
que mesmo sistemas meteorolégicos
muito simplificados teriam sensibilidade
as condig¢des iniciais, inviabilizando a
previsdo do tempo.

Imagem: Dschwen, na Wikimedia Commons

©
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A roda d’agua caodtica

Este experimento ilustra o que se
conhece popularmente como caos.
O estudo do caos se insere na
moderna teoria de sistemas dind-
micos, que é a drea da Matematica
dedicada aos sistemas que evo-
luem com o tempo. E nessa drea
que trabalha Artur Avila, o bra-
sileiro premiado com a famosa
Medalha Fields, em 2014.

Observar o caos nem sempre é
facil. Este sistema, por exemplo, é
controlado por um pardmetro, que
€ o fluxo de dgua. Dependendo do
valor desse pardmetro, o sistema

pode adotar um comportamento
periddico ou, alternativamente,

um comportamento ndo periddico.
Mude o fluxo e observe!

Em geral o comportamento ndo
periddico estd associado com a
sensibilidade das condicdes iniciais,
o que dificulta previsdes precisas
do movimento no longo prazo (veja
a pega dos péndulos duplos para
saber mais).

O

Imagem: Matemateca/LAME

Esta pega foi concebida e realizada

por alunos de graduagdo na disciplina
“Matematica, Arquitetura e Design”, parceria
entre a Matemateca e o LAME - Laboratério
de Modelos e Ensaios da FAU-USP.

N
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A paciéncia Bulgara

Assim como o Jogo da Vida, este
é um exemplo bem simples e
bacana de um sistema dindmico
finito. Finito porque s6 um nUmero
finito de estados é possivel.

Além disso, também ndo é pro-
priamente um jogo, porque ha
uma regra precisa do que temos
que fazer e nenhuma escolha nos
€ dada. Ou seja, apesar do nome,
ndo é um jogo de paciéncia.

O interessante é tentar entender
0 que acontece quando repetimos
a regra muitas vezes. Como so6

ntalSVAlinddissil

hd um nUmero finito de estados,
em algum momento algum vai se
repetir e vocé estard preso em um
ciclo periédico. Esse ciclo pode ter
periodo 1 (serd um ponto fixo) ou
periodo maior do que 1.

Que talinvestigar o que acontece?

Esta é a atragdo mais fécil de reproduzir em
casa. Vocé pode usar qualquer coisa para
fazer as pilhas (sabonetes, fichas de jogo,
tijolos). Na verdade, nem precisa de pilhas.
Por exemplo, use agrupamentos de palitos.

Imagem: Pop Up Kindness, no Pinterest
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Desafio
1

Pegue 10 blocos, colocando-os em
pilhas como quiser (por exemplo,
uma pilha de 7 e outra de 3, ou
duas pilhas de 3 e uma de 4).

Tire um bloco de cada pilha para
formar outra pilha e observe. Faca
de novo. E de novo...

13901 Etiqueta Horizontal v4.indd" 52

2

—\

Repetindo muitas vezes o procedi-
mento, o que acontece? Investigue
algumas condicdes iniciais e veja
se o resultado é o mesmo.

7
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F
3
E se vocé usar 15 blocos, ao invés

de 10? Vocé consegue prever o
resultado?

Depois do 15, quais nuUmeros
dariam um resultado parecido?
Se vocé jaouviu falar em nUmeros
triangulares ird reconhecé-los
aqui...

/4__

E interessante agora tentar usar
um numero de blocos diferente.
Para ndo demorar muito, inves-
tigue com 11,12, 13... (ou mesmo 7, 8
e 9). Qual é a diferenga para 10 ou
15 blocos?

1/21/20
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Uma régua de calculo circular

Antes do surgimento das calcula-
doras eletrénicas, especialmente
as cientificas, a régua de calculo
era o Unico recurso utilizado por
cientistas e engenheiros em seus
calculos didrios.

Inventado pelo padre inglés
William Oughtred (1574-1660),
esse instrumento teve seu aperfei-
¢oamento ligado a varios nomes:
Richard Delamain (aluno de
Oughtred) apresenta a régua de
calculo circular (1630), R. Bissake
apresenta a régua de cdlculo com
lingueta corredica (1654), J. Watt

“ 13901 _Etiqueta-Horizontal v4.indd: 53

aperfeicoa as graduacdes das
escalas (1779), Amedee Mannheim
(oficial francés) introduz um cursor
movel ligando as escalas (1850),
por exemplo.

A funcdo central da régua de
calculo é efetuar operacdes de
multiplica¢do, apoiadas na pro-
priedade log (ab)=log a + log b,
transformando um produto numa
adi¢cdo, na escala logaritmica.

o

Imagem: U.S. Records of the Forest Service,
na Wikimedia Commons

Sem calculadoras eletrénicas, tudo era
feito com réguas de cdlculo, em geral
lineares (ndo circulares). Elas também
tinham vdarias outras fungdes matematicas
que encontramos hoje nas calculadoras
cientificas.
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Desafio
1

Inicie o movimento com todas

as flechas na vertical e apon-
tando para cima. Comece a rodar
observando a engrenagem azul.
Quantas voltas da roda azul sdo
necessdrias para que o meca-
nismo volte a posig¢do inicial?
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Como as rodas estdo engre-
nadas, o numero de dentes
deslocados n&o depende da roda.
Por exemplo, a amarela anda 48
dentes em 1volta. Isso faz a ver-
melha, de 30 dentes, andar 1 volta
mais 18/30 =3/5 de volta. Confere?

2

3

Para as setas retornarem a posigdo
inicial, o nUmero de dentes deslo-
cados deve ser um multiplo de 20,
de 30 e de 48. Na primeira vez é
quando as engrenagens andaram
o menor multiplo comum aos 3
numeros.

/4__

Se vocé jdachou o MMC dos

trés numeros, agora pode saber

quantas voltas cada roda deu.

Basta dividir o nUmero de dentes

andados pelo nUmero de dentes @
da roda. Vocé esta pronto para

resolver o desafio?

1/21/20 08:45
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Uma maquina de somar

Estamos acostumados a escrever
os nUmeros em base 10, pois este
sistema foi o que predominou em
nossa cultura (e por serem dez
os dedos das mados). Ao ver 109
pensamos em “1 centena mais O
dezenas mais 9 unidades”.

De um certo ponto de vista,

mais econdmico seria usar a
base 2, pois apenas dois alga-
rismos sdo necessarios: 0 e 1.
Neste caso, a notagdo posicional
¢é feita baseada nas poténcias de
2. Por exemplo, a representacdo

Horizontal v4.indd 57

de 109 em base 2 € 1101101: 109 =
1X64+1%32+0 X16+1X8+1x4+0x2+1x1.

Somar dois nUmeros na base 2 é
semelhante a somar na base 10:

a soma é feita da direita para a
esquerda, observando que, em
cada coluna, 0+0 resulta 0, 1+0
resulta 1, 0+1 resulta 1, 1+1 resulta O
e “vai 1”, 1+1+1 resulta 1 e “vai 1”. Esta
maquina realiza exatamente esse
algoritmo. Confiral

Imagem: Site da Evil Mad Scientist, que
reeditou o brinquedo

Muitas calculadoras e computadores
mecanicos foram construidos ao longo da
histéria. Esse é um brinquedo criado na
década de 60 que é um computador de
bolinhas, chamado Digi-Compll.




Desafio
1

Vamos somar 13 e 9, por exemplo:
(1) zere a maquina; (2) coloque
poténcias de 2 formando 13 e car-
regue; (3) coloque poténcias de 2
formando 9 e carregue; (4) leia o
resultado na diagonal, somando as
poténcias de 2.
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Como fazer (2) ou (3) ao lado?
Vejamos o 13, por exemplo. O & é
a maior poténcia de 2 que cabe
no 13, entdo ponha uma bolinha
no &. Faltam 5, entdo ponha uma
bolinha no 4 e complete com uma
bolinha no 1.

Outra brincadeira: zere a maquinag,

ponha uma bolinha no 1e car-

regue. Ponha outra no 1 e carregue.

E assim por diante. Note: sempre

que uma casa jatem uma bolinha
e recebe outra, uma é descartada
e a outra vai para a casa seguinte.

/4__

Agora carregue todas as casas

de 1a 64.Vocé estainserindo o
nUmerol1+2+4+8+16 + 32 + 64,

que € 127 (um a menos que a pro-

xima poténcia, 128). Agora some @
1 unidade e observe! O resultado

tem que ser 128.

1/21/20 08:45



O tabuleiro de Galton

Qual é a chance de uma bolinha
cdir nas colunas do meio? E maior
do que cair numa coluna das
pontas?

Este experimento ilustra como uma
sucessdo de eventos aleatoérios faz
com que certos resultados sejam
mais provaveis do que outros.
Mesmo que em cada choque @
bolinha tenha as mesmas chances
de ir para a direita ou para a
esquerda, chegar no meio é mais
provdvel simplesmente porque

hd mais caminhos que vé&o para

o0 meio do que caminhos que vdo
para as pontas.

Se fosse mesmo probabilidade
meio a meio em cada pino, as pro-
porcdes de bolinhas nas colunas
seriam dadas pela 99 linha do
tridngulo de Pascal (ver o outro
display). Mas ndo é dificil notar que
os pardmetros envolvidos no expe-
rimento, como os raios dos pinos

e bolinhas, as distancias entre os
pinos, a elasticidade dos choques
etc, podem mudar tudo.

©)

Imagem: Cflm001, na Wikimedia Commons
(adaptado)

A distribuicdo normal € universal, no sentido
que aparece em diversas situagdes reais,
independentemente de sua natureza. Essa
universalidade pode ser até demonstrada
matematicamente, se corretamente
formulada.
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Controle de qualidade

O mundo é cheio de imperfeigcdes,
mesmo que vocé seja o dono de
uma fabrica produzindo alguma
peg¢a em série. A questdo ndo é se
vocé produz ou ndo pegas idén-
ticas, porque é certo que elas
nunca serdo idénticas, mas quanta
imperfeigdo é possivel tolerar num
processo de fabricagdo. Se um
erro de 0,1 mm ¢é toleravel numa
porca de 1cm, entdo a peca produ-
zida ainda é Util.

Cabe aos engenheiros, usando

estatistica, entender qual é a
margem de erro das pecas
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produzidas, qual € o nivel aceitavel
de erro e o que pode ser feito para
adaptar uma coisa a outra.

N&o sabemos o processo de fabri-
cagdo destas bolinhas de gude, e
sabemos que dificilmente alguém
ird se importar com as pequenas
variacdes nos seus didmetros.
Mesmo assim, propomos aqui des-
cobrir como essas variacoes se
distribuem. Mdos a obra?

Imagem: Steve Jurvetson, na Wikimedia
Commons

Trabalhadores numa fdbrica montando e
testando sistemas de fibra 6tica. Erros sdo
naturais nos equipamentos e nos seres
humanos. Quanto mais controle sobre os
erros, melhor!




Desafio
1

Primeiro confira se os dois gaba-
ritos (nas pontas) estdo justos entre
as varas de metal, para tudo fun-
cionar direito. Se ndo estiverem,
use as roscas para liberar as varas
e fazer o acerto. Rosqueie de novo
sem forcal
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Ponha uma a uma as bolas de
gude na parte mais alta das
varetas, deixando-as rolar pela
rampad. Se as varas estiverem bem
posicionadas, cada bola caird no
ponto em que a distancia entre as
varas for maior que seu didmetro.

2

3

Se tudo deu certo até aqui, vocé
verd as bolas cairem em lugares
diferentes. O que vocé estd
fazendo é separd-las de acordo
com seu tamanho, sem precisar
medir uma por vez.

z:;_
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Como quase sempre, a distri-

buicdo normal (a “gaussiana”)

parece estar presente. Note que ha

mais bolas em torno de um valor

central do que em valores afas- @
tados, mais ou menos como ocorre

no tabuleiro de Galton.
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O que tem nos chocalhos?

N&o é possivel ver o conteUdo dos
chocalhos, apenas duas bolinhas
de cada vez. Serd que com isso é
possivel determinar exatamente
quantas bolas e de quais cores ha
|6 dentro?

A Teoria de Probabilidades per-
mite obter respostas a essas

perguntas com razodvel confianga.

Aumentando o nUmero de experi-
mentos aumenta também o grau
de certeza da resposta. (Certeza
mesmo s6 tem o artesdo que fez
essas pegas, a ndo ser que ele
tenha perdido a informagdo...)
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E ateng¢do: se houvese apenas uma
janelinha, seria possivel apenas
saber a proporgdo de bolas de
cada cor. Mas com duas janelinhas,
em principio, & possivel também
saber quantas sdo as bolas de
cada cor.

-~

Imagem: Rodolpho Zukauskas

O artesdo colocou as bolas dentro dos
chocalhos e fechou-os com cola. Nunca mais
teremos certeza absoluta de quantas bolas
h& em cada um.




Desafio
1

Pegue um chocalho, sacuda-o bas-
tante e vire-o, deixando que duas
bolas aparegam nas janelinhas.
De que cores elas sdo? As duas da
mesma cor ou cada uma de uma
cor?
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Se houvesse 1 milhdo de bolas
brancas e 1 milhdo de vermelhas
no chocalho, qual seria a probabi-
lidade (aproximada) de sair duas
brancas? E de sair uma branca e
uma vermelha?

3

E com 2 de cada cor? A resposta
seria a mesma? Pense assim: a
chance de sair a primeira branca é
1/2 (2 brancas em 4 ) e a de sair a
segunda branca é 1/3 (uma branca
em 3 no total): 1/6 de chance de
sair duas brancas.

/4__

O mesmo raciocinio serve para

calcular as probabilidades quando

han bolas brancas e m bolas ver-

melhas. O incrivel é que valores

diferentes de (n,m) ddo sempre @
probabilidades diferentes.

1/21/20 08:45



“ 118901 _Etig

Amostragem

As bolinhas sdo pessoas e suas
cores representam suas opinides.
Por exemplo, as brancas sdo as
que apoiam uma agdo do governo
e as vermelhas sdo as contrarias.
Qual é a porcentagem de pessoas
que apoiam?

A amostragem é o método utili-
zado, na Estatistica, para tentar
estimar essa porcentagem, sem
ter que conversar com toda a
populagdo. Se a amostra ndo tem
vicios, espera-se que a fracdo

de favordveis na amostra esteja
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proxima da fragdo na populacdo
inteira.

Nos compartimentos desta peca,
as populagdes e as fragdes de
bolas brancas (ou vermelhas)
sdo exatamente iguais. O que
difere um do outro é que em um
as amostras sdo de 10 individuos,
enguanto no outro sdo de 50.

Embaralhe as bolas, colete as
amostras, conte e dé seu palpite.
Qual dos compartimentos vocé
acha melhor para isso?

4 ; MR AT T gy N
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S O R } N A 'l.‘.,"t.-ﬂ-ﬂ.a( 4%

Imagem: Sérgio Valle Duarte, na Wikimedia
Commons

As pesquisas eleitorais e de opinido
funcionam assim: se ndo é possivel
perguntar para todo mundo, entdo faga
uma amostragem!




Desafio
1

Cada compartimento tem 360
bolas, entre brancas e verme-

lhas. A fragcdo de cada cor ¢ igual
nos dois compartimentos, e vocé
pode tomar amostras dessa fragdo
sacudindo as bolas e deixando-as
preencher os buracos.
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Usando a amostragem de 10
bolinhas, tente descobrir a porcen-
tagem de bolas vermelhas. A cada
tentativa, a porcentagem de bolas
vermelhas na amostra € o niUmero
de vermelhas retidas multiplicado
por 10.

2

3

As porcentagens obtidas nas
amostras de 10 variam muito?
Tente agora com as amostras
de 50. Neste caso, basta multi-
plicar a contagem de vermelhas
por 2, para obter a porcentagem
na amostra. Os valores variam
menos?

z:;_

N
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Vocé ja percebeu que ndo € pos-
sivel haver certeza sobre o nUmero
total (ou a porcentagem) de bolas
vermelhas. Mas, se fizer o expe-
rimento muitas vezes (com 10 ou
50), é possivel cercar melhor a
informacdo verdadeira?
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Jogos da velha

No jogo da velha comum com nove
quadradinhos, se ambos os joga-
dores souberem jogar, o jogo deve
empatar, certo?

Isso significa que ndo existe

uma estratégia vencedora para
nenhum dos jogadores. Jano jogo
da velha 3x3x3, ou mesmo no
4x4x4, isso ndo acontece. Nesses
casos, existe estratégia vence-
dora para o primeiro jogador.
Isso significa que, se o primeiro
jogador conhece a estratégia, ele
vai ganhar. Ndo importa o que o

segundo jogador fizer, ele saberd
responder e vai ganhar no final.
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Imagem: DaBler, na Wikimedia Commons

Vocé consegue descobrir como
ganhar sempre no tabuleiro
3x3x3? E no tabuleiro 4x4x4? Na
verdade, um dos casos é bem mais
dificil que o outro!

.‘

O Gomoku é uma variante do jogo da velha.
E jogado em um tabuleiro grande e ganha
quem formar primeiro uma linha de 5.
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Desafio
1

Em todos os jogos da velha, ganha
o primeiro que formar uma linha
inteira. Em alguns jogos as linhas
tém tamanho 3 e em outros tém
tamanho 4. E vale qualquer tipo de
linha: diagonais, em pé, vértice a
vértice etc.
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Vocé talvez jd saiba que, no 3x3, se
os dois “jogarem bem”, ninguém
ganha. Ou seja, quem ndo quiser
perder consegue, no minimo,
empatar. Mas, no 3x3x3 e no
4x4x4, se o primeiro ajogar quiser
ganhar, ele ganhal

2

3

Uma regra alternativa € jogar até
acabar as pegas. O vencedor é
aquele que formar mais linhas. Ha
uma dificuldade adicional, neste

caso, de contar as linhas conse-
guidas por cada jogador!

4

Se vocé ndo gosta de jogar, pode
se divertir contando quantas linhas
podem ser formadas nos tabu-
leiros 3x3x3 e 4Ax4x4. Conte direito,
porque qualquer distragdo é fatall
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As pontes de Konigsberg

Os moradores de Kénigsberg (hoje
Kaliningrad, na RUssia) se pergun-
tavam se era possivel percorrer a
cidade passando exatamente uma
vez em cada uma das suas sete
pontes.

Leonard Euler, um grande mate-
matico suico, deu uma solucdo
elegante e simples para a questdo.
Para tanto, “traduziu” o problema
para a linguagem de grafos. Vocé
pode pensar em um grafo como
um conjunto de pontos (vértices)
ligados (ou ndo) por um ou Mmais
tragos (arestas). No problema das

pontes, as arestas sdo as pontes e
os vértices sdo as regides ligadas
pelas pontes.

Atualmente, esta teoria desperta
grande interesse pelas inuUmeras
aplicagdes que possibilita: circuitos
elétricos, circulacdo de mercado-
rias, transporte, administragdo de
redes etc. Por exemplo, uma rede
telefonica ou a internet podem ser
tratadas como grafos.

Imagem: Martin Grandjean, na Wikimedia
Commons

Grafos sdo usados para entender
“sociogramas”, em que as pessoas sdo os
vértices e suas relacdes sociais sdo arestas.
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Desafio

Cologue as pontes como quiser e Independentemente de vocé ter Quer entender melhor o que esta Pense agora na(s) regido(bes)

tente achar um caminho que passe  conseguido ou ndo achar um acontecendo? Entdo pense assim: onde o trajeto comecga e acaba.

em cada uma das pontes uma caminho euleriano, tente mudar se existe um caminho euleriano, e Pensou?

Unica vez (ou seja, um “caminho as pontes, deslocando-as, reti- uma regido ndo é nem o comego

euleriano”). O caminho pode ter- rando-as ou acrescentando-as. E nem o fim do caminho, entdo ela O que Euler mostrou foi que para o

minar onde comegou ou ndo. agora, vocé consegue? Quando tem que ter um nUmero par de caminho euleriano existir € neces-
isso é possivel e quando ndo &7? pontes. Concorda? sdrio e suficiente ter O ou 2 regides

com nUmero impar de pontes.
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Hex, o jogo de John Nash

O jogo Hex foi inventado de forma
independente pelo matematico
sueco Piet Hein e pelo matema-
tico norte-americano John Nash,
aquele que se tornou conhecido
por ter sua vida contada no filme
“Mente brilhante™

Parece incrivel, mas neste jogo ndo
ha empate possivell Além disso,
Nash demonstrou que, em tabu-
leiros simétricos (n por n), existe
estratégia vencedora para o pri-
meiro jogador.

Mas ndo é facil encontrar as estra-
tégias. Em 2003, Jing Yang, Simon
Licdo and Mirek Pawlak encon-
traram uma estratégia vencedora
para o primeiro jogador para
tabuleiros de tamanho 7x7, 8x8 e
9x9. Ainda se procura uma solucdo
para o caso geral. Topa uma
partida?

Imagem: Jean-Luc W, na Wikimedia
Commons

N&o hd empate. De qualquer modo que os
jogadores coloquem suas pecas, no final
sempre haverd um caminho vencedor
para um deles. Isso foi demonstrado.
Matematicamente!
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Desafio
1

Objetivo (ver figura): as brancas
querem ligar duas margens
opostas, e as pretas querem ligar
as outras duas margens. Joga-se
alternadamente, em qualquer
lugar do tabuleiro. Na figura ao
lado, as pretas ganharam.

Veja um exemplo de estratégia na
figura ao lado. As azuis fazem uma
“ponte” com A e C, conseguindo
ligar o caminho por B ou D na
rodada seguinte, independente-
mente do que fizer o outro jogador.

Imagem: Untrozo, na Spanish Wikipedia

Imagem: Tiltec/Petteri Aimonen, na
Wikimedia Commons
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Desafio
1

Encontre um caminho hamilto-
niano: com os pinos numerados,
crie um caminho que passe uma
Unica vez em cada vértice. E pos-
sivel fazer um caminho fechado,
isto €, em que o Ultimo vértice esta
ao lado do primeiro?
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Nesse grafo, por ser uma plani-
ficacdo do dodecaedro regular,
todos os vértices sdo equivalentes.
Se vocé conseguir algo com um
vértice, entdo conseguird o mesmo
com qualquer outro. Confiral

<

3

Agora bloqueie um dos vértices
(qualgquer um, pois sdo equiva-
lentes), como se ele ndo existisse
mais no grafo. Vocé consegue
ainda achar um caminho hamilto-
niano? Aberto ou fechado, ou os
dois?

/4_

Vocé também pode bloquear dois
(ou mais vértices). Agora o desafio
pode depender da posi¢cdo relativa
dos vértices. E possivel que vocé
encontre situacdoes sem solucdo
alguma.
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O vagao desajeitado

N&o € o dia-a-dia das ferro-

vias, mas pode ser um problema

quando vigas gigantes sdo trans-
portadas em estradas sinuosas: e
se o vagdo for grande demais em
relacdo d curva dos trilhos?

Se a entrada e a saida da regido
sinuosa estdo na mesma reta, e
qualguer que seja o tamanho do
vagdo, serd sempre possivel fazer
a travessia? Veja na figura ao lado
o problema de tirar a hipotese
sobre a entrada e a saida.

Até agora, os Unicos exemplos
conhecidos que ndo ddo certo so
sdo possiveis no mundo matema-
tico. Sabe-se também que, em
certo sentido, o vag&o consegue
fazer a travessia na maioria das
situagdes. Um problema abstrato
que ainda ndo foi completamente
resolvido pelos matematicos.

entrada

Imagem: Matemateca

Repare que o vagdo da figura € grande
demais para conseguir sair, pois € preciso
que em algum ponto ele fique perpendicular
as direcdes de entrada e saida. Mas isso é
impossivel, por causa de seu tamanho.




Desafio
1

Tente fazer o “vagdo” atravessar
todo o trecho sinuoso, sem forcar e
sem tentar tira-lo do trilho.
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USE AS DUAS MAOS!I

E faca os movimentos com
suavidadel

2

3

Perceba que, em alguns trechos, a
posicdo do vagdo parece voltar ao
mesmo lugar, como se andasse em
circulos. Sdo algumas situagdes
criadas de propdsito, mas hd esca-
patéria em todas.

z:;_
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Se for permitido colocar o
vagdo diretamente sobre o
trecho sinuoso, com os extremos
apoiados nos trilhos, existem
situacdes sem saida. Vocé ficard
eternamente dentro delas, repe-
tindo o mesmo movimento.
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A Teoria dos Jogos apareceu no
século XX e € um campo com
grande atividade de pesquisa

e aplicagdes nas mais diversas
areas. E um ramo da matema-
tica aplicada onde sdo estudados
modelos matematicos para tratar
as mais diversas situacdes de con-
flito e cooperagdo entre dois ou
mais agentes.

Sdo inUmeras as situacdes de
conflito que podem receber um
tratamento matematico através
da Teoria dos Jogos. Vocé pode
pensar na bolsa de valores,
numa guerra ou na evolugdo de
uma espécie animal como jogos
competitivos.
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Desafio
1

Cada jogador, na sua vez, coloca
uma peg¢a numa casa vazia (as
pecas sdo iguaisl). O vencedor

€ aquele que, apods sua jogada,
deixar (do menos) trés casas con-
secutivas ocupadas.

13901_Etiqueta_Horizontal_v4.indd 78

2

~—

Na figura ao lado, em cima, o pré-
Ximo a jogar vence, colocando sua
pega na casa 3 ou na casa 6.

Na figura de baixo, ndo importa
o que faga, o proximo jogador vai
perder (se o oponente ndo errar).

z:;_
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No tabuleiro com circuito fechado
e nuUmero par de casas, o segundo
jogador vence com a seguinte
estratégia: tudo o que o primeiro
fizer, ele faz espelhado, no lado
oposto. Tente e exiba-se para os
outrosl!
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