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Introducéo

Equacdes do tipo diferencial sdo amplamente desenvolvidas e estudadas no campo
das ciéncias exatas, em fisica, em engenharia etc. Mas também nas ciéncias sociais
aplicadas, em especial na economia, encontram amplo emprego. Equacdes desse tipo sdo
as que, alem de variaveis dependentes e independentes, contém em seus termos as
derivadas daquelas variaveis em relagdo a estas.

Seja x a variavel independente. A expressao da derivada da varidvel dependente
~ a ~ ~ .
y em relagdo a ela, % aparece entdo em pelo menos um dos termos que compde esse tipo

de equagdo. Como se trata de derivadas, estamos supondo que a relagdo entre x e y
comporta uma bem comportada funcédo de classe C1, isto €, que possua derivada continua.
A funcdo y(x), portanto, é suave ou diferenciavel no dominio relevante do problema em
questao?.

Em alguns contextos, entretanto, estamos interessados ndo na variagdo infinitesi-
mal de y, mas na sua mudanca entre duas datas vizinhas. Neste caso, interessa a variacao
discreta A(y) = y:+1 — y:- Ou seja, em como a variavel y se altera entre dois instantes
discretos te t+ 1. Neste ambito, interessa relacionar essa variagcdo discreta com as
préprias variaveis x e y por meio de uma equacdo denominada de equacao a diferencas.
Equacdes que envolvam, em pelo um dos termos, a expressao A(y), ou termos com a
variavel dependente em diferentes pontos do tempo (y;4+1, y:-..), também sdo deste tipo.

Na primeira parte do livro, iremos examinar as equacdes diferenciais. Na segunda
parte dele, aprofundaremos no estudo da familia das equacdes a diferencas. Comegamos,
pois, pelo caso continuo para funcGes bem-comportadas de classe Cn. O caso mais
simples é o de equagdes diferenciais de primeira ordem. Dentre elas, a mais simples é a
equacdo como termos e coeficientes constantes. O foco aqui € apresentar sumariamente
a teoria, que pode ser vista com mais profundidade em livros-textos como Chiang e
Wainwright, e Simon e Blume,? e partir logo para uma aplicagdo. A énfase do livro é
ensinar 0 uso de uma excelente ferramenta computacional na solugdo desses problemas
praticos, o programa Matlab.

Veremos o funcionamento deste software em nivel fundamental. Por enquanto,
podemos adiantar que o Matlab oferece um ambiente na tela do computador que facilita
a analise de processos e 0 desenho do padrdo de solugdes associado. O usuario deve
operar uma linguagem de programacéo simples que expressa de um modo bem direto o
simbolismo algébrico e as matrizes. O leitor deve se remeter a manuais introdutorios que
explicam os dispositivos essenciais do programa. Uma dica, € consultar o manual da
editora Cambridge, intitulado A Guide to MATLAB for beginner and experienced users.?
Espera-se o leitor tenha o programa Matlab em seu computador pessoal. Se néo tiver a

! Uma equacdo diferencial é dita ordindria quando existe apenas uma variavel independente. Caso
contrario, ela é dita uma equacdo diferencial a derivadas parciais.

2 A. Chiang e K. Wainwright. Matematica para economistas. 42 ed. Rio de Janeiro: Campus, 2006. C. P.
Simon e L. Blume. Matematica para Economistas. Porto Alegre: Bookman, 2006.

3 Brian R. Hunt, Ronald L. Lipsman, Jonathan M. Rosemberg. A Guide to MATLAB for Beginners and
Experienced Users. Cambridge University Press. Third Edition. <http://assets.cambridge. org/97811076/
62223/frontmatter/9781107662223_ frontmatter.pdf.>
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licenca do produto, ele pode instalar a versdao demo, que lhe dara, por um tempo, pleno
uso da ferramenta.*

Iremos explicar o basico do MATLAB na medida em que estivermos resolvendo
os exercicios. Melhor entdo comecarmos pela parte tedrica de equacbes diferenciais
elementares. As mais simples delas s&o as equacdes diferenciais de primeira ordem com
termo e coeficiente constante. A equacao (1) representa esse tipo de equagéo:

dy _
— tay=»>b (1)

Na qual y é a varivel dependente de t, que funciona como uma variavel
independente (antes chamada de x). a e b s@o constantes. A primeira € o coeficiente e a
segunda representa o termo constante. A equacéo é dita de primeira ordem porgue envol-

n

. . . dy - P . , . d
ve apenas a derivada primeira d—f, isto é, ndo apresenta as derivas genéricas d—ti paran >

1, n inteiro. De fato, a n mais alta define a ordem da equacdo. A equagdo também é do
(5
dat
existirem termos cruzados do tipo y. %. O valor méaximo de n inteiro define o grau da

- - n ~ 7 ~
tipo linear porque os termos com y™ e com ( ) ndo apresentam n > 1, além de nédo

equacdo. Portanto, (1) trata-se de uma equacdo diferencial de 12 ordem e 1° grau.

A equacado do tipo (1) também é chamada de equacao diferencial linear. Equacdes
de 1° grau sdo equacdes lineares, mas nem sempre se emprega essa denominacao a
equac0es de 12 ordem. Para entendermos melhor tal terminologia, adiantamos o caso mais
geral de equacdes de 12 ordem e 1° grau com coeficiente e termos variaveis, u(t) € w(t),
respectivamente. A equacdo (2) representa esse tipo de equagéo.

2+ u(t)y = w(t) 0

Se u(t) e w(t) ndo forem funcbes apenas de ¢, a equacdo (2) continua tida como
linear, mesmo que essas funcdes ndo sejam lineares em t. Estudaremos esse tipo de
equacdo mais adiante. No entanto, se as funcdes coeficiente u e termo w forem funcgdes
também de y e se y aparecer em u(y,t) ou w(y,t) elevado a uma poténcia maior que 1,
a equacdo diferencia deixa de ser linear.® Por hora, vejamos a solucéo e o emprego das
equacdes mais simples do tipo (1). Mais simples ainda € quando imaginamos o caso de
termo nulo, ou seja, a equacdo (1) torna-se uma equacao homogénea com b = 0. a é uma
constante (necessariamente ndo nula apenas quando se pensa na homogénea associada a
equacdo completa (1)).

4 O programa pode ser baixado em < https://la.mathworks.com/campaigns/products/trials.html>.

n
5 Para equacdes diferenciais que envolvam derivadas de ordem mais alta, do tipo F (t, y,%, . d—y) =0,

g
~ . . L d. an x
elas sdo chamadas de lineares se F depende linearmente das variaveis y,~,...,~= (mesmo que nio

at’ '’ den
dependa linearmente da variavel independente t).



Solugéo completa da equacao de primeira ordem e primeiro grau com coeficiente e termo
constantes.

. - . n . . d
Vejamos entdo como solucionar a homogénea associada do tipo d—f +ay =0.

. d . ~
Obviamente que d—i = —ay, OU Seja, que procuramos uma classe de fungdes bem-

comportadas cuja derivada seja ela mesma a menos de uma constante multiplicativa.
Sabemos que fungdes exponenciais apresentam essa propriedade. A derivada de et
afigura-se 0 mesmo et, e ser for uma funcdo como e~ a derivada em relacédo a t daria
—ae~%. Se chamarmos e~%t de y, entdo % = —ae % = —ay. Asolugdo y = e~%, no
entanto, ndo € suficientemente geral, pois dessa forma simples o valor de a seria
determinado por uma condicao inicial (CI) bem particular. Pois, para t = 0 a solucéo seria
y(0) = e~%0 = 1. Suponha agora, de modo mais geral, que y(0) = A. Entdo melhor seria
postular como solucdo geral da homogénea y(t) = A.e~%t = y(0).e %L,

A solucdo do tipo y(t) = A.e~*t é tida como solugdo geral ndo especificada, e a
solucdo y(t) = y(0).e %t é denominada de solucdo definida, que explicita nela a
condicdo inicial y(0).¢ Esta Gltima necessariamente satisfaz as CI’s, pois nela A = y(0).
Note ainda que % =A.(—ae™ ) = —a.A.e” %' = —ay, ou seja, y(t) = A.e~** também
satisfaz a equacdo homogénea em questao.

Vejamos agora o caso mais geral, ndo homogéneo, da equacao (1). Demonstra-se
que a solucéo geral dela, que estamos procurando, pode ser obtida pela soma de dois
termos: a solucdo da homogénea associada conforme vimos, chamada de funcéo
complementar e representada por y,, e a solugéo particular da equacéo original y,, uma
solucdo particular qualquer. J& sabemos entdo que y.(t) = y(0).e~ %t e agora tentaremos
encontrar a solucéo particular mais simples da equacdo original.

O caso mais simples é quando fazemos y(t) = k, uma constante qualquer. Assim
sendo, Z—f =0, o que implica, em (1), ay=b,y = S Obviamente para a # 0, mas note
que a pode ser nulo quando se pensa na equacao original (na homogénea associada, a
hipbtese de a nulo daria % = 0, 0 que restringiria a funcdo y como uma reta horizontal!).

Mas note que estamos supondo y constante apenas como uma solucdo particular da
equacdo, e ndo que a Unica solucédo cabivel na equacdo completa seja essa. Entdo a pode
ser nulo e devemos examinar também esse caso.

Antes disso, vejamos a solugéo geral de (1) para o caso simples em que a # 0, 0u
seja, cuja solucdo particular € y, = Z . A solucdo geral ficaria entdo y(t) =y, +y, =
Ae %t + % Aplicando-se entdo a Cl: parat = 0,y = y(0), y(0) = A + % oud =y(0)—

g. Substituindo-se esse valor de 4 na equacdo da solugéo geral chega-se a equacao (3):

a1 . d dan .
¢ Dada uma equagdo diferencial de ordem n, F (t, y,d—f, Fryl) = 0, diremos ter um problema a valores

L d dan g . .
iniciais se forem dados os valores de y(to),d—f (to), ﬁ (to), para um t, arbitrario, porém, fixado.
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Por outro lado, se a = 0 podemos resolver a equacdo (1) por integracdo. Note que,
nesse caso, ficamos com % = b, isto é, dy = b.dt. Integrando-se os dois membros,

[dy = [b.dt.Ouseja, y(t) = bt + c. Vamos examinar essa solugdo: note que a constante

c deve ser interpretada como a Unica solucdo geral possivel da homogénea associada,
. d 7 -
pois, nesse caso, d—f = 0e y.(t) = A, onde A é uma constante, e estamos interpretando

que A = c. Entdo, temos de mostrar que o termo restante bt representa uma possivel
solugdo particular da equagdo completa. De fato, suponha a solu¢do “ndo constante” do

tipo y,(t) = k.t, coma = 0. Assim sendo, %” = k = b. Portanto, y,(t) = b.t, 0 que
demonstra heuristicamente que a solucdo completa é a soma da funcdo complementar
yc(t) com certa solugdo particular da equagdo completa y,(t). Ou seja, y(t) = y,(t) +
y:(t) = b.t + A. Note que y(0) = b.0 + A = A. Em suma, a solugdo completa e definida
é y(t) =b.t +y(0).

Veja que as solucdes obtidas podem ser verificadas facilmente. Se y(0) é dado
pela equacdo (3), demostra-se facilmente que % é expresso pela equacdo (4):

dy

— b —-a.t
2 ——ap@- e (a #0) 4)

Substituindo-se (3) e (4) na equacdo diferencial (1), demonstra-se que o primeiro
membro realmente se iguala a b: —a [y(O) -~ Z] e~at 4 a{[y(O) -~ Z] et 4 2 }: b.

Além disso, observa-se que a Cl € satisfeita, porquanto: y(0) = [y(O) - %] + Z = y(0).

Aplicacdo da teoria da equacdo de primeira ordem e primeiro grau com coeficiente
e termo constantes.

Modelo com a dinamica do preco de mercado

Imagine duas equacdes, de demanda e oferta microecondmicas para o caso linear,
nas quais os coeficientes e 0s termos sdo constantes:

Qd: a_ﬁp (a;ﬁ>0)
Q;, = —y+ 48.P (y,6 >0) (5

Igualando-se ambas as equagOes, no ponto em que Qg = Qs, demonstra-se

facilmente que P* = Z—:(’; representa o equilibrio estatico. Se o preco inicial for este, o

equilibrio inicial permanece ao longo do tempo, de modo que o sistema ndo se afasta
nunca do equilibrio estatico. Nesse caso, o equilibrio dindmico corresponde ao equilibrio



estatico inicial. O preco ndo se desloca com o tempo. Mas se P(0) # P* pode-se fazer
uma analise dindmica do processo. As demandas e ofertas (Q,(t), Qs(t)) variam com o
tempo, e 0 preco P(t) conhece uma trajetoria temporal que deve ser descrita por algum
processo.

Um modelo simples e bem conhecido de trajetoria temporal de P(t) foi proposto
pelo economista John Hicks. Ele segue o velho preceito dos comerciantes de que 0s
precos crescem com excesso de demanda e decrescem com excesso de oferta. Representa-
se matematicamente esse processo simples por meio da equacéo diferencial (6).

ap

— =j(Qu® - ¢s®) (6)

Nesta equagdo, j é o coeficiente constante de ajuste. (Qq(t) — Qs(t)) representa
0 excesso de demanda em cada instante t. Portanto, tal excesso faz os pregos crescerem

(Z—}; > 0). Temos assim um padrao de variagdo de P(t) que € bem descrito por uma equacao
diferencial de 12 ordem.

Se Qq(t) — Q4(t), ndo hd mudanca de preco, % = 0. Note que esse preco

representa um equilibrio dindmico. Um principio da analise econdmica proposto por Paul
Samuelson (principio de correspondéncia) argumenta que tal preco de equilibrio
dindmico deve corresponder ao equilibrio estatico P*. No entanto, vamos diferencié-los e
chamar o equilibrio dindmico de P.

Substituindo-se (5) em (6), temos % =jla— B.P+y— 6.P)= jla+y)—
j(B + 6)P, de onde segue a equacao diferencial (7):

dap . _
- HIE+OP = ja+ ) ™)

Note que essa equagdo tem mesmo formato que a equagéo (1), para a = j(B + &)
e b = j(a + y). Observando-se a solugdo para o caso a # 0 em (3), pode-se escrever a

solugdo do problema dindmico em tela como sendo a equagdo P(t) = [P(O)—

%] e i(B+o)L 4 %. Chamando-se j(8 + &) de K, e tendo-se em conta que P* = ;—:’;,
pode-se escrever a solugdo como na equagao (8):
P@) = [P(0)— P"]e™™ + P*, K=j(B+0) C))

Posto isto, vejamos agora a trajetoria de P (t) sob trés hipdteses e fagcamos o estudo
da estabilidade dinamica de equilibrio. Note que a funcdo exponencial do tipo e %t
apresenta trajetéria ndo explosiva e convergente sempre que K > 0. Para este caso, a
trajetoria de e =¥t com t é descrita graficamente pela curva abaixo — grafico (1):



Grafico 1
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Neste caso, quando t tendo a infinito (t - o) o coeficiente e =%t anula-se. Ou seja,
o termo [P(0) — P*]e Xt tende a zero e, sendo assim, a trajetoria de P(t) converge a
constante P*, o equilibrio estatico inicial. Assim o equilibrio dindmico P é estavel e
converge ao equilibrio estatico P*. Por onde ele converge dependera do valor inicial P(0).
Obviamente que se P(0) > P*, otermo [P(0) — P*] é sempre positivo e a convergéncia
a P* ocorrera “por cima”. Se P(0) < P*, otermo [P(0) — P*] é agora sempre negativo e
a convergéncia a P* ocorrera “por baixo”. Se P(0) = P*, 0 ponto de partida permanece
imovel e a trajetoria temporal € sempre o equilibrio em P*, portanto, com aproximacao
instantanea ao equilibrio intertemporal. Essas diferentes possibilidades sao representadas
no gréfico (2):

Grafico 2

P(t)

P(0) = P*

P(0) = P

P(0) = P*

(=

v

Nota-se que, na equacdo diferencial (8), P* = Z e a solucdo particular y,(t), o
nivel de equilibrio intertemporal, que nesse caso € estacionario em P*. A funcdo comple-
mentar &, neste caso, [P(0) — P*]e Xt e representa o desvio em relacdo ao equilibrio.
Temos aqui um equilibrio estacionario que se opde a um equilibrio movel, caso em que
a solucdo particular ndo é constante. Tal solucdo estd intimamente relacionada a hipdtese
a # 0. Temos, portanto, hipdteses convenientes que nos garantem uma estabilidade
dindmica. Vejamos que restricdes impusermos aos parametros das equacdes que definem
0 problema.



Primeiramente, a convergéncia depende de K > 0, ou seja, de j(8 + &) > 0. De
fato, a hipoteses de j > 0, ou seja, de coeficiente de ajuste positivo é plausivel pela lei da
oferta e demanda. Excesso de demanda empurra 0s pregos para cima, e vice-versa. 1sso é
bem intuitivo. Mas para K positivo, ainda temos que ter 8+ & >0, ou seja, § > —p: a
inclinacdo da oferta € maior que a inclinagdo da demanda (representa por - g pelo fato de
essa demanda ser negativamente inclinada). Isso é sempre satisfeito no caso normal
representado no grafico (3):

Grafico 3

Q

> P

Mas também pode ser satisfeito quando se admite um g negativo, isto é, uma
demanda positivamente inclinada como nos bens inferiores com efeito renda maior que
efeito substituicéo, os tais bens de Giffen. A condi¢do ainda sera satisfeita se a inclinagcdo
da oferta & for maior que a inclinagao positiva da demanda - g (como agora 8 € negativo,
—p é positivo), ou seja, 0 mddulo de 6 é maior que o médulo de g: |5] > |B].

O grafico 4 ilustra o caso de bem de Giffen em que ainda existe equilibrio estavel.
Ja o grafico 5 ilustra um caso de equilibrio instavel para esse bem.

Grifico 4: equilibrio dinamicamente estavel
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Solugdo do MATLAB para modelo com a dinamica do preco de mercado

Antes de partir para uma solucédo pelo Matlab, vejamos um exemplo do modelo
visto com valores especifico para a letras gregas: (a,8,v,6) = (1,1,2,2). Note que |5| >
|B| (neste caso, o equilibrio é estavel mesmo com bem de Giffen). Admite-se também
que j=0,5.Sendo assim, K = j(8 +8)=0,53)=15. E P* = Z—L’;z g =1. E dado
ainda que P(0) =2. A equacdo para 0 processo dindmico (8) fica entdo P(t) =
[2— 1]e >t + 1. Vejamos uma solucdo em Matlab. Ndo precisamos saber resolver a

equacdo diferencial basica do problema, o programa a resolve. S6 precisamos montar no
campo de edi¢do do programa a equacgdo (7), que no caso fica entdo % + 1,5P =
jla+ y) =05@3) =15.

Vamos usar o Matlab. Clique no icone do programa e aparecera a figura abaixo:

Figura 1: entrada no MATLAB.

J MathWorks*

Conforme mostra a figura, estamos usando a versao R2013a do Matlab. Vemos o
ambiente padrdo do programa na tela do computador na Figura 2.

Figura 2: ambiente padrdo do MATLAB.

4 VAT 2013 - 8 x

- oeessooeaaa

Nemes vl
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Temos entdo quatro janelas: opera-se na janela de comando (Command Window),
e ainda, nessa configuracdo padrdo, o programa oferece a janela das pastas disponiveis
(Current Folder), que foram carregadas pelo usuério clicando no icone, acima dela, de
abertura de pastas (Figura 3).

Figura 3: icone de abertura de pasta,
FILi

1§

lder

Outra janela, a de “espaco de trabalho” (Workspace), mostrara as variaveis criadas
pelo usuario, e finalmente uma janela mostra o histérico de comandos feitos pelo usuério
(Command History).

Primeiramente vamos criar a variavel P usando o comando “syms P(t)”. Depois

vamos pedir para que programa resolva a equagéo diferencial % + 1,5P = 1,5, isolando

no primeiro membro apenas a derivada: % =1,5—1,5P. No lugar de %, escreve-se na
janela de comando “diff(P,t) ”. E se monta a equagédo usando a dupla igualdade (==) que
significa uma imposicéo: “diff(P,t) == 1.5-1.5*P”. Finalmente indica-Se ao programa para
que P(t) seja obtido pela solugdo da equagdo diferencial (“dsolve”), com a condicdo

inicial P(0) = 2. A sequéncia de programacao fica assim:

syms P(t);
P(t) = dsolve(diff(P,t) == 1.5-1.5*P, P(0)==2);

Em seguida peca ao programa para exibir a solucdo mais simples de P(t) pelo
comando “P(t) = simplify(P)”. Note a programagdo desta sequéncia na janela de comando
e a solugdo oferecida pelo programa. Tal solugdo é expressa como sendo “P(t) = exp(-
(3*t)/2) + 1” que ¢é idéntica a solucdo obtida teoricamente P(t) = e~ V>¢ + 1.

Figura 4: solucéo da equacéo diferencial na Janela de Comando.

12



Em seguida, podemos salvar essa sequéncia de programa como uma procedure
num arquivo do Matlab (chamado de arquivo m). Para tanto, crie um ambiente de
programas prontos clicando em New Script. Aparecera a janela Editor. Copie e cole o que
fora escrito na janela de comando. Salve o arquivo m com um nome. No caso, chamamos
de EX1. Escreva EX1 na janela de comando que o problema, com sua sequéncia
especifica de comando sera novamente resolvido — Figura 5.

Figura 5: solucéo via arquivo m.
4 W

R2013a - a x

Aplicacdo da teoria da equacéo de primeira ordem e primeiro grau com coeficiente
e termo variaveis.

Neste caso, 0 processo é representado pela equacao (2), na qual u(t) e w(t),

respectivamente o coeficiente e o termo, sdo variaveis com t. No caso homogéneo, w(t) =

0, e portanto, tem-se Z—f +u(t)y =0, %% = —u(t), idy = —u(t)dt. Integrando-se ambos

0S membros, f%dy = [ —u(t)dt. A integral que aparece a esquerda, no 1° membro da

equacao, tem solucdo bem conhecida: f%dy = Iny + c¢ . Note que essa solugéo requer o

logaritmo neperiano e que y deve ser positivo para ser dominio dessa funcéo (y > 0). O
2° membro a direita da equagdo ndo pode ser resolvido antes que se conheca
explicitamente u(t). Por enquanto, podemos apenas tirar o sinal negativa do integrando:
[ —u(t)dt = — [u(t)dt. Portanto, igualando-se as duas solucbes chega-se alny = —c —
[u(t)dt. Usando-se ambos os membros como expoentes da mesma base com o ndmero
neperiano, temos: e!"¥ = e~Ce~ Ju(dt Chamando-se a constante e¢ de A, 4 = e,
chegamos a solucdo da homogénea associada expressa na equagéo (9):
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y(t) = Ae™ JulDdt €)

Note que essa solugdo converge para a solugdo encontrada no caso com
coeficiente constate a. Pois, [adt =a.t+c. Assim sendo, Ae~ Ju®dt = ge-at—c —
Ae %e ¢ = Ae e ™ = A, e~ . Solucdo ja vista, na qual introduzimos nova constante
AZ = Ae_c.

Solugéo completa da equacao de primeira ordem e primeiro grau com coeficiente e termo
variaveis.

Neste caso w(t) # 0 e a solugdo completa &€ novamente a soma do termo da solugao
geral da homogénea associada com um termo para a solucdo particular da equacgéo
completa. A solucdo da homogénea foi vista em (9) e agora acrescentamos outro termo
associado a solucéo particular, de modo que a solucdo completa é dada pela equacéo (10).

y(t) = e~ Ju®at (A +fw.ef”(t)dt dt) (10)

O termo A representa uma constante associada a condi¢do inicial que vimos
incorporada na solucdo da homogénea. A demonstracdo desta equacdo sera vista mais
adiante, porque antes devemos desenvolver o estudo das chamadas equagdes diferenciais
exatas e apresentar a técnica conhecida como fator integrante. Note que a formula geral
em (10) converge para a formula com u e w constantes em a e b respectivamente. Pois,
vimos que, nesse caso, Ae~ Ju®dt = 4, 0=at  Para 0 segundo termo da equacio (10),

—at, at
veja que e~ [t ([ efu®dt g) = g=at(fp eatgr) = 22 = S como em (3).

Provisoriamente aceitemos a equacdo (10) sem demonstracéo e vamos partir logo para a
aplicacdo dela na solucdo de dois problemas apresentados a titulo de exercicio.

Exercicio 1

Resolva a equacao diferencial % + 2ty = t.

Neste caso, o coeficiente varidvel é expresso pela funcdo u(t) = 2t e 0 termo
variavel € w(t) = t. A solucdo teorica serd obtida no emprego da equacdo (10). Para tanto,
comega-se determinando a integral [u(t)dt = [2tdt = t*> + k, na qual k afigura-se
constante arbitréaria. Obtido essa integral, substituimos sua expressdo no valor de [ u(t)dt

na equagdo (9) de modo que y(t) =e” E*O(A+ [t.e*)dt) = e~ e k(A +
e[tedt)=Ae ke + et (e +c) = (Ae~* +c)e” " +3. Portanto, chamando
a expressdo de constantes Ae ¥ +cde B, B= Ae % +¢, y(t) =Be " + % Note que
podemos testar essa solugdo substituindo-a na equacdo diferencial do exercicio: %+
2ty = —2tBe~ " + 2t Be~ " +t = t. Ou seja, a solucéo proposta é atendida na equagéo
do problema.

Vejamos agora a solucdo por Matlab. Antes de escrever a equacdo diferencial do
exercicio na janela de comando do programa, devemos isolar no 1° membro apenas o
termo da derivada, de modo que - 2ty devera aparecer como argumento na funcao

dt
dsolve. Portanto, escreve-se na janela apropriada do programa:
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syms y(t);
y(t) = dsolve(diff(y,t) == t — 2*t*y)

E ao executar tais comandos o0 programa mostrara a mesma solucdo. Tal sequéncia
de programacéo foi salva no arquivo m denominado EXEM1.m.

Exercicio 2

Resolva a equacéo dlferenC|aI + 4ty = 4t.

Outro exemplo de equacdo dlferenC|aI de 1% ordem e 1° grau com termo e
coeficiente varidveis. No caso, u(t) = 4t e w(t) = 4t. Neste caso, [u(t)dt =2t E a
equagio (9) da solugdo completa fica entdo y(t) = e~ 2" (A + [ 4te?” dt) = e~ 2" (4 +
e?’) = Ae~2%" + 1. As constantes foram omitidas na solugio das integrais.

A solucdo do exercicio por Matlab parte da mesma ideia de escrever a equacgéo
isolando-se a derivada no 1° membro: % = 4t — 4ty. Tomando-se esse cuidado, escreve-
se na janela de comando do programa a sequéncia de programacéo:

syms y(t) ;
y(t) = dSOIVe(dlff(y,t) == 4*t — 4*t*y)

E o programa fornece a mesma solucdo ja obtida teoricamente. A sequéncia de
comandos foi salva no arquivo EXEM2.m

Equacbes diferenciais exatas.

Sabemos do calculo diferencial, que dada a fungcdo bem comportada F(y, t), pode-
se exprimir a sua diferencial total numa formula que envolve derivadas parciais dF(y,t)

—dy + —dt No ponto em que essa diferencial se anula, dF(y,t) = 0, a expressdo a

dlrelta, no 20 membro, caracteriza uma equacao diferencial exata (exata porque anula
exatamente a expressao da diferencial).

Por exemplo, imagine certa fungdo F: F(y,t) = y*t+k, com k constante.
Tomando-se a diferencial de F, dF(y,t) = 2ytdy + y2dt. lgualando-se dF a zero,

2ytdy + y2dt = 0, ou E+__O' Portanto, esta Ultima equacdo € uma equacao

diferencial exata (EDE).

Em geral, se Mdy + Ndt = 0 for exata, M e N sdo coeficientes quaisquer, entéo

existe (no sentido de se e somente se) uma fungéo F(y, t) tal que M= a—F eN= a—F. Note

oM _ 9F _ OF _ _OF
"ot atdy  ayot atay ~ ayat

pelo teorema de Young. A igualdade E = Z—y serve de teste para a “exatiddo” de uma

que, tomando-se a derivada parcial de M Em que —

equacéo diferencial.

Por exemplo, vamos testar se 2ytdy + y?dt = 0 é uma equacdo exata (EDE). Note
que, nesse caso, M = 2yt e N = y?. Assim sendo, Z—’Z’ =2ye g—: = 2y, portanto é EDE.
Note que a equacéo diferencial exata pode ndo ser linear, como no caso do exemplo (y?
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aparece na equacéo), contudo, é sempre de 12 ordem e de 1° grau em %. Se € EDE, existe
uma F(y,t) em que dF(y,t) = 0, ou seja F(y,t) = ¢, uma constante em certa vizinhanga.

Vejamos esse mesmo exemplo a fim de extrair um método de solugdo. No caso,
como é exata, Mdy + Ndt =0 e M = 2—5 Portanto, quando se pensa apenas y como

varidvel, F pode ser determinado por integracdo: F(y,t) = [ Mdy + ¥(t), no qual ¥(t)
funciona como uma constante de integragao ja que a derivada parcial “congela” a variavel
t. A integral [ Mdy trata t como constante. Sabemos, por ser EDE, que N = Z—f e entdo
podemos usar essa expressdo para determinar i (t).

No exemplo em questdo, M = 2yt e N = y2. A solugdo sera alcancada em um
método que envolve 4 etapas:

Etapa 1:

F(y,t) = [2ytdy + ¥(t) = y?*t+ (t), a constante de integracdo estd embutida
emy(t).

Etapa 2:
aa—f =y2+ Y'(t), N =y? = Z—: portanto, y2 = y2 + ¢'(t). Ou seja, Y’ (t) = 0.
Etapa 3:

Y() = [Y'(t)dt = [ 0dt = k.

Etapa 4:

F(y,t) =y%*t+ k =c,y*t =c—k = ¢, emque céum anova constante, ¢ = ¢ —
k. Portanto, y(t) = c. t_%.

Iremos agora confrontar essa solucdo com a oferecida pelo Matlab. A equacao

R . . . 2
diferencial exata do exemplo pode ser escrita em termos de derivada como % + Zy—yt = 0.

2

. d
Isolando-se a derivada no 1° membro, temos d—i =~

= - % Na janela de comando
do Matlab, escreve-se entdo:

syms y(t)
y(t) = dsolve(diff(y,t) == -(y*2)/(2*y*t)).

Executando-se esses comandos, o programa fornece a mesma solucdo obtida no
método tedrico. Tal sequéncia de programacédo foi salva no arquivo m denominado
EXEM3.m. A luz deste método, iremos resolver um novo exercicio:

Exercicio 3

Resolva a equacdo diferencial expressa em diferenciais: (t + 2y)dy + (y +
3t?)dt = 0.

Neste caso, M =t + 2y e N = y + 3t2. Fagcamos o teste de exatiddo: Z—'t" =1le ‘;—: =
1, portanto ¢ EDE. Chegaremos a solucdo percorrendo as 4 etapas (E1 a E4).
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EL: F(y,t) = [(t+2y)dy + (@) = y.t + y2 +P(b).

E2: ——y+ Y'(t), N =y +3t2 = y +y'(t). Ou seja, y'(t) = 3t2.
E3: y(t) = [ 3t2dt =t3. A constante de integracdo foi omitida!
Ed: F(y,t) =y.t+ y>+t3=c,y.t +y*+t3=c.

Ou seja, temos a equacdo do 2° grau, y? + t.y + (t3 —¢) = 0.
/P-4 —0)

A solucdo, portanto, é y = >

Agora, iremos obter essa solugédo tedrica usando o programa Matlab. Para tanto,
dy _ y+3t

. Com base nela,
dt t+2y

escreve-se a equacao diferencial na forma apropriada:

digita-se na janela de comando essas linhas de programa:

syms y(t)
y(t) = dsolve(diff(y,t) == -(y + 3*t"2)/(t + 2*y)) ;
y(t) = simplify(y)

Como a solucdo teorica envolve raiz quadrada e poténcias elevadas, usamos o
comando “P(t) = simplify(P)” a fim de que o programa exiba a solugdo mais simples de
y(t) pelo comando “y(t) = simplify(y)”. O Matlab fornece prontamente a mesma solugao
obtida pelo caminho tedrico visto. Essa sequéncia de programacéo foi salva e consta agora
no arquivo EXEM4.m,

Antes de deduzir a solucdo de equacbes diferencias de 12 ordem e 1° grau com
coeficiente e termo variaveis, ja vista em (10), precisamos aprender uma técnica chamada
de fator integrante. Tal técnica permite transformar uma equacdo diferencial inexata em
uma EDE. Trata-se de identificar um fator multiplicativo que torna a equacao exata.

Vejamos um exemplo: 2tdy + ydt = 0 ndo é exata, pois 2 =220 5 ¢ N _ 20 _

at ot oy 9y

N&o obstante, se multiplicarmos a equagao por y, ou seja, para 2ytdy + y*dt = 0, coOmo
vimos a equacdo € (ou torna-se) agora exata. O fator multiplicativo y é chamado de fator
integrante ( e o método também o €).

Agora ja temos condi¢des de demonstrar que a equacdo (10), de fato, representa a
solucdo completa da equacdo diferencial de 12 ordem e 1° grau com coeficiente e termo
variaveis. A equacdo (2) serd escrita em termos de diferenciais como sendo dy +
(uy — w)dt = 0. O fator integrante I, I = e/“4¢, torna a equacio exata, pois, na equacio

Idy + I(uy — w)dt = 0,temos M = [ e N = I(uy — w). Entdo == oM a'(t) ,como = eludt
Judt
AW _ e ™7 _ pfuar AJudt _ o por outro lado, a—” = M = I.u, 0 que evidencia
at at at ay

ser a equacéo exata.

Portanto, e/“dtdy 4+ ef¥dt(yy — w)dt = 0 é equagio exata. Assim sendo, vamos
aplicar o método das 4 etapas para obter a solugdo explicita y(t).

ELF(y,t) = [el%dy + () = y.e/ ¥ + y2 +y(t).
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E2: Z—I; = yueludt 4 '® = N N = eJ ¥t (yy — ) = yuel ¥4t £ '(t). Ou seja, ' (t) =

—weluat,
E3: () = — [ wel ¥tdt,

E4: F(y,t) = y.el vt — [weltdtdt = ¢, y(t) = e~ Ju®at (A+ [ w. el u®at dt).Queéa
equacéo (10) que finalmente pudemos demonstrar.

Anélise gréfica das solugdes dos problemas propostos usando o Simulink

Os cinco exercicios resolvidos como uso do programa Matlab (quatro incluindo-
se 0 exemplo) com a digitacdo de sequéncias de programacdo na janela de comando,
podem ser examinados graficamente pelo programa. Para tanto, apresentamos inicial-
mente uma ferramenta para modelagem contida no Matlab, mas que deve ser vista como
um software independente acoplado naquele programa, o Simulink, desenvolvido pela
mesma companhia que oferece o Matlab, a MathWorks.” Trata-se de um dispositivo para
modelagem, simulacdo e andlise de sistemas dindmicos. Ele oferece, como interface
primaria, uma ferramenta de diagramacdo grafica por blocos customizaveis.

Na pasta de comandos principais do Matlab, chamada Home, aparece varias
possibilidades de ativacdo em diferentes icones. A fim de acionar o Simulink, localize o
“browser” Simulink Library nesta pasta — indicado na Figura 6.

Figura 6: Acionamento do Simulink Library no correspondente browser.

HOME PLOTS APPS
[ L oy 7 L [ #, New Variable < Analyze Code o e = 2 (% Community
B e Lol Find Files ] g = k= L= i {0} Preferences (2 ©
{1/ Open Variable v {57 Run and Time o ' Request Support
New New Open |1=) Compare Import Save < Simulink  Layout [l Set Path Help —
Script ¥ v Data Workspace [ Clear Workspace ¥ [’ Clear Commands v  Library v v G JAdd-Ons v

FILE VARIABLE CODE SIMULINK ENVIRONMENT RESOURCES

A Figura 7 mostra a aba inicial de abertura do Simulink.

Figura 7: aba inicial do Simulink Library.
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7O Simulink apresenta alta integracdo com o resto do ambiente Matlab.
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A aba do Simulink tambeém pode ser acionada digitando-se “Simulink” na janela
de comandos. Estando-se nesta aba, o proximo passo € desenvolver um modelo de
simulacéo na solugdo do problema ou exercicio em questdo. Para tanto, clica-se em File,
depois em New e em Model. Aparecera a aba de edicdo da Figura 8.

Figura 8: aba de edi¢do do Simulink.

| P4 untitled — = < 1
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Cede Tools Help
B -E G-= @ - e @-
Model Browser = untitied
[ untitied ©® |[Pafuntitled M
@
Ed
=1
E]
«
Ready 100% oded5

Essa sera salva com 0 nome de um arquivo Simulink apds o desenvolvimento do
modelo em foco. Iremos agora desenvolver um primeiro modelo para nosso primeiro
exercicio feito anteriormente relativo ao modelo dinamico de mercado. Naquele caso, no

. ~ .. R o . . . dP
exemplo especifico com parametros definidos chegamos a equacéo diferencial — =15-

1,5P. A trajetdria da solucdo do problema pode ser qualquer uma das representadas no
gréafico 2. Iremos obter essas trajetorias no Simulink. Para tanto, aprenderemos a usar as
“caixinhas” (blocos) e construir um diagrama que reflete o problema em questdo. Na
Figura 7, vé-se varias “caixinhas” na pasta Library. Tais blocos estdo agrupadas por tipo.
A Figura 9 mostra os mais utilizados, comando “Commonly Used Blocks”. Ha comandos
para operacdes matematicas, atributos de sinal, tipos de fontes etc., cada qual com um
conjunto de caixinhas associado.

Figura 9: caixas mais frequentemente usadas no Simulink.

2 Simulink Library Browser - O X

File Edit View Help

N e r—

Library: Simulink/Commonly Used Blocks  Search Results: (none) ~ Fi41¥
~

Bus Creator % Bus Selector
Constant Data Type:
Conversian

Delsy ,t per
Discrete-Time. )D> i
Integrator

Signal Attributes

;E;:‘R””“”g Ground int

Sources

User-Defined Functions ntegretor o] Lesicel

Additional Math & Discrete Operst

" )@
Subsystem @ Sum

ﬁﬂuﬂﬂﬁﬂ@mﬂmﬂ

< >
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Como temos uma derivada na equacdo diferencial em questdo, comegamos
importando para a janela de edi¢do a caixinha “Integrator”. Tal bloco tem como porta de

entrada a derivada da funcéo (y' = %) e, como saida, a propria funcdo 1y, ou seja ela
retorna a primitiva da derivada, como faz as integrais (dai o nome “Integrator’’). N0 nosso
problema, Z—i =1,5—1,5P, precisamos fazer com que a entrada corresponda ao 2°
membro da equagéo diferencial. Precisamos de uma constante (= 1,5) que se adiciona a
outro termo (= —1,5P). A constante ¢ fornecida pelo bloco “Constant”, ¢ o outro termo
advém multiplicando-se a saida do “Integrator”, ou seja P, ja que a entrada e %, pelo fator

—1,5. Entdo importa-se para a janela de edigdo o bloco “Gain”, que permite multiplicar-
se a variavel de entrada por certo fator.

Precisamos agora especificar os parametros nas “caixinhas” Constant e Gain. Para
tanto, clica-se no bloco Constant e aparecerd um menu interativo onde se preenche no
campo apropriado o valor da constante (= 1,5) (Figura 10).

Figura 10. Insercao da constante 1,5 no bloco Constant.

Source Block Parameters: Constant >

Constant

Output the constant specified by the 'Constant value' parameter. I
'Constant value' is a vector and 'Interpret vector parameters as 1-D' is on,
treat the constant value as a 1-D array. Otherwise, output a matrix with the
same dimensions as the constant value.

Main  Signal Attributes
Constant value:

|15

Interpret vector parameters as 1-D

Sampling mode: Sample based

Sample time:
[inf
" | Cancel Help Apply

O mesmo procedimento no bloco Gain: clica-se na caixinha correspondente e se
insere o fator multiplicativo (= —1,5) (Figura 11).

Figura 11. Insercdo do fator multiplicativo -1,5 no bloco Gain.
Function Block Parameters: Gain >

Gain
Element-wise gain (y = K.*u) or matrix gain (y = K¥u or y = u™K).

Main  Signal Attributes  Parameter Attributes

Gain:

-1.5

T

Multiplication: | Element-wise(K.*u) hd

Sample time (-1 for inherited):

-1

" | Cancel Help Apply
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Precisamos ainda somar os dois termos que aparecem no 2° membro da equacéo
e que estdo representados, no diagrama, pelos blocos Constant e Gain. Para tanto, iremos
conecta-los usando um bloco de adigdo, o “Sun”, a caixinha circular. A Figura 12 mostra
0s quatro blocos importados na janela de edicéo.

Figura 12: 3 blocos ou caixinhas na janela de edigdo do Simulink — Integrator, Constante, Gain e Sun
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Note que os valores sdo sempre registrados com o ponto decimal (1.5 e ndo 1,5).
Agora temos de interligar os blocos. O Simulink permite fazé-lo facilmente conduzindo
0 cursor nas entradas e saidas dos blocos. Veja na Figura 13, note a entrada na caixa
Integrator, pois a soma de termos no 2° membro deve igualar-se a derivada, que é a
propria entrada deste bloco. Note ainda que os correspondentes valores informados
constam no desenho das caixinhas em questao.

Figura 13: diagrama com os blocos interligados por setas. Equacao % =15-1,5P

b}untltled’ — [m] x

File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help

-8 BEO-EQOP » © b ] v Q-

Model Browser = untitled

untitled @ ||"a|untitled N

@
E3
=

W)

Koy

«
Ready 100% odedd




Finalmente, como nosso proposito é obter-se o grafico do padrdo observado na
equacdo diferencial Z—f =1,5—1,5P, iremos adicionar uma caixinha que oferece o
desenho da trajetdria de P. A caixinha escolhida é o “Scope” (Figura 14).

Figura 14: bloco “Scope” na Commounly Used Blocks.
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Note que a variavel P viceja na saida do bloco Integrator, portanto, é nesse ponto
do fluxo que inserimos o bloco Scope (para o grafico da trajetoria de P, se inserissemos o

Scope na entrada teriamos a trajetéria de % ). Veja a Figura 15 com o diagrama completo
para o exercicio em quest&o.

Figura 15: diagrama completo para o exercicio Z—’Z =1,5—-1,5P com o bloco “Scope”.
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File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Cede Tools Help
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Model Browser =  untitled
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@
]
=
B

«

Ready 100% oded5

Agora, ordenamos que o programa resolva a equacéo % = 1,5 — 1,5P. Bastaclicar
no botdo verde de player na linha de icones de comando acima da janela de edigéo, o
botdo “run”. O programa emite um sinal sonoro de que a solugcdo foi obtida. Nao
informamos onde a solucdo estaria armazenada e nem que ele apresenta a solucdo
explicita na forma de uma equacdo em P (P(t) como na janela de comando do Matlab,
onde programamos com o ‘“dsolve”). No uso do Simulink, estamos interessados no
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gréfico da trajetdria temporal de P. Uma vez rodado o diagrama em questdo, basta clicar
no bloco Scope que aparecera o gréfico. Calibrando-se os parametros do editor de gréfico
(“Axes properties” de -1 a 2) definimos a escala vertical e chegamos ao grafico da Figura
16.

Figura 16: trajetoria de P(t) na solucdo de Z—f = 1,5 - 1,5P com a condi¢do P(0) = 0.

B o
28 A~ ORK B

Note a trajetoria que alcanca o equilibrio estacionario “por baixo”, porque como
ndo informamos a condi¢do inicial o sistema imagina, como default, que P(0) =o0.
Contudo, lembremos que no exercicio em questdo P(0) = 2. Devemos, portanto, informar
o Simulink dessa condicéo. Para tanto, basta clicar no bloco Integrator e na janela de
parametros, entdo aberta, informar adequadamente a condicao inicial requerida (Figura
17).

Figura 17: o problema Z—f = 1,5 —1,5P com a condi¢do inicial informada P(0) = 2.

Function Block Parameters: Integrator x
Integrator

Continuous-time integration of the input signal.

Parameters

External reset: | none <
Initial condition source:  internal =

Initial condition: ]
[2 | ;

[ Limit output (

Upper saturation limit:
Lower saturation limit:
[[] Show saturation port

[ show state port

Absolute tolerance:

|aut0

[[] 1gnore limit and reset when linearizing
Enable zero-crossing detection

State Name: (e.g., 'position")

") Cancel Help Apply
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Roda-se novamente 0 mesmo modelo, afora com a Cl informada (botdo run).
Clicando-se no bloco Scope tem-se a curva que representa o grafico da solugdo
teoricamente ja conhecida P(t) = e >t + 1. A Figura 18 mostra-o para “Axes
properties” de -0,5 a 3. Entdo note que se, pela andlise tedrica, obtivemos uma solugéo
explicita para a trajetéria de P dada entdo por P(t) = e~1>¢ + 1, claramente o equilibrio
dindmico P ocorre em P = 1. Vimos que a trajetoria de P(t), por onde ele converge, dependeréa
do valor inicial P(0). Na simulacdo em que P(0) = 0, P(0) < P, o termo [P(0) — 1] é negativo
e a convergéncia ocorre “por baixo”, conforme a Figura 16. No caso em que P(0) =2 > P,0
termo [P (0) — 1] é positivo e a convergéncia a P ocorre “por cima”, como ilustrado na Figura
18 abaixo.

Figura 18: grafico de ‘Z—f =1,5-1,5P com P(0) = 2.

P ORRB

O modelo é salvo no arquivo EX1sim.

Vejamos agora o uso do Simulink na obtencdo dos gréficos das solucbes dos
Exercicios 1 e 2 resolvidos anteriormente. No primeiro deles, a equacao diferencial % +

2ty = t resultou na trajetoria y(t) = Be™ " + % onde o valor B depende da CI. Suponha

que B = 1, ou seja que y(0) = 1,5 e vamos entdo construir o modelo correspondente no
Simulink informando no Integrator essa condicdo inicial. O fluxo do exercicio é
representado na Figura 19, ja informada a Cl e salvo no arquivo exem1SL.

Como novidade, recorremos ao bloco “Clock™ da pasta Source na biblioteca de
blocos do Simulink (Figura 20). Isto porque no 2° membro da equacéo % =t— 2ty
precisamos incorporar a variavel t que é alimentada por esse bloco.

Nota-se ainda o uso do bloco “Product” para multiplicar —2y por t, que aparece
na biblioteca “Math operations” da Library Browser (Figura 21). O bloco de soma

(circular) permiti obter o 2° membro da equacéo diferencial % =t — 2ty.
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. . L. a
Figura 19: diagrama completo para o exercicio d—Jt/ + 2ty = t com os novos blocos “Clock” e “Product”.
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Figura 20: pasta Source na biblioteca de blocos com destaque para a caixinha “Clock”.
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Figura 21: biblioteca Math Operations na biblioteca de blocos com destaque para a caixinha “Product”.

28 Simulink Library Browser u] X
File Edit View Help
B 3 »| [Entersearchterm ~ 90 Gy
Libraries. Library: Simulink/Math Operations Search Results: (none) Frequen ¥ Lb
v ~
Commonly Used Blocks @ Abs D Add
Continuous
Discontinuities
Algebraic fro
Discrete Constiaint Assignment
Logic and Bit Operations
Lookup Tables . Wb Complexto
Math Operations 1= h Wagnitude-An
Model Verification |
Model-Wide Utilities Complexte _—
Ports & Subsystemns Real-imag
Signal Attributes
Signal Routing Find Honzero
Sinks Dot Product Elements
Sources |
User-Defined Functions )I>> cain TR, Magniden-
Additional Math & Discrete = gle to Complex F
Control System Toalbox
i Matrix k
Fuzzy Logic Toolbox Wsth Function o anate
Image Acquisition Toolbox
nstrument Control Toolbo; — Mintax Run
Neural Network Toalbox ning Resetizble
Simscape
Simulink 30 Animation Permute L potymomis
Simulink Coder Dimensions
Simulink Extras
Stateflow R Produc ot
System Identification Toolb eman
Real-imag to
) e S——
Rounding
Resnase
< > 9
Showing: SimuiinkMath Operations [

25



O gréfico da Figura 22, para “Axes properties” de -0,5 a 2, permite ver a trajetoria,
j& conhecida, y(t) = e~ + % Note que o grafico obtido corresponde exatamente a
solugdo teorica vista anteriormente para o exercicio.

Figura 22: trajetoria de y(t) na solucdo de Z—’t' + 2ty = t com a condicdo inicial y(0) = 1,5.

Ao «as s

Note que a curva obtida ndo parece muito bem desenhada, no sentido de que ela
ndo é totalmente suave como seria o grafico de uma fungéo diferenciavel. Apresenta algo
semelhante a picos ou cotovelos em alguns trechos. Isso se deve a técnica em que 0
programa Simulink gera o grafico em questdo. Um modo de melhorar a qualidade do
grafico ¢ entrar no icone “Model Configuration Parameters” (MCP) (a roda dentada na
barra de icones) e mudar a opgdo do Solver de “Variable-step” (Figura 23) para “Fixed-
step” (Figura 24) e, neste caso, fixar o tempo fundamental do passo (Fixed-step size) em
0,01 ou talvez num valor ainda menor (se possivel).2

Figura 23: Pardmetro de configuragdo do modelo (Model Configuration Parameters) para Variable-step.

@ Configuration Parameters: exem1SL/Configuration (Active) X

Select; Simulation time

Start tme: [0.0 Stop time: [10.0

Data Import/Export

Solver options

Type: Variable-step ~ | sower: 0de45 (Dormand-Frince)

Max step size: |auto | Retative tolerance: [1e-3 |

Min step size: |auto | Absolute tolerance: |auto |

Inital step size: auto | Shape preservation: | Disable Al

Number of consecutive min steps: [x |

Tasking and sample time options

Tasking mode for periodic sample times: Auto
[ Automatically handle rate transition for data transfer

[ Higher priority value indicates higher task priority

Zero-crossing options

Zero-crossing control: | Use local settings ~ | Algorithm: Nonadaptive

Time tolerance: 107128%eps Signal threshold: | auto

Number of consecutive zero crossings: 1000

8 O usuério pode testar novas parametrizagdes e analisar a qualidade do grafico depois gerado.
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Figura 24: Parametro de configuracdo do modelo (MCPs) para Fixed-step (=0,01).

@ Configuration Parameters: exem1SL/Configuration (Active) X

Simulation time b

Start time: [0.0 Stop time: [10.0

Solver aptions

Type: Fixed-step ~ | Solver: |ode3 (Bogacki-Shampine)

Fixed-step size (fundamental sample time): 0.01

Tasking and sample time options

Periodic sample time constraint Unconstrained
Tasking mode for periodic sample times: Auto

[ Automatically handle rate transition for data transfer

[ Higher priority value indicates higher task priority

Q oK Cancel Help Appt

Gera-se novamente o grafico que corresponde a solugdo do exercicio (Figura 25).
Nota-se que a qualidade do grafico agora é sensivelmente melhor, se parece mais com
uma curva diferenciavel sem cotovelos.

Figura 25: trajetoria de y(t) na solucdo de ';—3:+ 2ty =t com a condicdo inicial y(0) = 1,5. Melhor
configuracdo de pardmetros no MCP: Fixed-step = 0,01.

L]

o x

m oA )

Vejamos agora a solucdo do Exercicio 2 ja visto. Trata-se da equacéo diferencial
%+ 4ty = 4t, cuja solucdo obtida teoricamente é y(t) = de~ 2" + 1. “A” depende da
condic&o inicial e faremos, por simplicidade, A = 1, ou seja y(0) = 2. O modelo de fluxo
no Simulink, para a equagéo % = 4t — 4ty, € mostrado na Figura 24, e salvo no arquivo

exem2SL. Note que agora optamos por utilizar duas fontes de tempo, mas o fluxo de
blocos utiliza as mesmas caixinhas basicas.
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. . , . d .
Figura 26: diagrama completo para o exercicio d—lt] + 4ty = 4t com dois blocos “Clock”.
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Alimentando a condic&o inicial, y(0) = 2, no bloco Integrator, roda-se 0 modelo
e depois aciona-se a caixinha Scope para a geracédo do grafico (Figura 27). Tal grafico foi
gerado para certa configuracdo de parametros no MCP com passo fixo de 0,02, obtido
ap0s sucessivas tentativas de obter-se o “melhor” grafico.®

Figura 27: trajetoria de y(t) na solucéo de Z—Jt' + 4ty = 4t com a condicdo inicial y(0) = 2. Melhor
configuracéo de pardmetros no MCP: Fixed-step = 0,02.

Vejamos agora a solucgdo por Simulink do exemplo trabalhado na paginas 14 deste

1
livro, em que %z —th e cuja solucdo foi obtida como sendo y(t) =c.t 2. Na
diagramacdo dos blocos, hé de se levar em conta que o programa pode ter problema ao

procurar a solugdo por um método iterativo de varredura do tempo comegando por t =

1
0 na equacdo diferencial, pois tz aparece no denominador de y(t). A solucdo aqui
proposta, dentre outras possiveis, na montagem da diagramacdo € incorporar um
acréscimo no tempo, um pequeno Viés u, para que o reldgio ndo comece a trabalhar em

® Neste exercicio, ndo se gera um “bom” grafico com passo fixo de 0,01 como no exercicio anterior.
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t =0, masem t = u, u td0o pequeno quanto se queira. Para tanto, acoplamos na saida do
bloco “Clock” o bloco “Bias” com um deslocamento do tempo de apenas 1 décimo de
milésimo (u = 0,0001).%° De resto, a diagramagdo é muito simples conforme mostra-se
na Figura 28 (modelo salvo no arquivo 29iry29min).

1
Na solugdo conhecida, y(t) =c.t 2, imaginemos que ¢ =1, de modo que

1
y(0,0001) = (0,0001) z = 100. Essa condi¢ao “inicial” foi marcada no bloco Integrator
e, mantendo-se 0 MCP em “variable-step” (pois, ndo se obteve “bom” grafico com passo
fixo), com “Number of consecutive min steps” = 1, chega-se ao grafico da Figura 29.

- - d L (13 H 2
Figura 28: diagrama completo para o exemplo =* = — > com bloco de viés, “Bias”,
P exem3sL — m] *
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
k-3 EE@-E 4P = ®@-we | [ X @ -
Madel Browser = exem35L
exem3sL ® |[Pa]exemast M
&
2
=]

«

Ready 125% odeds

y

Figura 29: trajetéria de y(t) na solucao de ‘;—3; = —Z, coma condicdo inicial y(0,0001) = 100.

LN EE

y+3t?
t+2y

;. . N ~ d - ~
Veremos o exercicio 3, relativo a equagéo d—f = Vimos que a solugéo

—tFJt2-4(t3—c

teorica é expressa pela equacédo y = . ), portanto, fazer a diagramacao grafica

10 Outro método de solugéo consiste em informar o passo inicial em 0,0001, ou qualquer valor superior e
préximo a zero no campo Start Time do MCP.
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de flocos é mais trabalhoso neste caso. A Figura 30 mostra 0 modelo para esse exercicio,
gravado no arquivo exem3SL.

. o dy y+3t2
Figura 30: diagrama completo para o exemplo priaias
| P4 exem3sL - [m] x
f File Edt View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
-8 Wweé-2 40w ® ~ [wo Normal - @-
Model Browser - exem3sL
P exemist & |[Falexem3st T
(:1
=]
«
Ready 125% odedi

—tF/t?2—-4(t3—-c)
2

‘T = Fc. Fagamos ¢ = 1, por simplicidade, e a Cl ¢ y(0) = F1. Vamos alimentar
y(0) = 1 no bloco Integrator e rodar o modelo. Note que para t > 1,09 o radicando se
torna negativo, pois teste t2 —4(t3—1)=4 +t? —4t3para t =1,09 e para t = 1,1,
resultara respectivamente 0,008 e -0,114. Entdo antes de rodar o modelo iremos
parametrizar o MCP da seguinte forma (Figura 31):

Na solucdo tedrica, y = , a condicdo inicial para t =0 é y(0) =

+I

Figura 31: parametro de configuragdo do modelo (MCP) para Fixed-step (= 0,002)e Stop time = 1.

3 Confiquration Perameters: exem3SL/Configuration (Active

Sienulation tinse

Start time: |0 Stop tme: 1
Solver optons

Type: Fomd-mep v Scher: ode3 (Bogack-Shampine) -
Foued-step sze (fundamental sample time): fo.002]

Tasking and sample time options
Fercdic mple time constraint Unconstrained
Tasking mode for penodic samgle times: Auto

[C] Automatically handle rate transtion for data transfer

[T Higher priority value indicates higher task priority

9 ot | | i

30



Previamente, informamos ainda que y(0) = 1. Para esse caso, 0 modelo é rodado
e obtemos o seguinte grafico no Simulink (Figura 32).

y+3t2
t+2y

Figura 32: trajetéria de y(t) na solugdo de % = com a condicéo inicial y(0) = 1.

IS O

Para 0 caso em que a condicdo inicial se torna y(0) = —1, informa-se essa
condicdo nos parametros do bloco Integrator e roda-se o modelo, obtém-se agora o
gréfico da Figura 33:

y+3t?2
t+2y

Figura 33: trajetoria de y(t) na solugdo de % =

[
4 0

com a condicdo inicial y(0) = —1.

L LN
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Equacdes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem e primeiro grau

1
: - . d
Vimos que, na equagao linear, podia aparecer apenas termos com (d—f) eyle

- .. C A s . dy
ndo se admitia a existéncia de termos com produtos cruzados do tipo y o Vamos agora

- A d . ) oA
manter a condi¢do de que a equacdo seja linear em d—f, porém admitamos a existéncia de

y™ para n > 1. Entdo temos equacdes diferenciais de primeira ordem e primeiro grau
ndo-lineares. Genericamente escreve-se, para equagao desse tipo:

fG,)dy + g(y,t)dt =0 (11)

Onde em f(y,t) e g(y,t) ndo se faz nenhuma restrigdo as poténcias de y e t. A
equagdo (11) pode ser escrita em termo de derivada como % = h(y, t), para h novamente

sem restri¢do as potencias das variaveis envolvidas. A equagdo (11) ¢ de 1* ordem e de
dy

1° grau em —o> mas ¢ equacao diferencial ndo-linear. Resolvé-las nem sempre ¢ facil ou

possivel, mas vejamos agora os casos mais faceis.

Solugdo para equagoes exatas

Caso ja visto, por exemplo em —2ytdy + y*dt = 0. Usa-se o método tedrico ja
conhecido e as correspondentes solucdes computacionais (vide os exercicios em Matlab
EXEM3.m e EXEM4.m).

Problema com variaveis separadas

No caso em que a equacao (11) puder ser simplificada para f(y)dy + g(t)dt = 0,
ou seja, em que o primeiro coeficiente s6 dependa de y e o segundo coeficiente apenas
de t, temos um caso comVvariaveis separadas. Para este, usa-se técnicas simples de integra-
cdo. A titulo de exemplo, vejamos o Exercicio 4:

Exercicio 4
Resolva a equacdo diferencial expressa em diferenciais: 3y*dy — tdt = 0.

Pode-se escrever entdo 3y?dy = tdt e integra-se os dois membros: [3y?dy =
. . . 1 1
J tdt. Ou seja, resolvendo-se ambas as integrais, y° + ¢; =st* +¢;, ¥y =-t* +¢, ¢ =

1

1 3 . - .
¢y + ¢3. De modo que y(t) = (5 t? + c)3. Vejamos a solugdo usando a janela de comando
do Matlab. Como sempre, antes de escrever a equagao diferencial do exercicio devemos

. . dy 1t ,
isolar no 1° membro apenas o termo da derivada, de modo que it devera aparecer
y

como argumento na fun¢do dsolve. Portanto, escreve-se na janela em questéo:
syms y(t)

y(t) = dsolve(diff(y,t) == 1/3*(t/(y"2)));
y(t) = simplify(y)
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E ao executar tais comandos o programa exibe a solu¢cdo mostrada na Figura 34.
Tal sequéncia de programacao foi salva no arquivo m denominado EXEM5.m.

d
Figura 34: y(t) na solugdo de d_)t, = -=.

4\ MATLAB R2013a

G Eme | eeBEE- s | (SR B e
New Open Save [in Compars = | [Comment ’/f & g Goto ~ Brestpoints  Run Runand Runand |4 Advance
v v v APml v Indent -] ¢ ra L Fnd v - v Tme Advance
FILE £oiT NAVIGATE | BREAKPOINTS AuN
=l At e » C: » Users » ricf.FEA-RP.000 » Desktop » MATAPLIECO 2020 » 6.03
Current Folder ® 7 Editor - C:\Users\ricf FEA-RP.000\Desktop\MATAPLIECO 2020\6.03\EXEMS.m ¥ x
Name EXEMS.m
*) EXEMS.m 1 - syms vt 1
:.nemSSL'.h 2 - y(t) = dsolve(diff(y,t) == 1/3%(t/(y*2))):
%) exeMem 3-  y(t) = simplify(y)

*al exemBSLskx

Command Window

>> EXEMS

v(t) =

(2*(2/3) * (3% (1/2) *1 € 1) /4
-(27(2/3)* (3" (1/2) *1 + 1)*(£°2 + €*C3)"~(1/3))/4

A solucdo apresentada pelo programa parece algo confusa e diferente da

1
encontrada teoricamente como sendo y(t) = (%tz + c)s. E preciso saber interpretar os

resultados oferecidos pelo Matlab. Primeiramente, nota-se que nas suas ultimas linhas da
Jjanela de comando ha um par conjugado de solug¢des complexas que envolvem o nimero
imaginario i. De fato, livros testos como Chiang e Wainwright ou Simon ¢ Blume
costumam ignorar as solugdes complexas que aparecem em casos simples como o do
exercicio em tela (certamente porque elas rementem a um aprofundamento didaticamente
inapropriado do exame das solugdes), mas tais solugdes complexas podem aparecer.'!
Nossa solucao teorica, ja obtida, corresponde apenas a uma apresentacao mais simplifica-
da da solucao oferecida pelo programa na primeira das trés solugoes listadas na figura (a
solucdo nao complexa).
1
De fato, se a solugdo obtida por nos é y(t) = (% t? + c)s, entdo y(t) =
1 1 1

S22 (3t +c) = (> + 20 =2
23 23
Note que se trata da mesma solugio oferecida pelo Matlab. As vezes, a solugdo do
programa ndo parece muito elegante ou simplificada, isso tem a ver com o método de
calculo dele. Mas sera precisamente a mesma solugdo ja examinada em teoria com outro
formato, e aquela pode ser simplificada de modo a coincidir perfeitamente com a solugdo
tedrica.

1
%(152+2c)§ _

2 2

1 1
1_§ (t2+2¢)3 % (t2+6C5)3
2 2

. Onde C; = %c.

I No estudo das equagdes diferenciais de ordem elevada, veremos certos contextos em que apareceram
solucdes complexas. Mas nio examinaremos essa possibilidade para equagdes diferenciais de 1* ordem.
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Problema com variaveis separadas trocadas

Neste caso, aparcce uma expressao do tipo f(t)dy + g(y)dt = 0, ao invés do caso
de variaveis separadas simples f(y)dy + g(t)dt = 0. O problema pode ser resolvido
facilmente com uma simples operagdo, conforme veremos a seguir no Exercicio 5.

Exercicio 5
Resolva a equagao diferencial expressa em diferenciais: 2tdy + ydt = 0.

Portanto, neste caso o argumento de f e g estdo errados, isto ¢, trocados. Mas se
dividirmos ambos os termos por 2yt, supondo que yt # 0, chega-se a expressao idy +
%dt = 0, que agora apresenta os coeficientes “certos”. Podemos novamente resolver por
integragdo: f%dy + f%dt =c, Iny +%1nt =c, lnyt% = c, yt% = e ¢ portanto y(t) =
kt_%, onde k = e°.

Note que outro modo de resolver o exercicio seria multiplicar a equacdo do
problema por y e teriamos entdo 2ytdy + y?dt = 0, que ja vimos tratar-se de equagao
diferencial exata.

, . d -
A fim de resolver o exercicio no Matlab, devemos escrever d—}; = —%, e entdo

escrever na janela de comando a seguinte sequéncia de programacao:

syms y(t)
y(t) = dsolve(diff(y,t) == -y/(2*1))

Chegamos entdo a4 mesma solugdo obtida teoricamente. Tal sequéncia de
comandos ¢ salvo no arquivo EXEM6.m.

Analise grafica das solu¢des dos problemas propostos usando-se o Simulink

A fim de resolver o exercicio 4 no Simulink, facamos a diagramacio grafica de

blocos da equagdo do problema % = %y% na janela Model do programa. A Figura 35

representa a diagramagdo para esse caso. A montagem parece bem simples e evidente.

. dy 1t
Figura 35: diagrama completo para o exemplo T
. y
3 exemsSL - =] X
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
=-8 Ee-B 4o Pp ® - [00 | [Noma 5@ -
Model Browser - exemSSL
il exemsst © |[Pajexemssi =
@
4]
=

Ready 125% oded5
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A seguir, rodamos o modelo para a condicdo inicial default, portanto, ndo
ativamente informada, y(0) = 1. Tal condi¢do pode ser vista nos parametros do bloco
Integrator. Apds executar o modelo, podemos gerar o grafico clicando-se na caixinha do

Scope. Obtém-se assim o grafico da figura 36. Note que ele corresponde bem a trajetoria
1

tedrica y(t) = (%tz + 1)5. Perceba ainda que como y(0) = 1, ¢ = 1 neste caso especifico.

O diagrama foi salvo no arquivo de blocos em fluxo exemSSL.

Figura 36: trajetoria de ¥(t) na solugio de i—f = %y_rz com a condigdo inicial y(0) = 1.

Para a solu¢do do exercicio 5 no Simulink, procede-se a diagramacao grafica de

blocos da equagdo do problema % = —% na janela Model do Simulink. Da solugdo

tedrica, y(t) = kt_%, note que se zerarmos o crondmetro, ou seja se t, = 0, podemos
estourar a iteracdo em t,, porque a raiz quadrada de 7 aparece no denominador, e o
programa ira fornecer uma mensagem de erro. A fim de contornar esse problema,
introduzimos uma defasagem de 0,001, ou um milésimo, na saida do bloco Clock, por
meio do bloco Bias.'?

Além disso, iremos preparar uma condicao inicial apropriada. Para tanto, como
usamos uma defasagem no tempo de um milésimo, t, = 0,001, portanto y(ty)=

v(0,001) = k(0,00l)_% . Para k = 1, arbitrariamente suposto, y(0,001) = 31,6, que foi
informado no bloco Integrator como sendo a “condic¢do inicial” do problema. A Figura
37 mostra a diagramagdo dos blocos para esse problema, que nos parece facilmente
compreensivel para o leitor que chegou até aqui. O diagrama foi salvo no arquivo

exem6SL. Ja a Figura 38 mostra o grafico da trajetoria y(t) = kt_%. De fato, conhecida a
trajetoria a curva pode ser facilmente desenhada. Mas nota-se que no Simulink nao se
informa a fun¢do da trajetdria, o programa que a obtém como fundamento para o grafico
depois apresentado pelo Scope. O grafico apresenta trechos com cotovelos e, como tal,
nao representa perfeitamente uma curva suave e diferenciavel. No entanto, nao foi
possivel melhorar a curva pela opgao de passo fixo na janela de pardametros de configura-

12 Qu entiio, conforme ja comentado na nota de rodapé 10, pode-se em informar um passo inicial com um
tempo ligeiramente maior que zero no campo Start Time do MCP.
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¢do do modelo (MCP). A curva, portanto, foi gerada com a opg¢do de passo variado
(Variable-step).

” . ay 1t
Figura 37: diagrama completo para o exemplo praliete
2y
| *& exemssi - o X |
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help :
He-E 40w OR g PR T~ = (@~
exembSL
& |[Pa|exemtsL -
&
.
Dwide
«
Ready 125% oded5 }
. S ~ dy 1t ‘ Ca
Figura 38: trajetoria de y(t) na solugfo de It 3.z coma ‘condicdo inicial” y(0,001) = 31,6. Melhor
¥

configuragdo de pardmetros no MCP com Variable-step.

Equagao de Bernoulli

A equacdo diferencial de 1 ordem % = h(y, t) assume a forma ndo linear do tipo
equagdo de Bernoulli: %+ R(t)y = T(t)y™. Onde o expoente m é um inteiro qualquer
diferente de 0 e 1."* A equacio de Bernoulli é considerada uma generalizacio da equagdo
linear porque ela sempre pode ser linearizada por uma mudanga de varidvel conveniente
e simplificadora. Vejamos entdo como ela se transforma em uma equagdo diferencial

. ~ d
linear. Para tanto, rescreva a equacao como y'md—Z+R(t)y1‘m =T(t) e proponha a

13 Se m = 1, temos uma equagio exata (verifique!), portanto nos concentraremos no caso em que m > 1.
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. ‘. - dz dz d _m a .
seguinte mudanca de variavel: z = y=™. Note que i Ed—f =(1—-m)y! ma_j.:' Ou seja,

_md 1 dz . ~ ..
1-mZX — ¢ podemos substituir na equacdo original, de modo que agora

que y dt (1-m) dt

1 dz ~ dz
Tomar T Rz=T. Entao, claramente, —+ (1-=m)Rz=(1-m)T trata-se de uma

equagdo diferencial de 1* ordem linear, com coeficiente varidvel u(t) = (1 —m)R(t) e
termo variavel w(t) = (1 —m)T(t). E cuja solugdo para z, em analogia a equagdo (10), é
a equacao (12):

z(t) = e~ [U-mk@at (A + f (1= m)T (). e/ -mr®A dt) (12)

Vejamos um exercicio a titulo de exemplo e aplicagao.
Exercicio 6

N . d
Resolva a equagdo de Bernoulli d—i + ty = 3ty

. 1 ~ .
Primeiramente percebaquey = 0ey = 3 830 solucoes evidentes. Na busca de uma

solugdo ndo constante, nota-se que se trata de uma equacgdo de Bernoulli com m = 2,
R(t) =t e T(t) = 3t. Comegamos entao com a mudanga de variavel em que se define a
nova variavel dependente: z = y!™™ = y~1 Neste caso, u(t) = (1 —m)R(t) =—t ¢
w(t) = (1 —=m)T(t) = =3t Calcula-se a integral [udt = — [ tdt = —%. Agora empre-
t? t2
ga-se a equagdo (12): z(t) =ez(A+ [(—3t)e 2 dt). A primitiva do integrando é
t2 2
facilmente reconhecida como sendo 3e™ z, de modo que z(t) = Aez + 3. Falta determinar
a fungdo que nos interessa y(t), que ¢ obtida voltando-se a mudancga de variavel original

. . . - 1
para se chegar a y a partir de z. Facilmente verifica-se que y = z7' = —

Para resolver o exercicio no Matlab, devemos escrever % = 3ty? — ty, e entdo
desenvolver na janela de comando a seguinte sequéncia de programagao:

syms y(t)

y(t) = dsolve(diff(y,t) == 3**(y*2) - t*y);

y(t) = simplify(y)

Chegamos entdo as trés solu¢des encontradas teoricamente: as duas constantes e

a solucdo na forma da funcdo y(t) acima determinada. Na Figura 39 temos, na janela de
comando, as solu¢oes em questdao. Note que novamente a solu¢do encontrada pelo Matlab

., 1 . . T
para a variavel dependente, y = —————, pode ser modificada de modo a coincidir
3(e2 7631
. ~ ;e . . 1 1
precisamente com nossa solugdo tedrica anterior, pois, y = —— =——7 =
3(ez 1631 3(ezef3-1)
1 1 1
————7>— Fazendo-sc 3e3=—-A, y=— 7— = —z7— que corresponde exata-
(3e€3e2-3) (—Ae2-3)  Ae2+3

mente a solugdo tedrica ja encontrada.
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Figura 39: ¥(t) na solugdo de Z—f = 3ty? —ty.
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Tal sequéncia de comandos ¢ salvo no arquivo EXEM7.m. Vejamos agora outro
exercicio como aplica¢do da técnica de linearizaciao das equacdes de Bernoulli.

Exercicio 7
~ . dy 1 3
Resolva a equagdo de Bernoulli L TIy=y.

Primeiramente perceba que y = 0 ¢é solugdo. Na busca de outra solugdo, agora ndo
constante, nota-se que novamente se trata de uma equagao de Bernoulli. No caso, m = 3,

R(t) = % e T(t) = 1. Na mudanga de variavel define-se a nova variavel dependente: z =
y1=m = y=2 Neste caso, u(t) = (1 —m)R(t) = —%e w(t) = (1 —m)T(t) = —2. Calcula-
se a integral [udt = —2 f%dt = —2Int. Emprega-se novamente a equagao (12): z(t) =
e?Int (A + (—2) [e 2"t dr). A integral é facilmente resolvida: [ e 2t dt = [¢72 dt =
- %, de modo que z(t) = t? (A + (=2)(—1) %) = At? + 2t. Agora vamos a fun¢do que nos

interessa y(t), que ¢ obtida voltando-se a mudanga de variavel original para se chegar a y

1
. . . = . _ —1
a partir de z. Facilmente verifica-se que y =z 2, ou s¢ja,y>=z"1 ou y=F—5=
zZ
_ 1 P . .
+——— . Em ambos os exercicios, os resultados obtidos podem ser conferidos

(AtZ+21)2
substituindo-se nas respectivas equagoes diferenciais originarias.

- d 1 ~
A fim de resolver o exercicio 7 no Matlab, devemos escrever d—i =y3— T¥.eentdo

desenvolver na janela de comando a seguinte sequéncia de programagao:

syms y(t)

y(t) = dsolve(diff(y,t) == -(1/t)*y + y*3);

y(t) = simplify(y)

Chegamos entdo as duas solucdes encontradas teoricamente: a constante zero e a
solugdo na forma da fung¢do y(t) acima determinada.
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Figura 40: y(t) na solugdo de L;— =y’ — ly.
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Observe que, na verdade, aparece na janela de comando duas solugdes nao
constantes para y(t), que correspondem as duas possibilidades de sinais conforme nossa
solugdo tedrica.

A sequéncia de comandos foi salva no arquivo m EXEM8.m.

Anélise gréafica das solucgdes dos exercicios 6 e 7 usando-se o Simulink

A fim de resolver o exercicio 6 no Simulink, faz-se a diagramacdo grafica de
blocos da equagao do problema, % = 3ty? — ty, na jancla Model do programa. A Figura
41 representa tal diagramagdo. A montagem ¢ autoexplicativa. Antes de rodar o modelo,

~ ;s . 1
observe, na solugdo tedrica, que y, (= —z—), pode anular-se para certo valor de  dependendo
Ae2 +3
também das condi¢des iniciais que irdo determinar o valor de 4. Portanto, o Simulink, ao

tentar obter a trajetoria pelo método iterativo, pode acusar erro para certo valor de ¢. No
caso default, por exemplo, y(0) = 1, o programa acusa erro para t = 0,9, conforme a
figura 42 que mostra a janela Simulink de “diagnosticos da simulagdo”. Para evitar esse
erro e gerar-se um grafico preciso de y(t), iremos impor outra condicédo inicial, como
y(0) = 0,1, e rodar novamente o modelo.
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Figura 41: diagrama completo para o exemplo i—): = 3ty? — ty.
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Figura 42: diagrama completo para o exemplo Z—J: = 3ty? — ty.
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A condi¢do y(0) = 0,1 ¢ alimentada no campo apropriado dos parametros do bloco
Integrator. Apds executar o modelo, gera-se o grafico de y(t) clicando-se na caixinha do
Scope. Obtém-se assim o desenho da figura 43. Note que ele corresponde bem a trajetoria
tedrica y(t) = t+ , com y(t) tendendo a zero para ¢ indo ao infinito. Salvamos o

AeZ +3
diagrama no arquivo de blocos em fluxo exem7SL.

d
Figura 43: trajetoria de y(t) na solugdo de d_Jtl = 3ty2 — ty com a condi¢do inicial y(0) = 0,1.




Para a solu¢do do exercicio 7 no Simulink, procede-se a diagramacdo grafica de
blocos da equagao do problema % =3 - % y na janela Model do Simulink (Figura 44).
Rodamos o modelo na condi¢ao inicial default (y(0) = 1), ¢ obtivemos o grafico ilustrado
na Figura 45. O diagrama foi alvo no arquivo exem8SL. A figura mostra a trajetoria

oy ~ —_ 1 . ..
correspondente ao brago positivo da solugdo y = ¥ ———, pois, [oi imposto um valor
(At2+21)2

positivo, y(0) = 0,1, como ponto inicial de passagem da curva. A curva foi gerada com a
opc¢do de passo variado (Variable-step), porém, como parat, = 0 o denominador da
solugdo se anula, comegamos o processo iterativo em t, = 0,001.

Figura 44: diagrama completo para o exemplo % = y3— %y .
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Equacdo de Ricatti

A equacao de Ricatti, do tipo Z—f = f(t) + g(©)y + r(t)y?, ndo tem, em geral,
solucdo por métodos elementares.'* Contudo, se uma solucdo particular yp(t) for
conhecida, entdo a solugdo da equagdo tem a forma y(t) = z(t) + y,(t). Onde z(t) ¢
solucdo da equacdo de Bernoulli (equacao 13):

(90 +2r )y, () z = T(©)72 (13)

az _

de
A prova comega a ser feita introduzindo-se a variavel z dada por z=y—
¥p (ouy =z +y,) e substituindo-a na equagio original, de modo que % + % =f(t) +
g (z +y,) + 7(O(2% + 22y, + ,2). Como y, (t) ¢é solugdo particular da equagdo origi-
nal, ddlf = f®) + gy, + r(t)ypz, a equagdo fica % + (f(t) +9(y, + r(t)ypz) =

dz

) + 8Oz +,) + (0 (2% + 22y, +¥,*) ou — = g(Oz + (1) (2% + 22y,) = r()z* +

(g(t) + 2r(t)y,)z, que é a equagdo de Bernoulli anterior (equagdo (13)).

Resolve-se entdo a equagdo (13) e, conhecidos z ¢ y,, chega-sc a solugdo da
equagao de Riccatti, y(t). Vejamos um exemplo a titulo de exercicio.

Exercicio 8§
- ... d
Resolva a equagdo de Ricatti d—J; = %+ By? — ¢

Para esse caso, note que f(t) = —t° g(t) = %e r(t) = t3. De modo que a equacao

(13) pode ser escrita como % - (1? + 21:3y,J (t)) z = t3z%. Antes de resolvé-la, precisamos

N : d .

encontrar a solugdo particular y,(t). Ora, % = —t° +1? Vp + t3y,2, portanto y, =t é
~ . .r t . .

solugdo evidente, jaque 1 = —t>+ -t t3t? sempre se realiza. Assim sendo, temos agora

de resolver a equagdo de Bernoulli % - (1? + 254) z = t3z%. Neste caso, primeiramente
perceba que z = 0 ¢ solugdo. Na busca de outra solugdo, agora ndo constante, nota-se que
m=2,R(t)=— (1? + 2t4) e T(t) = t3. Na mudanga de variavel define-se a nova variavel
dependente: 7 = z'™™ = z71. Neste caso, u(t) = (1 —m)R(t) = (1?+ Zt") e w(t) =
(1-m)T(t) = —¢t3. Calcula-se a integral [udt= f(l?+ Zt"‘) dt = Int +§t5. Agora
emprega-se de novo a equagdo (12): 7(t) = e~ Ine—e” (A —f Belntrt dt). A integral é
facilmente resolvida: ft3elnt+§ts dt = ft3te§t5 dt = ft“egt5 dt = % eéts, de modo que
2 ¢ 2 s 2,5

() = t~le st (A - et ) = 2e7s -2

Agora vamos a fun¢do que nos interessa y(t), que € obtida fazendo-se duas

mudancas de variaveis: primeiramente, iremos de 7 para z. Note que z = 7}, de modo

1 - ~ ~ . .
quez = ——5——— (ou, como vimos, z = 0). Agora observe a solugdo da equagdo original
Ges -3

14 Essa equagdo foi proposta inicialmente pelo matematico Vincenzo Riccati e ficou conhecida pelo nome
dele.
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do problema y(t). Chega-se a essa solugdo a partir de z. y =z +y, e, portanto, y =

1 2
m+t= (T+l)t(ouy=t).15
(?E 5 _E) (Be 55 —1)

2 _

« .. d .
Programando-se a equagdo de Ricatti d—J; = % +t3y t° na janela de comando

do Matlab o programa fornece uma solucdo em termo de tangente hiperbdlica (y(t)
5 X_p=X
—t.tanh ([? + C)).m Sabemos que tanh(x) = % 7 portanto, ~—t.tanh (ts + C) =

e~x’ 5

S B, £ _t5 £ _ats _2t®
K 5 "—e" 5 _ efe5—e"Ce™5 | ¢ e2Ce5—¢75 — ¢ e2C—e™5 | N 5 —e2C)
B L o] 3 B AL 2t ] _2t5 o
e5 “+e 5 eCe5 +e~Ce™ 5 e2Ce5+e 5 e2Cte™ 5 e 5 +e2€
5

5 5 __2t5 2C ( —ZES zc)
2t 2t 2t e 5 —e““—=|le 5 +e
-—=_,2C -, 02C -, .2C 2C
e 5 —e e 5 +e e 5 +e —2e
t( - = + )——t +1 =t(—+1).

2t T T T 2
e 5 +e2C e 5 +e2C e 5 +e2C e 5 +e2C e 5 +e2¢

5 -
Para C = 0, e%“ = 1, temos portanto que —t. tanh (t— + C) =t (+ + 1) que
s (554 1)
¢ a mesma solugdo obtida teoricamente para B = —1, pois, (+t5 +
(-1e’5 —-1)

1)t—t (%+ 1) que ¢ a mesma solucdo do Matlab. Entdo novamente por
(5 +1)

manipulag¢do logica parte-se da solugdo do programa e chega-se 4 mesma expressao

algébrica da solugio teorica.

Cabe assinalar que fun¢des hiperbolicas aparecem nas solucoes de varias equagoes

. C . .. d
diferenciais lineares. A fim de resolver o exercicio 8 no Matlab, devemos escrever d—jt’ =

%+t3y2 — t5, e entdo desenvolver na janela de comando a seguinte sequéncia de

programacao:

syms y(t)
y(t) = dsolve(diff(y,t) == (y/t)+{t"3)*(y"2)-(t"5));

y(t) = simplify(y)

Chegamos entdao a solucdo em termos de tangente hiperbodlica (Figura 46) que

. 3\ ~ o 2 A . .
equivale a nossa solugdo tedrica y = (2—t5 + 1) t. Essa sequéncia de comandos foi
(Be 5 —1)

salva no arquivo EXEM9.m.

15 Fazendo-se a devida manipulagio algébrica, a primeira solugido também pode ser escrita como y =

o +t=( — 1)tonch = 24.
(24¢75 - 1) (Be5'"-1)
16 Fungdes hiperbdlicas foram introduzidas por volta de 1760 de maneira independente por Ricatti e pelo
matematico Johann Heinrich Lambert. Func¢des hiperbélicas basicas sdo o seno hiperbdlico e o cosseno
hiperbdlico, dos quais sdo derivados a tangente hiperbolica, a cossecante hiperbdlica ou a secante
hiperbdlica ¢ a cotangente hiperbolica, analogas as fungdes trigonométricas derivadas. Essa classe de
fungdes recebe esse nome porque em muitos casos nos quais o uso de fungdes trigonométricas gera circulos

ou elipses o uso de fungdes hiperbolicas gera hipérboles.
-x

- .~ . e - . . L., e¥—e
17 As expressdes das fungdes hiperbolicas sdo as seguintes: Seno hiperbdlico é .
eX—p—X

, 0 cosseno hiperbolico

, e¥te™ . T .
¢ e, portanto, a tangente hiperbolica é obtida por e

43



Figura 46: y(t) na solucdo de Z—Jt’ ==+ t3y% — 5,
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O modelo de diagramacao dos blocos no Simulink € mostrado na figura abaixo.

. —Z5 .
Note que o denominador (Be™s° — 1) pode tornar-se negativo para certo 7, a depender das
condigdes iniciais que determinam o valor de B. A {im de evitar ¢ explosivo, iremos gerar
o grafico em segmentos curtos como na figura48,emque 1 <t < 2.

. . dy _ ¥y
Figura 47: diagrama completo para o exemplo — =7 + t3y? — 5.
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O modelo do Simulink para esse exercicio foi salvo no arquivo exem9SL.
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Figura 48: trajetoria de y(t) na solugdo de % = %+ t3y? — t5 Paral <t < 2.

Teoremas de existéncia de solucéo

Vimos alguns casos em que é possivel obter solugdes explicitas e quantitativas de
equacOes ordinarias de 1% ordem ndo lineares. Contudo, isso nem sempre é possivel e
nesses outros casos podemos lancar mé@o de recursos computacionais ou entdo nos
limitarmos a uma analise qualitativa, por exemplo, por meio dos diagramas de fase,
conforme seré visto na proxima secao.

Nesta secdo, iremos formular um teorema que nos assegure a existéncia e a
unicidade de uma solucéo algébrica explicita, dentro de uma regido ou vizinhanca, mesmo
que ndo sejamos capazes de determinar teoricamente tal solugdo. Esse teorema, que nédo
sera demostrado, apenas anunciado, vale apenas para equacdes de 12 ordem, mas também
ha condicOes de existéncia e unicidade para equacdes ordinarias de ordem n qualquer.*
A questdo da unicidade também se coloca, pois, como vimos, uma equacao diferencial
pode ter mais de uma solucdo, como as solugdes constantes identificadas anteriormente.

O teorema: Seja % = f(y) uma equacao diferencial. Seja f (y) definida numa bola

. . d . .
aberta Q do plano y x t, e tal que a funcéo f e sua derivada d—i sejam continuas no aberto
Q. Nessas condic¢oes:

a) Existe uma solucdo y = y(t) tal que y(t,) = y, para cada ponto (to,y,) do
aberto Q.

b) Se duas solugdes y = y1(t) e y = y2(t) da equacdo diferencial coincidem para
um valor t,, isto é, se y*(ty,) = ¥?(t,), entdo as duas solugdes serdo idénticas
para todos os valores da variavel t para 0s quais ambas sejam definidas.

11 Como tal teorema envolve sistemas de equacdes diferenciais, deixemos para vé-lo mais adiante, quando
tivermos estudado equacGes de ordem elevada e sistema de equagfes de 12 ordem associado a elas.
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Abordagem gréafico-qualitativa

Até aqui, obtivemos y(t) como solucao explicita e quantitativa da correspondente
equacao diferencial. Quando isso nédo for possivel e quisermos apenas ver as propriedades
qualitativas da trajetoria temporal, por exemplo, se ela converge a um equilibrio
estacionario, podemos construir e analisar os chamados diagramas de fase num exercicio
de anélise gréfica.

. d . ~ ~
Seja d—f = f(y) que pode ser linear ou ndo. Quando t ndo aparece em f como

argumento da funcdo, dizemos que se trata de uma equacdo diferencial autbnoma. Para
esse caso, introduziremos o leitor a técnica dos diagramas de fase. O grafico 6 representa
trés possibilidades de um diagrama de fase.

Gréfico 6: diagramas de fase para trés casos.

dy A B C
dt

A

Ya VB Ye Ye

O diagrama de fase, portanto, fornece informacdes meramente qualitativas,
porém importantes, da trajetoria temporal da varidvel dependente. A direcdo da trajetdria

é indicada nas setas sobre as curvas. Evidentemente, nas regibes em que % >0 (1°

quadrante) y deve estar crescendo. Nas regides em que % < 0 (4° quadrante) y deve

sempre decrescer. O equilibrio esta no eixo y, mas nem todas as interse¢fes com 0 eixo
da abscissa representam equilibrio estatico. Nos pontos y. e y.'vicejam equilibrios
temporarios e dindmicos. As curvas representadas nesse diagrama sdo chamadas de linhas
de fase. Pode-se, portanto, ter uma nocdo qualitativa da estabilidade do sistema em
questdo examinando-se a respectiva linha de fase.

Note que quando a linha de fase é positivamente inclinada (curva A), o equilibrio
é divergente e instavel em y,, a variavel dependente tende a se afastar dele em duas
dire¢bes. Quando a inclinacdo é negativa, o equilibrio é convergente e estavel, a variavel
caminha em direcdo ao ponto yp quer vindo da esquerda ou da direita. Na curva C,
descreve-se um movimento ciclico no sentido horario.
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Ainda com base na informacdo do Grafico 6, representemos graficamente agora a
trajetoria de y(t) no tempo no lugar da trajetdria de % em y. O Gréfico 7 representa aquela

trajetdria em relacdo a curva A do diagrama de fase e o Grafico 8, a trajetoria da curva B.
Note que no primeiro caso temos um equilibrio dinamicamente instavel e no segundo, um
equilibrio estavel em y;. Portanto, linhas de fase com inclinacdo positiva correspondem
a instabilidade dinamica e linhas com inclinagéo negativa correspondem a estabilidade
dindmica.

Gréfico 7: trajetoria y(t) correspondente a curva A do diagrama de fase.

y(t)

v
-+

Grafico 8: trajetdria y(t) correspondente a curva B do diagrama de fase.

y(t)a

v
-+

Vejamos, a titulo de exemplo, a linha de fase da equacdo diferencial ordinaria
com termo e coeficiente constante, equacéo (1): % +ay =b. Ou % = —ay +b, que €
evidentemente uma reta com inclinacdo - a. Portanto, se a > 0 a inclinacdo - a é negativa
e estamos no caso em que a funcdo y(t) converge para o equilibrio. Naturalmente que se
a < 0 a inclinacdo -a € positiva e a funcdo y(t) diverge do equilibrio. Vimos que a
solugdo quantitativa é dada pela equagio (3): y(t) = [y(O) - g]e‘“-t + 2.Sea>0,
portanto, o fator exponencial et tendera a zero com ¢ — oo, € assim y(t) convergira a S

Se a < 0, por outro lado, o fator exponencial é explosivo (e~%t - o) e asolucdo y(t) nao
converge. A analise grafica dos diagramas de fase, portanto, leva a mesma condicéo da
analise algébrica.
Voltando ao gréfico 6, vejamos o caso da linha de fase C. N&o se trata de uma
- ~ , . R 2
funcdo (porque?), mas de uma relacéo descrita por expressdes algébricas do tipo (%) =

f(y). Afigura-se uma trajetoria temporal que oscila periodicamente entre yc e y.'. A
trajetdria temporal corresponde a descrita no grafico 9. Note que y. e y.' ndo séo valores
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de equilibrio estatico, e que nesses limites oscilatorios a curva descreve um extremo local
dy _
em que— = 0.

Graéfico 9: trajetoria de y(t) para a curva C do diagrama de fase no grafico 6.

y(t) a % = 0. extremo local

: / N

IVAVAY

Aplicacdo: modelo de crescimento de Solow

Os primeiros modelos formais de crescimento foram desenvolvidos por Sir Roy
F. Harrod, em 1939, e Evsey Domar, em 1946. Anos depois, em 1956, o economista
Robert Sollow propés um novo modelo de crescimento, ligeiramente modificado em
relacdo a modelos mais antigos. Nele, o crescimento de longo-prazo é determinado pela
taxa de acumulacdo de fatores de producédo (capital e trabalho) e pelo ritmo de cresci-
mento da produtividade do trabalho (progresso tecnoldgico). Esses fatores determinam a
tendéncia de crescimento de longo-prazo. H& uma pequena diferenca basica entre a
proposta de Harrod-Domar e a de Solow. Naquela, a trajetoria de crescimento do modelo
é resultado de uma premissa sobre a funcdo de producdo. Supde-se que a relacdo
capital/trabalho (% = k) seja proporcional ao nivel de capital K, ou seja, k = pK, de modo
que o trabalho nédo aparece como determinante dessa relacdo, como se a combinagéo
capital/trabalho fosse em proporcao fixa. JA na versdo de Sollow, explicita-se que o0
produto Q (Q = f(K,L); K,L > 0) depende de ambos os fatores, capital e trabalho, que
podem se combinar em propor¢des variaveis. Em ambos, desconsidera-se a depreciagdo
do capital.

A derivadas parciais fx € f, sao ambas positivas (fx, f; > 0) considerando-se as
produtividades marginais positivas. Ja as derivadas segundas sdo negativas por conta dos
retornos decrescentes (fxx, fxr <0). f € uma funcdo linearmente homogénea pela

hipdtese de retornos a escala constante. Portanto, Q = L. f (% 1) = L¢(k), onde k = %

Note que o sinal de ¢’ acompanha o sinal de fy, € o sinal de ¢~ corresponde ao
sinal de fxx: ¢'(k) > 0e ¢~(x) < 0. Esses sinais podem ser demostrados algebricamente:
fe=22 _ 2] _ ;9009 _ ; doGe) o _ Lgr (1)1 = ¢'(x), onde aplicamos a regra da

T oK oK K dk 0K
cadeia. Para a derivada segunda, fxx = 000 _ ddx) Ox _ ¢ (k) % Portanto, o seu sinal

0K dk 0K
acompanha o sinal de ¢~ (k).

48



Vejamos agora o desenvolvimento do modelo de Solow. Ele faz duas hipoteses a

respeito de K e L: uma proporcdo constante de Q é investida, ‘:i—'t{ = K = sQ. A forca de
dL

trabalho cresce exponencialmente, % = 1, onde a taxa de crescimento € positiva, 1 > 0.

Sendo assim, K = sL(x). Como « =7, K = kL e K = Lk + kAL. Igualando-se

ambas as equacdes, sL¢(x) = Lk + kAL. Isolando-se k, chega-se a equacdo fundamental
do modelo de crescimento de Solow, equacédo (14).

K =s¢p(k) — Ak (14)

Para uma melhor anélise desta equacdo, fagcamos uma intepretacdo grafica. Para
tanto, iremos desenhar, no plano k X k a curva convexa correspondente ao termo s¢ (k)
e areta Ak — Gréfico 10.

Gréfico 10: dois termos da equacgéo de crescimento de Solow.

Aic

s¢(x)

v

0 K K

Note que, no grafico 9, o valor de k é dado pela distancia vertical entre as duas
curvas s¢ (k) — Ak. O ponto « identifica uma situacao de equilibrio estacionario em que
a razdo capital/trabalho de equilibrio intertemporal permanece constante. O correspon-
dente diagrama de fase pode ser obtido plotando-se todas as diferencas ao longo das
verticais e representando-as como pontos da curva no plano & X k — gréafico 11.

Perceba que se trata, em i, de um equilibrio dindmico estavel, porque a linha de
fase, neste intercepto, tem uma inclinag¢do negativa, o0 que vimos levar a convergéncia da
variavel em questdo ao equilibrio em que ‘;—’; = 0. No equilibrio, a razdo capital/trabalho
permanece inalterada, ou seja, neste ponto o capital cresce par a par com o trabalho, a
uma idéntica taxa de crescimento A. O crescimento do capital, isto é, o investimento,

ocorre a uma taxa equivalente a taxa de crescimento da populacdo A. No estado
estacionario, portanto, todas as variaveis crescem a uma taxa idéntica.
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Gréfico 11: linha de fase do modelo de crescimento de Solow (k = s¢ (k) — Ak ).

k4

equilibrio estavel

0 ;E\ K

A\

Exercicio 8

Verifique a condi¢do de equilibrio do modelo de crescimento em que a funcédo de
producéo é uma funcdo Cobb-Douglas Q = K*L'~%.

Seja essa funcgdo, entdo explicitando-se a relacdo capital/trabalho, Q = L (%)a =
Lk® = L ¢(x). Pela equagdo (14), k = sk®— Ak, K+ Ak =sk%€ uma equacdo de
Bernoulliem k. Naqual, R = A, T = s, m = a. E ainda, introduzindo-se nova variavel, z =
k1%, chega-se a equacdo linear de termo e coeficiente constante na variavel z: % +(1-
a)Az = (1 — a)s, em que, comparando-se com a equacdo (1), a=(1—a)rleb=(1—
a)s. A solucdo na varidvel z, portanto, é obtida pela equacéo (3) aplicada ao problema
z(t) = [z(O) - %] e~ (1At 4 % Precisamos agora escrever a solucdo para a variavel
da equac&o original: k1~%(t) = [K(O)l‘“ - %] e(I=MAt + =, de onde poderfamos extrair
uma expressao para « (trivial?).

1

Note que quando t tende ao infinito (¢ — c), x'~ tende a 3, ou ik - G)g que é
o0 equilibrio intertemporal estacionario do modelo de Solow com funcdo Cobb-Douglas.
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Equacdes diferenciais de ordem elevada

Tendo visto as equacbes de 1% ordem, vejamos agora equacgdes de ordem mais
d? . . P —
elevada, por exemplo em d—xZ = kY temos a derivada segunda, isto é, a taxa de variagéo
da taxa de variacdo, uma equacao diferencial de 22 ordem. Destas, veremos apenas as
equac0es lineares, que podem ser expressas genericamente como na equacéo (15).

dTL dn—l
_y + al _y
dxn dxn-1

+oF Qpg ot @y =b (15)

Que também pode ser representa como na equacao (16) em que se substituem as
derivadas na representacao de Leibniz (%) por derivadas indicadas no sobre indice (y™)
que indica a ordem n da derivada.

y®@E) +ay® V@) + -+ a1y () +ayy =b (16)

A equacdo é tida como linear porque tanto as derivadas quanto a variavel
dependente aparecem no 1° grau e nédo existe termos cruzados do tipo yy’(t). No caso em
estudo, os coeficientes a; e 0 termo b sdo constantes. Mai adiante, também veremos o
caso com b variavel.

Equacao diferencial de 22 ordem com coeficientes e termo constantes

Comecemos, por simplicidade, com o0 caso em que n =2 em que podemos
escrever y-(t) + a,y'(t) + a,y(t) = b. Se ndo for homogénea, naturalmente b = 0.
Novamente, a solucdo geral da equacdo poder ser vista como a soma de dois termos: 0
termo y. chamado de funcdo complementar, que € a solucdo geral da homogénea
associada, e 0 termo y,,, uma solugéo particular, que representa o equilibrio intertemporal
quando t tende a infinito (¢t - o), Portanto, y(t) =y, + ¥, € solugdo geral da equagdo
completa (a ndo homogénea).

Vejamos primeiramente a solugéo particular. Trata-se de qualquer solucdo da néo
homogeénea. A mais simples dela € para y,(t) = k, uma constante. Neste caso, y» =y’ =
0. O que simplifica a equacéo diferencia a a,y, (t) = b, ou y,(t) = a% a, # 0.Paraa, =0,
temos de buscar outra solugéo particular, por exemplo o equilibrio movel y,(t) = kt.
Sendo assim, y,”(t) + a;y,'(t) = b, € y,’(t) = k, y,7(t) = 0, 0 que simplifica a equacao
diferencial a a,k = bouk = a% Ou seja, a solugéo particular fica y, (t) = a%t, paraa, = 0

(a; #0). Ese a; = a, = 0 ? Nessa condicdo, temos de testar outra solucdo particular, e a
possibilidade mais simples seria agora y,(t) = kt?. O que daria y,(t) = 2kt € y,"(t) =

2k. E a equacdo diferencial original ficaria apenas 2k = b, k = g 0 que resultaria na

solugdo particular y, (t) = gtz. O mesmo raciocinio paraa, = a, = --- = a, = 0, paran >
2.
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A funcédo complementar

Tomemos a homogénea associada a equacdo de 2% ordem, ou seja, y-(t) +
a,y'(t) + a,y(t) = 0. Sabemos que na equacgdo de 12 ordem a solugdo da homogénea é
y(t) = A.e”*t. Entdo iremos tentar algo parecido para a homogénea de 2% ordem
propondo y(t) = A.e™*, onde r deve se relacionar de alguma maneira com os parametros
a, € a;. Sendo assim, y'(t) = rde™, y»(t) = r?Ae™ e, por conseguinte, substituindo na
equacdo diferencial original, Ae™ (% + a,7 + a,) = 0, que é satisfeita sob duas condicGes
individualmente suficientes: 4 = 0 ou 2 + a;7 + a, = 0. A primeira delas depende das
condicdes iniciais e somente ¢ satisfeita sob condicdo bem especifica. A segunda sera
satisfeita quando a expressdo r2 + a;7 + a, se anula, e a equagdo em questdo é chamada
de equacdo caracteristica. Como se trata de uma equacdo do 2° grau, tem-se duas
solucBes que sdo chamadas de raizes caracteristicas. Sao elas — equacao (17):

-a; ¥ ,af—4a2 17

rmr =
1,72 2

Note que a soma das raizes caracteristicas é r; + r, = —a, € 0 produto delas é =

2T (2 _
M . As duas solugbes da homogénea sdo, portanto, y,(t) = A;e™t

ey, (t) = Aye™t, Embora cada qual seja solucdo da homogénea, ndo devemos escolher
apenas uma delas, precisamos de ambas, pois temos duas constantes arbitrarias A; e A,
que precisam ser determinadas. Note que se vy, (t) e y,(t) sdo solugdes da homogénea,
entdo y,(t) + y,(t) também o é. A prova é trivial! Portanto, y. = y,(t) + y,(t). Sobre os
valores de r, e r,, ha trés casos possiveis.

Caso 1: duas raizes reais distintas.

A solucdo da homogénea é combinacdo linear dessas raizes, y.(t) = A;e™t +
A,e™*t para duas raizes distintas r; # r,. Vejamos um exemplo. Seja a equacéo diferen-

cial y~(t) + y'(t) — 2y(t) = —10. A solucéo particular € imediata: y,(t) = ai = _—120 = 5.
S =T

Para a solucdo da homogénea associada, observe que a equacao caracteristica fica r2 +

r—2=0. Ou seja, resolvendo-a, r,r, = ————- === 1, =1 er; = 2. E a solugo

ficaassim: y.(t) = A;et + A,e~%t. A solucdo geral da equacdo do exemplo é entdo y(t) =
Yo+ ¥, =Ajet + Ae ?t 4+ 5.

Os valores dos coeficientes A4; e A, sd@o determinados considerando-se duas
condicdes iniciais. Isto é, ndo basta apenas saber o valor de y(t) emt, = 0, pois necessita-
se de uma condicdo inicial adicional aplicada a y-(t). Sejam, por exemplo, y(0) =12 e
y(0) = —2. Aplicando-as a solucéo encontrada: y(0) = A; + A, +5=12,4, + A, =7.E
y'(0) = A;e® — 24,6720 = —12, A; — 24, = —2. O sistema com as duas equacdes leva a
determinar o valor de cada coeficiente: A, =4, e A, =3. E, portanto, a solugéo
determinada fica y(t) = 4e' +3e 2t + 5. Note que essa solucdo satisfaz a equagdo
diferencial do exemplo, y~(t) +y'(t) — 2y(t) = —10, pois se y'(t) = 4et —6e2t g,
portanto, y~(t) = 4et + 12e~2t, substituindo-se na equagdo original, 4e’+ 12¢~2t +
4et — 6e™?t —8et — 672t — 10 = —10.
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Vamos obter a mesma solucdo usando o programa Matlab. Para tanto, escreve-se

- - 2 - - -
a equacao diferencial na forma ZTZ = —% + 2y — 10. Com base nela, digita-se na janela

de comando as linhas de programa:

syms y(t)

Dy = diff(y) ;

y(t) = dsolve(diff(y, t, 2) == -10 — Dy + 2*y, y(0) == 12, Dy(0) == -2))

Note que usamos o comando “diff” duas vezes. Na segunda linha, ele permite criar
a variavel “Dy”, ou seja, a derivada %, depois empregada na linha seguinte. Na linha em
que se emprega o “dsolve”, a derivada segunda ¢ informada pelo comando “diff(y, t, 2)”,
na qual a ultima entrada, o 2, informa a ordem em questdo da derivada. As duas condicdes
iniciais sdo informadas: “y(0) == 12, Dy(0) == -2” na parametrizac¢do do dsolve. O Matlab
fornece a mesma solucao obtida teoricamente. Essa sequéncia de programacao foi salva
no arquivo EXEM10.m.

A Figura 49 mostra a janela de comando do Matlab com idéntica solugdo. A
solugéo por Simulink encontra-se no arquivo exem10SL. A Figura 50 mostra o diagrama
correspondente a esse exercicio.

2
Figura 49: y(t) na solugéo de % = —% + 2y —10.
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2
Figura 50: diagrama de blocos em Simulink para o exemplo 4y _ gy 2y —10.
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A figura 51 mostra a trajetdria de y(t), gerada pelo bloco Scope, ap0s executar-se 0
Simulink informando-o das condicdes iniciais do exemplo nos pardmetros das respectivas
caixinhas Integrator. Note que se trata de uma trajetoria explosiva porque o primeiro
termo de y(t) = 4et + 3e7%t + 5 é, de fato, divergente.

2
Figura 51: trajetoria de y(t) obtida acionando-se o diagrama de blocos em Simulink para o exemplo ZTZ =

dy
~ Y4 2y —10.
dt
File Tools View Simulation Help
@- 40 » 2-Q-0- F4-

Caso 2: raizes reais repetidas.

Neste caso, o discriminante da equacdo (17) se anula, e, portanto, tem-se que a? =
4a,, r = —%, y.(t) = Aze™t. Ora, necessita-se de mais outro termo que seja linearmente
independente (LI) com esse termo, para que tenhamos mais uma constante e a fim de que
ambas as condicdes iniciais (y(0),y’(0)) sejam consideradas na solucdo. O outro termo
LI com o primeiro é tradicionalmente escolhido como A,te™t. Neste caso, a derivada fica
(rt + 1)A,e™, e a derivada segunda é rA,e™t + (rt + 1)A,re™ = (r?t + 2r)Ase™t.
Vamos mostrar que A,te™t é solucdo da equacdo diferencial homogénea y~(t) + a,y'(t) +
a,y(t) = 0, pois, substituindo-o, 0 1° membro fica (r?t + 2r)Ae™t + a, (rt + 1)Ase™t +
ayAste™t = [(r’t + 2r) + a,(rt + 1) + a,t]A.e™, que se anula porque a? =4a, e r =
—% (verifique!). Portanto, A,te™* também é solucdo, e a solucdo completa da homogénea
associada fica sendo y,(t) = Aze™ + A, te™t.

Vejamos outro exemplo: y~(t) + 6y(t) + 9y(t) = 27. Neste caso, também se
satisfaz a condicdo a? = 4a,, pois 36 = 4 x 9, e assim sendo as raizes sdo novamente
repetidas. Note que r = —% = —3. Portanto, a solugio é y, = Aze 3t + Ayte 3t A
solugdo particular é evidentemente y, = 3, de modo que a solucdo completa fica sendo
entdo y(t) = y. +y, = Aze 3" + Aste 3" + 3. A solugdo definida, para um par de
condicdes iniciais (y(0) = 5, y'(0) = —5), requer que se obtenha os valores especificos de
Az e A,. De fato, y(0) = A; + 3 =5, A3 = 2. Para determinar As, aplica-se a Cl y’(0) =
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—5. Ora, y(t)=-34ze 3t +A,(e™ 3+ (-3)te™3), y(0)=-6+A4,=-5A4,=1.
Portanto, a solucdo determinada e completa fica sendo y(t) = 2e3 + te ™3t + 3.

Vejamos agora a solugdo por Matlab. Escreve-se a equacdo diferencial na forma

2 - - -
ZTZ = —6% — 9y + 27. Com base nela, digita-se as linhas de programa:
syms y(t)
Dy = diff(y) ;

y(t) = dsolve(diff(y, t, 2) == 27 — 6*Dy — 9*y, y(0) == 5, Dy(0) == -5)

Note que as duas condicBes iniciais foram informadas na parametrizacdo do
dsolve: “y(0) == 5, Dy(0) == -5”. O Matlab fornece a mesma solugdo obtida teoricamente.
Essa sequéncia de programacdo foi salva no arquivo EXEM11.m. A solucéo por Simulink
encontra-se no arquivo exem11SL.

A Figura 52 mostra a janela de comando do Matlab com a mesma solugdo que
obtivemos teoricamente. A solucdo por Simulink aparece em exem11SL. A Figura 53
mostra o diagrama de blocos do Simulink correspondente a esse exercicio.

Figura 52: y(t) na solucéo de y~(t) + 6y'(t) + 9y(t) = 27.
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Figura 53: diagrama de blocos em Simulink para o exemplo y~(t) + 6y’(t) + 9y(t) = 27.
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A figura 54 mostra a trajetdria de y(t), gerada pelo bloco Scope, ap0s executar-se 0
Simulink informando-o das mesmas condi¢es iniciais do exemplo nos parametros dos
respectivas blocos Integrator. Note que se trata de uma trajetdria convergente porque, de
fato, os dois primeiros termo de y(t) = 2e~3! +te 3¢ + 3, associados a solugdo da
homogéneas sdo convergentes.

Figura 54: trajetéria de y(t) obtida acionando-se o diagrama de blocos em Simulink para o exemplo
y(t) + 6y (t) + 9y(t) = 27.

Caso 3: raizes complexas.

Neste caso, af < 4a,, € 0 discriminante de \/a? — 4a,, que aparece na férmula da
raiz caracteristica, torna-se negativo. Entdo temos solucbes apenas no dominio dos
nameros complexos. Veremos, nas proximas secdes, uma revisao dos nimeros complexos
antes de aplicarmos um conjunto de equacdes matematicas para a formalizacdo da solucéo
nesse contexto.

Os trés casos de raizes reais distintas, raizes reais repetidas e raizes complexas
equivalem, cada qual, a uma posicao particular da parabola que corresponde a equagdo
caracteristica no plano f () x r. O grafico 12 mostra a curva dos trés casos. Note que no
caso de raizes complexas a parabola da equacdo caracteristica ndo toca no eixo da
abscissa.

Grafico 12: curva das equacdes caracteristicas da equacao diferencial de 22 ordem nos trés casos analisados.

f (I‘) raizes complexas (caso 3)

raizes reais repetidas (caso 2)

\j raizes reais distintas (caso 1)
\ / —»
r

f(?)*U
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Estabilidade dinamica de equilibrio para os casos 1 e 2

Até aqui, tendo completado o estudo para os casos 1 e 2 na solugdo da homogénea
associada as equacOes de 22 ordem lineares, vejamos que condicBes as raizes caracte-
risticas em cada caso devem obedecer a fim de que o equilibrio dindmico seja alcancével.
No caso 1, de raizes reais distintas, y.(t) = A;e™t + A,e™" e para a convergéncia ao
equilibrio dindmico devemos ter ambos r;, 7, < 0, assim sendo, y. — 0 quando t —» o. NO
caso 2, de raizes reais repetidas, a condi¢do de convergéncia é que a raiz real Unica r seja
negativa (r < 0). Pela equagdo com a solucdo da homogénea do caso, y.(t) = Ase™ +
Aute™, 0 segundo termo (A,te™) também tende a zero quando t — o porque 0
crescimento linear em t é mais do que neutralizado pelo decrescimento exponencial em e™.
Portanto, r < 0 é condi¢do necesséria e suficiente para y. — 0 quando t — co.

Numeros complexo e funcdes circulares

Vimos que no 3° caso, quando a? < 4a,, ndo existe solucdo no conjunto dos
nameros reais. Temos entdo de trabalhar com numeros complexos, ndmeros que
envolvem o niimero imaginario i = +/—1. NUmeros completos, de fato, contém uma parte
real e outra imaginaria, escrito, portanto, como a soma de dois termos. Por exemplo, em
(8 +1i), (3 + 5i) ou, genericamente, (h + vi), onde h e v sd0 numeros reais. O diagrama
de Venn (grafico 13) ilustra a relacdo entre o conjunto dos reais, dos imaginarios e do
nimero complexo:

Gréfico 13: diagrama de Venn dos nameros reais (R), imaginarios (I) e complexos (C).

C R

Note que R n 1 =@. O numero complexo pode ser representado no plano h x v,
que se convencionou chamar de diagrama de Argand (grafico 14).

Neste diagrama, cada numero complexo corresponde a um ponto no plano. A
distancia deste ponto a origem dos eixos é chamada de valor absoluto ou médulo do
nimero complexo, R? = h? +v2, ou R = Vh2 +v2. NO caso em que a? < 4a,, as raizes
caracteristicas sdo numero complexos em que a raiz da formula de Bhaskara envolve o
ndmero imaginario, pois,/a,% — 4a, = \/4a,—a,2v—1 = \[4a,—a,%i. Portanto, na
solucdo da equacdo caracteristica, ry,m, = h+ vi, h = "Tal ev= —V‘“lzz"alz As solugdes
sdo tidas raizes complexas “conjugadas”, com mesmo valor absoluto R e apenas uma
diferencga de sinal no termo que envolve nimero imaginério. A solucdo da homogénea
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para 0 caso 3, em analogia ao caso 1, é a combinacgdo linear dessas raizes, y.(t) =
Aje™t + A,e™*t para duas raizes distintas r; # r,, mas, agora, que sdo raizes complexas
conjugadas: y,(t) = A;e VDL + 4,e (VDL = ht(4; Vit + A e7Et). Tais fungbes expo-
nenciais imaginarias ndo podem ser imediatamente interpretadas, antes de fazé-lo, temos
de transforma-Ilas em fungdes circulares equivalentes.

Grafico 14: diagrama de Argand dos nimeros complexos.

eixo (h +vi)
imaginario 4 _(C(h,V) “«
v) .
R = yh*+v? Ly
' —» eixo real (h)
0\ | G
Y
h

Funcdes circulares

A fim de estudar as funcdes circulares, recordemos o circulo trigonométrico e as
definicbes de seno (sen 8) e cosseno de um angulo (cos 8). No referido circulo (grafico

~ h . ~ . . ~ ~
15), as relacGes % e variam com 6. Por construgéo, % constitui a funcédo seno e %, a funcéo

h
COSSeNno: sen = % ecosf =

Gréfico 15: circulo trigonométrico com a representacdo de um nimero complexo no ponto P.

{L

B

No gréfico, representamos uma volta completa no sentido anti-horario,
comecando do ponto A, passando pelos demais pontos e retornando a este. Seno e cosseno
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sdo funcdes tidas circulares, trigonométricas ou funcdes senoidais.*?> Outra classe de
funcdo deste tipo é a tangente de um angulo, obtida pela razdo entre seno e cosseno:

tan =222 =Y p = 0. Note que, aqui, 6 deve ser pensado como variavel independente,

cosf A’
em graus ou radianos. Medidas em radianos resultam em expressdes de derivadas mais

simples e elegantes. Lembre-se de que 1 radiano (1rad) € o angulo 6 tal que o
correspondente arco tem comprimento R (grafico 16). Todo o circulo, como se sabe, tem
cumprimento de 27R e corresponde a um angulo de 360° ou 2r radianos. A tabela abaixo
relaciona a medida em graus com a medida em radianos.

Gréfico 16: relacdo entre o angulo em radianos e o raio do circulo.

1rad

v

Graus | Radianos

0 0

45 T

4

90 T

2

180 T
270 3m

2
360 27

Vejamos agora algumas propriedades das fungdes seno e cosseno. Os valores de v
e de 8 para cada um dos pontos notaveis do circulo trigonométrico do grafico 15 estdo
assinalados na tabela abaixo:

ponto arco v 0
A OA 0 0
B OB R (max) | Z rad(90°)
C oC 0 7 rad (180°)
D oD -R 37" rad (270°)
A OA 0 2m rad (360°)
(fim do ciclo)

Os valores de certos angulos (x =6) e 0s senos correspondentes estdo
representados na tabela abaixo e no grafico 17, que representa o desenho da funcgdo seno
para0 < 6 < 2m.

12 34 vimos a tangente hiperbdlica como exemplo de fungéo trigonométrica que ndo esta associada a um
circulo, mas a uma hipérbole. Entdo frisa-se que nem toda funcéo trigonométrica afigura-se uma fungéo
circular.
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Gréfico 17: desenho da funcdo seno.

[F(x) = sen(x)

H (oo | =

el

olL|lelr|o

8

sen @

Ja para a funcdo cosseno, temos a tabela abaixo, com os valores em pontos
especificos, e o gréfico (grafico 18) com o tracado da curva de cosseno para 0 < 6 < 2.

Gréfico 18: desenho da funcéo cosseno.

f(x) = cos(x)

| o & oflr

cos 0 _.

Note que geramos o grafico imaginando um avanco do angulo 6 no sentido anti-
horario. Note também que o dominio dessas fungdes trigonométricas é todo o conjunto
dos reais R, e que a imagem € o subconjunto [—1, 1] dos reais. Seno e cosseno sdo funcdes
periddicas de periodo 2z radianos, portanto, sen(6 + 2nm) = senf e cos(6 + 2nmn) =
cos 6. A amplitude de flutuagdo dessa funcdo é 1, e elas estdo, uma em relagéo a outra,

numa diferenca de fase de modo que cos 8 = sen (9 + g) Cos 6 e simétrica em relagéo

ao eixo vertical, assim sendo cos(—6) = cos 6, enquanto que sen 6 é antissimétrica em
relacdo ao mesmo eixo: sen(—6) = — sen 6.

. 2 h2 2 p2 2, p2
Note ainda que sen?0 = = e cos26 = —, portanto, = + — = = 1. Decorre
R2 R? R R?2 R?

2
entdo que sen?6 + cos?6 = 1. As seguintes relagdes sdo bem conhecidas e faceis de
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demonstrar: sen(6; + 6,) =sen 6, cos 8, + cosf;senf, e cos(6; + 6,) = cosb; cosb, F
sen 0, sen 6,. Neste caso, note a inversdo dos sinais correspondentes (de + para +).

As funcgdes seno e cosseno sao continuas e suaves, e, portanto, diferenciaveis. As

. . ~ . d 0 d 2]
derivadas a seguir sio bastante conhecidas: ==~ =cosf e “—- = —senf.® As

ae ae

derivadas segundas e de ordem mais elevadas sdo facilmente obtidas, por exemplo,

d’sen® _ dcos@
ae2 ~  de

= —sené.

RelagOes de Euler

As expressdes exponenciais imaginarias podem ser transformadas em funcdes
circulares. A fim de mostrar de que forma, iremos lancar mao da conhecida técnica do
calculo de expandir-se fungdes diferenciaveis em série de termos, como as séries de
Taylor e séries de Maclaurin.

Entdo exercitaremos expansfes em série de termos de certas fungbes bem-
comportadas, de classe Cn, que serdo, em seguida, empregadas na demonstracdo de
importantes relagbes que nos possibilitardo bem interpretar o significado da solucdo do
caso 3 da equacdo homogénea associada as equacdes diferenciais de 22 ordem, y.(t) =
et (A eVt + A,e” V). Comegando pela fungéo seno. A tabela abaixo mostra a funcéo e
uma sequéncia de suas derivadas de ordem crescentemente superior para o seno aplicado
a um angulo genérico 6 e para 8 = 0.

¢(0) = senb ¢(0) = sen0 =0
¢'(6) = cosH ¢'(0) = cos0 =1
¢'"(0) = —senf | ¢''(0)= —sen0 =0
¢"'(0) = —cosf | ¢d"'(0) = —cos0=-1
¢ (6) = senf $"(0) = sen0 =0
¢¥(6) = cosb ¢¥(0) = cos0 =1

Agora, usando informacdes da tabela, iremos expandir a fungdo ¢(6) = sendem

uma série de Maclaurin. Sabemos que, pela série de Taylor, sen6 = ¢(a) +

1 (6-a)t " (6-a)? @-a)™ ..
¢'(@) =+ ¢" (@) = + -+ ¢"(a) - em que a representa o centro de uma vizi-

nhanca e & — a 0 tamanho dessa vizinhanca. Fazendo-se a = 0, estaremos aplicando essa
expansdo em torno da origem em zero e termos entdo uma serie de Maclaurin. Nessa
série, costuma-se truncar a expansao até uma ordem n finita e representar o que falta para
61iry61min-la, de modo a 61iry61-la equivalente a série infinita, o chamado resto de

. n+1 , .. ~

Maclaurin: ‘i’(Tl()p‘)e"“, onde p € um ponto dentro da vizinhanca em questéo. Portanto, a
1 2 n

expansdo fica assim: sen8 = ¢(0) + qb’(O)% + ¢”(0)% + -+ qb"(O)% =0+6+0-—

¢" ()
(n+1)!

¢"*1(p) é sempre +senp OU +cosp e, portanto, deve estar neste intervalo: € [—1,1].

3 5 . R
%+0 +%+ et 6™*1, Examinando-se o resto de Maclaurin, note que o fator

13 Isso € valido quando os angulos forem medidos em radianos. Com medidas em graus, as expressdes

. dsen@ T
tomam-se mais trabalhosas, por exemplo, 5 = 1s00 €08 0, 6 em graus.
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Assim sendo, o numerador da fracédo fica contido e o denominador (n + 1)! Cresce muito
com n. Conclui-se que o resto se aproxima de zero quando n —» . Em suma, a fungéo

sen 6 pode ser aproximada por uma série do tipo: senf = 6 — — + — — —+ ---.

Vejamos o caso da funcdo y(6) = cos6. A tabela a seguir mostra essa funcao e
uma sequéncia de suas derivadas de ordem crescentemente superior para 0 COSSeno
aplicado a um angulo genérico 6 e para 6 = 0.

Y(0) = cosb Y(0) = cos0 =1
Y'(0) = —senf Y'(0) = —sen0 =0
Y'(0) = —cosf | P'"(0)= —cos0=-1
Y'"'(0) = senb Y"'(0) = sen0 =0
Y?(0) = cosh Y?(0) = cos0 =1
YY(0) = —sen® | Y™ (0) = —sen0 =0

Usando-se informacGes da tabela, iremos expandir a funcdo  y(8) =

7 = - n+1 ~ - -
cos & em uma série de Maclaurin com resto %9"*1. A expansdo fica assim: cos 6 =
92 94 Il)n+1(p) n+1 R .
L+ 0—r 4 04 op et “ im0 Examinando-se o resto de Maclaurin, note que o

fator y"*1(p) é sempre +senp Oou + cosp e, portanto, deve estar no intervalo [—1,1].

Assim sendo, o numerador da fracéo fica contido e o denominador (n + 1)! Cresce muito

com n. Conclui-se que, também nesse caso, 0 resto se aproxima de zero quando n — oo.
4 9

6
+ ..,
4! 6!

- 7 - - 2
A funcéo cos 6 pode ser aproximada por uma série do tipo: cos8 = 1 — % +
Vejamos agora a expansdo em série para a funcéo e?. Ora, essa expansdo é bem
. . , 2 3 4
simples e bem conhecida do curso de célculo: e =1+6 +%+%+ %+ -+, Essa

expressao também vale substituindo-se 6 por i@, onde i € 0 nUmero imaginario, portanto,
(6)* | @0)*  @i6)*

o _ . _ . (i9)? (i6)3 (i9)*
podemos escrever e =1+ +—=+—+ S -+ =140+ -+ oo+ -+
. 02 ig3 0* iS5 62 0* . 03 05
=l - oot G = (1_5-" I_"')-H(g_ TR _) Note

que a primeira expressdo em parénteses corresponde a expansdo do cosseno e a segunda

corresponde ao seno. Portanto, e = cos @ + isen . Essa igualdade expressa a chamada
relacdo de Euler. So duas as relagbes de Euler, conforme apontadas na equagéo (18):

e® = cosf +isenéd
e = cos@ —isend (18)

Vejamos dois exemplos: e = cosm +isenmt = —1+ 0= —1. No caso, § = m.

T

e = cosg— iseng = 0—i(1) = —i. Nocaso, 6 = ge com o sinal menos.

RepresentacOes alternativas de numeros complexos e teorema de Moivre

O numero complexo foi, até aqui, representado com a soma de dois termos (h +
vi), porem, ha outras representacdes. Observando-se o circulo trigonométrico do grafico
15, note que h = Rcos @ ev = R sen f. Portanto, 0 mesmo numero complexo h + vi pode
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ser representado por Rcos® + Risenf = R(cos® =+ isen®), que é a representacdo de
um numero complexo em coordenadas polares (R, 8). Note ainda que, em termos de
funcéo exponencial, R(cos8 + isen) = Re*?.

Para valores dados de h e v, 0 6 das equacdes senoidal e exponencial naturalmente
ndo sdo unicos. Contudo, confinamos esse angulo dentro de uma volta no circulo trigono-
métrico: 6 = [0, 2rr]. Vejamos dois exercicios de fixacao.

3

.TT
Representaremos 5e>'z na forma cartesiana (h + vi). Neste caso, R =5e6 = >

Portanto, h = 5cosZ =0 e v = 5sen>X = —5. Assim sendo, h + vi = —5i que é a corres-

2 2
pondente forma cartesiana. Vejamos agora a forma exponencial de (1 ++/3i). Neste
caso, h = 1, v =v3 e R =+/1 + 3 = 2. Precisamos encontrar um 6 tal que cos 8 = % = %e

sen @ = % = ? Evidentemente 9 = % E assim, 1 +V3i =2 (cosg + iseng) = 2e's.

Vejamos agora o teorema de Moivre. Dado uma representacdo de um numero
complexo elevado a uma poténcia, (h + vi)™, como ficam as formas polar e exponencial?
Ora, h + vi = Re'?, portanto, (h + vi)® = R™e™®. Do mesmo modo, (h — vi)® = R"e ¥,
Portanto, temos demonstrado o teorema que é expresso na equacéo (19):

(h £ vi)*» = R™*(cosnf + isennf) (19)

Anélise do caso da raiz complexa

Finalmente temos as ferramentas matemética revistas e fixadas a fim de
enfrentarmos agora o caso 3 das raizes caracteristicas complexas na solugdo da equagédo
homogénea y" (t) + a;y'(t) + a,y = 0. Na obtencdo da funcdo complementar, a solugdo
geral dessa homogénea, caso em que a? < 4a,, temos de examinar a situacdo em que o
discriminante de \/a? — 4a,, que aparece na formula da raiz caracteristica, é negativo.
Como se trata de radiando negativo, as solucdes sdo complexos conjugados, 1,7, = h +

i —_1 _ 1 — 7 . . e e -
vL, em que h = 2 a ev= 2W/4a2 aj. Em analogla ao caso de raizes reais dlstlntas, a

solucdo continua sendo y(t) = A,e™" + A,e"™*, mas agora as raizes r; e r, s80 nimeros
complexos de modo que y(t) = A;eMHVDt 4 4,0t = ght(4 Vit 4 4,e7 Vi) ¢ a
solucéo.

A fungdo complementar expressa em expoentes deve agora ser interpretada. O
significado de exponenciais que envolvem ndmeros imaginarios ndo e facil de ser
percebido, portanto, necessitamos utilizar as relacGes vistas anteriormente, na reviséo de
numeros complexos, para dar nova forma a essa expressao. Para tanto, iremos transformar
as expressGes exponenciais imaginarias em expressdes trigonométricas.

Note que, pela equacdo (18) das relacoes de Euler, para 8 = vt, eV = cosvt +
isenvt, e e V" = cosvt —isenvt. Portanto, a solucdo da homogénea fica y(t) =
e (A,eV® + A,e7t) = eM[A;(cosvt + isenvt) + A,(cosvt - isenvt)] =
e [(A; + A,) cosvt + (A, — A,)isenvt]. Definindo novas constantes, de tal modo que
As = A; + A, e Ag = (A — Ay)i, podemos simplificar a expressdo. Note que Ag inclui o
namero imaginario, mas ndo nos preocupamos com o fato de definirmos uma constante
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que pode ser imaginaria, pois, de qualquer modo, o valor dela ird depender das condic¢des
iniciais, ela poderia ser um numero real desde que atenda as duas condicfes iniciais em
questdo.

Portanto, y.(t) = e™[As cosvt + Ag senvt]. Para facilitar ainda mais a interpre-
tacdo dessa equagdo, note que o fator que envolve fungdes trigonométricas € puramente
oscilatério, de modo que podemos substituir o argumento vt por um simples angulo em
radianos: 6 = vt. Assim chegamos a fun¢do complementar y.(t) do caso 3 descrito pela
equacéo (20).

Y. (t) = e™[As cos 6 + Agsen 6] (20)

Exercicio 9

Resolva a equacdo diferencial ‘:% +2 % + 17y = 34, com as condi¢0es iniciais y(0) = 3
e %(0) =11.

Nesta equacdo, a; = 2, a, = 17, e b = 34. Portanto, a? = 4 < 4a, = 68, e as raizes
caracteristicas sdo complexos conjugados do tipo h +vi, com h = —%al =—lev=
~J4a, —a? = 2V64 = 4. Note que, destarte, a solugdo da homogénea é () =
e ‘[As cos4t + Agsen4t]. A solucdo particular da equacdo completa é simplesmente

b

Yp=—= i—‘; = 2.De modo que a solucdo completa fica sendo y(t) = e t[As cos4t +
2

Ag sen4t] + 2.

Vejamos agora os valores das constantes As e A, que podem ser precisados pela
aplicacdo das condicdes inicias. Para t = 0, e °[As cos0+ Agsen0] +2 = As + 2 = 3.
Portanto, As = 1. A fim de determinar o valor de A, iremos aplicar a outra condicao
inicial: Z—Jt’(O) = 11. Para tanto, precisamos obter a expressdo da derivada de y. Ora,

conhecendo-se y(t) obtemos a derivada: y'(t) = —e (A5 cos4t + Agsendt) +
e t(As(—4sen4t) + 4A,cos4t). E entdo y'(0) = —(As cos0 + Agsen 0) + (—4Agsen 0 +
4A4cos0) = —(As + 0) + (0 + 44,) = 44, — 1 = 11. Logo, A4 = 3.

Portanto, a solucdo definida fica sendo y(t) = e ‘[cos 4t + 3 sen4t] + 2, onde 0
primeiro termo representa o desvio, que é um padrdo flutuante, e a constante no segundo
termo representa o nivel de equilibrio intertemporal de y.

2
Vejamos a solucdo por Matlab. Escreve-se a equacao diferencial na forma ZTZ =
34 —17y -2 % Na janela de comando, digita-se a procedure:

syms y(t)
Dy = diff(y) ;
y(t) = dsolve(diff(y, t, 2) == 34 — 2*Dy — 17*y, y(0) == 3, Dy(0) == 11)

Note que as duas condicOes iniciais foram informadas na parametrizacdo do
dsolve: “y(0) == 3, Dy(0) == 11”. O Matlab fornece a solu¢ao ja obtida teoricamente. Essa

14 Note que se A; — A,forem niimeros imaginarios, aparecera em Ay 0 nimero i? que ndo é imaginario (por
que?).
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sequéncia de programacéo foi salva no arquivo EXEM12.m. A solucdo por Simulink
encontra-se no arquivo exem12SL.

A Figura 55 mostra a janela de comando do Matlab com a solucdo idéntica a que
ja obtivemos. A solucdo por Simulink aparece em exem12SL. A Figura 56 mostra o
correspondente diagrama de blocos do Simulink.

2
Figura 55: y(t) na solugdo de ZTZ +2 % + 17y = 34.
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Figura 56: diagrama de blocos em Simulink para o exercicio Pl 2 pri 17y = 34.
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A Figura 57 mostra a trajetoria de y(t), gerada pelo bloco Scope, ap0s executar-se 0
Simulink informando-o das condig¢des iniciais do exercicio nos parametros dos
respectivas blocos Integrator. Note que se trata de uma trajetdria oscilatoria e
convergente, pois vimos a presenca de um coeficiente amortecedor na expressao
y(t) = e"t[cos 4t + 3sen4t] + 2.

65



2
Figura 57: trajetdria de y(t) obtida acionando-se o diagrama de blocos em Simulink para o exercicio ‘;Tf +
22417y = 34,
dt

Ry anci b T210,000

A curva obtida ndo esta muito bem desenhada, ela nédo é totalmente suave, com
cotovelos em alguns trechos. Novamente empregamos a técnica de melhorar o grafico em
questdo alterando parametros no “Model Configuration Parameters” (MCP). Muda-se a
opcao do Solver de “Variable-step” para “Fixed-step” e, neste caso, fixa-se 0 tempo
fundamental do passo (Fixed-step size) em 0,1. A Figura 58 mostra a curva “melhorada”.

Figura 58: trajetoria melhorada de y(t) obtida acionando-se o diagrama de blocos em Simulink para o
;- dzy dy _
exercicio Pl + 2 a + 17y = 34,

File Tools View Simulation Help
@- 4O PO H-4-[0- F@-

A trajetoria temporal

Qual é o grafico de y,(t) = e™[As cosuvt + A¢ senvt]? Note, para que 0 argumento
das fungdes senoidais em questdo (vt) aumente 27, € necessario que t aumente para Zv—”

(pois evidentemente vt vai para v =" = 2r). Ento o periodo de sen vt e cos vt é =,
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~ . . 2T « e
As € Ag Sa0 as amplitudes dos respectivos termos. 7” é, portanto, o periodo comum

de As cosvt + Ag senvt. Com As e Ag dados, vamos achar dois novos pares de constantes
A e € tal que As=Acose e Ag=—Asene. Sendo assim, Agcosvt+ Agsenvt =
Acos e cosut — Asen esenvt = A(cosut cose —senvtsene) = A(cos(vt + ¢€)). Esta ultima fun-

cao tem amplitude A e, dado o argumento vt + €, periodo 27" pois, para que 0 argumento
da fungédo cosseno em questdo (vt + €) aumente 27, € necessario que t aumente para Zv—”
(evidentemente vt + € vai para v 27” + €, e a diferenca entre valores final e inicial é 2m).
Entdo temos em Agcosut + Agsenvt uma flutuagdo sem fim de amplitude
constante ao redor do valor de equilibrio de y. Falta examinar agora o fator e"*. Se h > 0,

parat — oo, e — oo, € por consequéncia aumenta a amplitude da flutuagéo senoidal, que
se torna explosiva, conforme gréfico 19.

Gréfico 19: flutuagdo explosiva para h > 0.

y) 4

v

Agora, se h = 0, e™ = 1 e temos uma flutuacdo senoidal de amplitude constante
como no grafico 20.

Grafico 20: flutuagdo com amplitude constante para h = 0.

VAVAN

A Ultima possibilidade é que h <0, e, nesse caso, tem-se uma flutuacdo
amortecida como no gréafico 21. Este € o Gnico caso com trajetoria temporal convergente!
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Gréfico 21: flutuagdo amortecida para h < 0.

y(@© 4

t

Até aqui vimos a trajetoria de y(t) no caso de equilibrio estacionario, mas o
equilibrio pode ser movel se a solugéo particular y, (t) ndo for uma constante. O grafico
22 ilustra o caso de equilibrio movel ao longo de uma trajetoria crescente de tendéncia
linear e amortecida (nem sempre é o caso de ser linear ou amortecida!).

Grafico 22: flutuagdo amortecida com equilibrio movel.

y@o) 4 o

v

Estabilidade dindmica do equilibrio

Nos casos 1 e 2 em que 7y, 1, SA0 nUmeros reais, a condicdo de estabilidade
dindmica de equilibrio é que r; < 0, quer r; # r, ou r; = 1. No caso de raiz complexa,
para equilibrio dinamico estavel devemos ter h < 0 e isso garante a trajetdria temporal
convergente. Entdo note que, neste caso, basta que a parte real de h + vi seja negativa.
Entdo em todos os casos pode-se generalizar como sendo a condicdo de estabilidade
dindmica de equilibrio que a parte real de toda raiz caracterisitica seja negativa, condicdo
necessaria e suficiente para y, » 0 quando t — oo,

Modelo de mercado com expectativas de preco

Suponhamos agora um mercado em que a demanda (Q,) e a oferta (Q,) dependam
ndo apenas do preco atual mas da tendéncia esperada do preco, das expectativas em
relacdo ao nivel de pre¢os no futuro.

Agora pergutamos se o prec¢o esta subindo ou descendo a observar a derivada dele

d , . .
no tempo, d—‘;. Também nos preocupamos em saber a qual taxa ele estaria subindo ou

68



descendo olhando para a derivada segunda %. Portanto, podemos escrever, para a fungdo de
demanda, Q; = D[p(t), p'(t), p"'(t)], e para a oferta Q, = S[p(¢t), p'(t), p"' ()], em que,
agora, as derivadas de duas primeiras ordens entram como argumento das funcdes. A
equacdo (21) mostra uma representacdo linear simples, a coeficientes constantes, dessas
relagoes.
Qa=a—pp+mp' +np” (a, B>0) (21)
Qs= —y+dép+up' +wp” (v, §>0)

Nestas equacles, m, n, u e w aparecem sem restricdes de sinais. No caso em que
m > 0, por exemplo, p’ > 0 leva a um aumento em Q, refletindo a situagdo na qual o
preco que esteja subindo leva a que se espere que ele continue subindo, e o agente prefere
demandar mais no presente, dai o crescimento na demanda Q,;. Com n > 0, a taxa de
variacdo de p' isto é p"’ terd influéncia positiva nessa mesma demanda. Em suma, me n
refletem elementos de especulacdo de precos no lado da demanda. ue w refletem
elementos de especulacdo no lado dos vendedores.

Um modelo simplificado

Suponha que sé a funcdo de demanda contenha expectativa de precos, isto é,
m,n # 0 e u,w = 0. Na hip6tese de que o mercado esteja em equilibrio a todo instante,

Qs =0Q, e portanto a —Bp+mp' +np”’' = —y+6p, p" + %p’ —%p = —aTﬂ/, que é
uma equacéo diferencia linear de 22 ordem na variavel p, como coeficientes constantes,
a, = % a, = — ﬁnﬁ, e termo constante b = — “T” Cada p € um preco de equilibrio em t tal

que Q; = Q,, mas ndo necessariamente um preco de equilibrio intertemporal em que % =
0. Note que neste modelo ndo iremos impor um mecanismo de ajusto do tipo imaginado
por Hicks (% =j(Qq — Qs)), porque agora a dinamica ocorre por conta das proprias

expectativas traduzidas em uma equacdo diferencial de 22 ordem. Ou seja, a dinamica
decorre de mp’ € np”’, e ndo de uma explicita hipdtese descritiva dessa dindmica.

Vejamos agora como se comporta a trajetoria temporal do preco no modelo.
Sabemos que o preco de equilibrio intertemporal do modelo é a solucdo particular da

equacdo diferencial; como tal, a razédo do termo com o segundo coeficiente p, = a% =
aty
B+6’
casos que identificamos anteriormente. O primeiro caso € o de raizes reais distintas, em

B+s
n

Agora vejamos a solugéo da equacdo homogénea associada. Iremos examinar os trés

. 2 ~ ~
que a? > 4a,, ouseja, (=) > —4(2). De modo que a solugéo da fungéo complementar

) , L. . —a, F [a?-4a
fica p.(t) = Aje™t + Ae™! e as raizes caracteristicas S80 r;,r, = — L~ = %[—ﬂ+

2 L

n
2 ~ 7 " ~
/(%) +4(Bnﬁ)]. A solucdo completa é a soma da geral da homogénea com a solucio

particular, p(t) = p. + p, = Aje™t + A e™t +;—:Z-
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Vamos a0 2° caso, o de raizes reais duplas e repetidas. Neste caso, (%) = —4(£2),

n
ay

m ~ H —m—t —m—t a+y z
r=-t=--ea solucdo fica sendo p(t) = Ase™2n + Ayte on + e No caso de raizes

complexas, (= ) < —4(222),as solucdes ddo nlimeros complexos r;, v, = h + vi, em que h =

2 N ) . o
=-Zev=2Jlg,—d} = J £22) - (%)". Asolugéo, conforme vimos, fica sendo ent&o

p(t) =e Zn(Ascos vt + Ag senuvt) +

Facamos agora uma analise de estabilidade. Suponha que a reacdo da demanda a
derivada segunda dos precgos seja positiva, n > 0. Neste caso, evidentemente 4(’”5) <

(Z) e se recai obrigatoriamente no caso 1 ja que 8,8 > 0. As raizes caracteristicas seriam

2 . , . -
T =3[ 2+ (%) +4(@)]. Note que a raiz é necessariamente maior que |m|.15
2 n n n n

Portanto, predomina sempre o sinal do termo com raiz quadrada que acompanha ambos
os sinais. Ou seja, as raizes caracteristicas possuem sinais distintos: r, >0 e r, < 0.
Olhando-se para a solucdo da homogénea, p.(t) = Ae™t + A,e™t, se A; # 0 temos um
equilibrio dinamicamente instavel.

Supunha agora gque a reacdo da demanda a derivada segunda dos precos seja
2 , -
negativa, n < 0. Entdo —4 (££2) >< = () e os 3 casos s&o possiveis. Todos os casos, de

1 a 3, resultam em equilibrio dinamicamente estavel se m < 0. Pois, (% ) +4(£2) fica

menor que | | ' Entdo o sinal do primeiro termo da expressdo -2+ [(* ) +4(22) é que

determina o sinal das raizes. Como n < 0 na hipotese considerada, se m < 0, 0 primeiro
termo é negativo e ambas as raizes ficam negativas. O mesmo quando se tem raizes
repetidas r = —%, bem como o caso de raiz complexa em que o expoente do algarismo

natural, h = —%, também se torna negativo.

Exercicio 10

Seja um modelo de mercado com expectativas de preco tal que Q; = 40 — 2p — 2p’ — p"
e Q, = -5+ 3p. Determine a trajetéria dos pregos resolvendo a correspondente

equacao diferencial, com as condicdes iniciais p(0) = 12 e % (0) =1.

Note que, como m,n <0, 0 mercado tende a um equilibrio intertemporal
dinamicamente estavel. Supomos que o mercado, ao longo da trajetoria do preco, esteja
sempre em equilibrio de modo que Q; = Q. Ou seja, 40 — 2p — 2p' —p”' = =5 + 3p,
ou p” +2p’+5p = 45. A solugdo particular é imediata: p, = 4—55 = 9. Para a solucdo da
homogénea, vejamos a equacdo caracteristica r2+2r+5=0. Neste caso, r,r, =
—[ 2++/4—-20] =-[-2+4i] =-1+2i. Portanto, h=-1 e v=2. A solugédo geral fica
entdo p(t) = e‘t(Ascos 2t + Agsen2t) + 9.

a0 () 4452 ZeJ%f >J%Z= g
2
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Respeitando as condi¢es iniciais do exercicio, iremos determinar os valores das
duas constantes. Para t = 0, p(0) = e®(4scos 0 + Agsen0) +9 = Ag + 9 = 12, A; = 3. Agora
vamos obter a expressao da derivada: p’(t) = —e t(Ascos 2t + Ag sen 2t) + et (—2 Agsen 2t +
24¢cos2t). E T7liry7lm-la na condigdo inicial: p’(0) = —e®(Ascos0 + Agsen0) +
e%(—2 Agsen 0 + 244 cos0) = —(As +0) + (0 + 24¢) = -3 + 24, =1. Portanto, A¢ =2. E a
solucéo geral definida para a equagdo completa fica p(t) = e *(3cos 2t + 2sen 2t) + 9.

N ~ ~ . . 2
Vejamos a solucdo por Matlab. Escreve-se a equacédo diferencial na forma ZTZ =
45 — 5y —2 ‘;—f Na janela de comando, digita-se a procedure:

syms y(t)
Dy = diff(y) ;
y(t) = dsolve(diff(y, t, 2) == 45 — 2*Dy — 5*y, y(0) == 12, Dy(0) == 1)

Note que as duas condicGes iniciais foram informadas na parametrizacdo do
dsolve: “y(0) == 12, Dy(0) == 1”. A Figura 59 mostra a janela de comando do Matlab com
a mesma solucdo que obtivemos. A sequéncia de programacdo foi salva no arquivo
EXEM13.m. A solucdo por Simulink encontra-se no arquivo exem13SL. A Figura 60
mostra o diagrama correspondente a esse exercicio.

Figura 59: p(t) na solugdo de p” + 2p’ + 5p = 45.
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Figura 60: diagrama de blocos em Simulink para o exercicio p" + 2p’ + 5p = 45.
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A figura 61 mostra a trajetdria de p(t), gerada pelo bloco Scope, ap0s executar-se 0
Simulink informando-o das mesmas condi¢des iniciais do exercicio nos parametros das
respectivas caixinhas Integrator. Note que a trajetdria se afigura uma oscilacéo senoidal
amortecida que tende ao equilibrio estacionario em p(t) = 9.

Figura 61: trajetoria de p(t) obtida acionando diagrama de blocos em Simulink para o exercicio p”’ +
2p' + 5p = 45.
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Interacéo entre inflagdo e desemprego

Utilizando as técnicas para solucdo de equacoes diferenciais de 22 ordem, vamos
examinar a conhecida relacdo de Phillips, do curso de macroeconomia, entre salario w e
desemprego U, w = f(U), na qual f'(U) < 0 traduz a relacdo inversa entre essas duas
grandezas conforme o grafico 23. U é a taxa de desemprego da economia e w é a taxa de

crescimento da renda salarial W, o = % Diz-se que essa relacdo traduz o lado da oferta
da economia.

Grafico 23: relagdo entre salério w e desemprego U na curva de Phillips.

v
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Ao modelo tradicional de Phillips, vamos acrescentar a ideia de que a inflagdo de
precos p pode ser compensada ou atenuada por um aumento na produtividade do trabalho

T exdgena. Seja p a taxa de inflacdo dos precos P:p = g. Tal taxa acompanha a taxa de

crescimento dos salarios descontada da taxa de crescimento da produtividade T, de modo
que p = w — T. Suponha uma relacao linear decrescente entre salario e desemprego como
no Grafico 23, w = a — BU. Vamos expressa-la em termo de inflacdo: p + T = a — U,
p=a-T-BU,(a,p)>0.

A relacdo de Phillips com expectativas incorporadas

Suponha que os salarios também dependam da taxa de inflacdo esperada =, de
modo que w=f(U)+gn, 0<g<1. Quando as expectativas de inflagdo s&o
incorporadas as demandas salariais, w = a« — BU + gm, a nova equacao dos precos fica
entéo:

p=w—-T=a-T-pU+gn (22)

A equacdo (22) traduz o lado de oferta da economia. Adicionam-se agora, ao
modelo, hipo6teses sobre como as expectativas de inflacdo sdo formadas, conhecidas como
expectativas adaptativas e representadas na equagéo (23).

dm

Z = jp—m) 0<js<1) (23)

Temos, portanto, trés variaveis (p, , U) e duas equacdes. A fim de 73iry73mina-
las no modelo, necessitamos de uma terceira equacao. Entdo iremos propo-la, trata-se de
uma equacdo que capta o retorno da inflagdo para o desemprego, como aquela variavel
afeta esta. S&o diversos os mecanismos pelos quais a inflagéo afeta o desemprego. Taxas
mais elevadas de inflacdo impactam o nivel de poupanca da economia, bem como o
consumo privada, a demanda agregada, e tudo isso acaba afetando a taxa de desemprego.
Também pode afetar o desemprego perturbando a relacdo entre oferta real e oferta
nominal de moeda, com impacto na producéo e, por meio desta, no desemprego.

Iremos propor uma terceira equacdo a envolver inflacdo e desemprego com a
identificacdo de um mecanismo em que a moeda, a politica monetaria, afeta o
desemprego. Sendo assim, dada uma taxa de crescimento m da oferta monetéaria M, m =

%, a taxa de variacao temporal da producédo dependera do excesso de crescimento nominal

da moeda m vis-a-vis o crescimento dos precos p, a inflacdo (efeito real de uma politica
monetaria expansionista na economia). E a taxa de crescimento do desemprego é tanto
menor quanto maior o crescimento da producdo. Capta-se tal efeito com um sinal
negativo, e escreve-se entao:

d

=}

= —k(m —p) (k> 0) (24)

QU

t
M P

Notequem —p = ———- =1y —1p =1m, onde r,, é a taxa de crescimento nominal da
P

moeda, rp a taxa de inflacdo e ru a diferenga entre essas taxas, que indica a taxa de
P
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~
v| =
<

crescimento da chamada moeda real —, do poder de compra da moeda. Note que Ty =

m|z|

e também é igual & diferenca entre as taxas, pois, ry —rp = 24— 2 = MP_PM _ MP-PM _
M P MP PM PM
MP-PM P _ (F)
P2 M M
P

A trajetdria temporal de 7, a expectativa de inflacao

Com base nas trés equacdes de (22) a (24), podemos resolver o sistema para
determinar as trajetorias temporais da expectativa de inflagdo 7, da taxa de inflagdo p e
da taxa de desemprego U. Iremos explicitar a determinagdo da trajetoria temporal da
primeira dessas trés varidveis, a taxa =. Podemos também encontrar as trajetdrias de p e
U em exercicios semelhantes.

Para tanto, temos um modelo fechado em =, p e U que devemos condensar em
uma Unica equacao diferencial de uma Unica variavel =. Comecemos inserindo a equacéo
(22) na equacgdo (23) de modo que podemos escrever Z—’Z =jla-T—-BU +gn—m) =
jla—=T—pBU) —j(1 - g)r. Vamos derivar essa Ultima equacdo em relacdo a t, lembrado
que, no segundo membro, apenas U e i S80 varidveis. Fica entdo ‘;ZTZ = —jﬁi—lt] () %

Agora, usamosaequagao (24), substituido, na equacéo anterior, &% por k(m — p),

ficando assim: — _Jﬁkm jBkp —j(1 — g)— Neste ponto, precisamos apenas eliminar a
variavel p da equa(;ao usando novamente (23) a fim de substitui-la por uma expresséao em
d2

. Note que se %—](p ), p———+ m. Ficamos com d—”—]ﬁkm ]ﬁk(——+ n)

j@ - g) — = jBkm — jBkm — [Bk + j(1 — g)] - que pode ser reordenada na equacao (25).

+ [Bk+j(1 - g)] -+ jBkm = jBkm (25)

Note que se tem, nessa equacdo, dois coeficientes constantes (a, = Bk + j(1 — g),
a, = jfk) e um termo constante, b = jBkm. A equagdo (25), de fato, trata-se de uma
equacdo diferencial de 22 ordem com coeficientes e termo constantes. J& sabemos resolvé-

la com certa facilidade. A solugdo particular € m,, = ai = m, € as raizes caracteristicas sao
2

o, = %(—a1 FJa? - 4a2). Note que a? ><= 4a,. De modo que todos os trés casos podem
surgir.

Note que a, = jpk > 0. Em todos os casos, o equilibrio intertemporal revelara ser
dinamicamente estavel, pois, no caso 1, em que a? > 4a,, a2 — 4a, < Ja? = |a,| €,
portanto, r, r, <0, pois predomina o sinal negativo do primeiro termo na expresséo entre
parénteses. No caso 2, af = 4a,, 7, = ==+ < 0. N0 €aso 3, h = —=1 < 0. Em todos 0s trés
casos, portanto, a parte real das raizes € sempre negativa, 0 que atende a condicdo de
convergéncia.
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Exercicio 11

Seja um modelo de inflagdo e desemprego dado pelas equacdes abaixo (as variaveis tém
o significado que vimos atribuindo):

p= %—3U+7T
dm 3
Ezz(}?—ﬂ)
du 1
Ez—z(m—P)

Determine a trajetoria temporal das trés variaveis endégenas p, w e U.

A luz do desenvolvimento teérico anterior, obtemos facilmente a trajetoria de =, a
expectativa de inflacdo. Nesse exercicio, f =3, g=1,j = % ek= % Portanto, no caso,

a;=PBk+j(l—g) = %, a, =jpk = g eb= jfkm= %m. E a solugdo particular € m,, = LES

az
m. Ou seja, o equilibrio dindmico da expectativa de inflacdo é a taxa de crescimento da
moeda. Vejamos as raizes caracteristicas na solu¢cdo da homogénea em n: nyr, =

3(—% + /Z—;) =2(-2+2i)=-2 £ Note que, neste contexto, a? < 4a; € as raizes

2 2 2 T2
caracteristicas sdo complexa. Destarte, h = — %e v = % A solucdo completa é entdo n(t) =

3t . .
e+ (Ascos>t + Agsen’t) +m, uma flutuagio amortecida ao redor de m.

A expressao para p sai da segunda equacao do exercicio, na qual se pode escrever

4d . ~ ~ .
p=§d—’z+n. Precisamos entdo conhecer a expressdo da derivada % Ora, ‘;—’;=

3t

3 3t 3 3 3t, 3 3.3 3 -
—er (Ascoszt+A65enZt)+e 2 (—ZAssenZt+ZA6cosZt). Portanto, substituindo na

. o 3t st
expressdo para a inflagdo, p(t)=§<—%e 4(A5cos%t+A6sen%t)+e v (—24gsenit+

3t

3t
%A6 COS%t)) +e 4 (A5cos%t + Aq sen%t) +m=¢e 4 (A6 cos%t — Assen%t) +m.

A expressdo para U pode ser extraida comecando-se da primeira equagdo em que
U= %(n -p)+ % Como ja determinamos as trajetorias de = e p, demonstra-se facilmente

L5 3 3 1
que U(t) =z e 4((As—A6)coszt+(A5+A6)senzt)+ﬁ,

Note que o valor de m, a taxa de crescimento da moeda nominal, é o eixo ao redor
do qual flutuam 7 e p. J& a taxa de desemprego U ndo depende de m. Viceja uma taxa de

desemprego que corresponde ao equilibrio estacionario p(t) = 1—18 que 0S macro-

economistas denominam de taxa natural de desemprego. Conforme o gréfico 24,
qualquer que seja a taxa de inflag&o, ela serd, no longo prazo, compativel com uma unica

taxa natural de desemprego, no exercicio em 1—18 Trata-se da chamada curva de Phillips
de longo prazo.
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Gréfico 24: relacdo entre inflacdo p e desemprego U na curva de Phillips de longo prazo.

v

Equacdes diferenciais com termo variavel

Seja uma equacéo diferencial de 22 ordem cujo termo ndo é mais uma constante
b, mas uma funcdo de t, f(t). Evidentemente, nesse caso, a técnica de obtencdo da
solugéo particular modifica-se bastante, embora a solucéo geral da homogénea permaneca
a mesma, pois a homogénea associada ndo se altera. Quando a funcdo f(t) é de uma
classe delimitada de tipos de fungdes, veremos alguns métodos para se encontrar a
solucdo particular da equacdo diferencial em questao.

Método de coeficientes indeterminados

Aplica-se esse método para encontra a solucdo particular da equacdo completa
para equacao diferenciais de coeficiente constante e termo varidvel f(t). Desde que esse
termo e suas sucessivas derivadas contenham, em conjunto, somente um numero finito
de tipos de expressoes.

Vejamos um exemplo: qual a solugéo particular y,(t) da equacgéo diferencial
y"() +5y'(t)+3y=6t2—t—1?

Queremos um valor de y que satisfaca essa equacdo para qualquer t. Note que o
termo variavel f(t) contém trés tipos de expressdes: t2, t e uma constante. A luz disso,
vamos chutar uma solugdo particular com a mesma estrutura da fungéo f(t): y,(t) =
B;t? + Byt + B3. Por conseguinte, y,'(t) = 2Byt + B, € y,"(t) = 2B;. Substituindo-se a
solugdo tentativa no primeiro membro da equacdo diferencial: 1° membro = 2B; +
5(2Byt + B,) + 3(Byt? + Byt + B3) = 3B;t% + (10B; + 3B,)t + (2B, + 5B, + 3B3) = 2°
membro = 6t? — t — 1, igualando-se os dois membros da equagéo, termo a termo, obtém-
se 0 sistema de equacdes:

331 = 6,
10B, + 3B, = —1,
2B1 + SBZ + 333 = _1
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Cuja solugdo € B, = 2, B, = —7, e By = 10. Portanto, y,(t) = 2t* — 7t + 10. Note que
esse método de solucdo da equacédo diferencial de 22 ordem com termo variavel vale
quando a fungdo do termo f(t) possua todas as suas derivadas perfazendo um nimero
finito de tipos de expressdo, com por exemplo, as funcdes bt?, e, bsent etc.
(b constante). Polinbmios com um ndmero finito de termos sempre satisfaz essa condi¢éo.
Note 0 caso de f(t) =bsent. Suas derivadas s&o f'(t) = bcost, f'"(t) = —bsent,
f"'(t) = —bcost, f¥(t)=hbsent.. Ou seja, sdo dois tipos de expressdo, sempre
associada a valores particulares de B, e B, na expressdo compdsita B;sent + B, cost.

Note ainda que essa técnica ndo se aplica para a descoberta de uma solucéo
particular da equacéo diferencial y"(t) + ay’(t) + by = t~*. Pois, se y,(t) = Int tem

como derivada l= t~1, as proximas ordens de derivada de y,(t) sdo y,"(t) = -5

¥,"'(t) = ..., que sdo diferentes expressdes a se sucederem indefinidamente. Se o pre-

requisito e cumprldo por f(t), a solugdo particular pode ser tentada como uma
combinagcéo linear de todos os tipos de expressdes contidas em y,(t), y,'(), ¥,"'(t)... €
eventualmente somando-se também uma constante.

Na equacdo diferencial de 22 ordem a termo varidvel, y"(t) + a,y'(t) + a,y =
f(t), quando o coeficiente de y for nulo (a, = 0), sera necessario introduzir uma
modificacdo na técnica. Por exemplo, em y"(t) +5y'(t) = 6t2 —t—1, a solucao
particular tentativa ndo mais pode ser y,(t) = Bjt* 4+ B,t + B3, pois isso daria y,'(t) =
2B;t + B, e y,"'(t) = 2B;, de modo que ndo aparece no 1° membro um termo na forma
de B, t? para ser igualado ao termo de 6¢2. Uma nova solucao experimental recomendada
neste caso é t(B;t? + B,t + B;). Se mesmo assim falhar, tente t%(B,t* + B,t + B3) €
assim por diante (note que esta Ultima solucdo particular se aplica bem a y”'(t) = 6t2 —
t—1,com aq,a, =0).

Voltando ao exemplo, y"(t) + 5y'(t) + 3y = 6t —t — 1, iremos obter agora a
solugéio completa, sabendo que a particular é y,(t) = 2t*> — 7t 4+ 10, e impondo-se as
condigdes iniciais y(0) = 10 e y'(0) = — 7 a fim de obter-se uma solugdo com valores
definidos das constantes envolvidas. A equacdo caracteristica fica 2 + 5r +3 = 0, ou
seja, nr, =§(—5 FV25-12) = ﬂ A solucdo completa é y(t) = Aje™" + Ay’

_5+‘/1_t —5 J_ N
212 —7t+10= Aje 2 '+ Aye 2z + 2t2—7t+10. Os valores de A;e A,sdo

determinados pelas condices iniciais. Note que, para y(0) = 10, y(0) = A1+ A4, + 10 =
10 e portanto A, + A, = 0 ou A; = —A,. Usando-se agora a condi¢do y'(0) = =7, y'(¢t) =

_ —5+\/_ _ Z5-VI3, —5+\/_
SZﬁiA Lt 5;h_ 2 trap—7 =58, t_5_—y13241e == f_

4t — 7. Portanto, y'(0) = 5+‘/_A1 5— 13241 —7 = —7, V134, = 0, oU seja, 4, = 0,

=0 e a solucdo geral definida da equacdo diferencial completa € y(t) = 2t> — 7t +
10, idéntica a solucdo particular para essas condicdes iniciais.

Podemos obter a solugdo de y" (t) + 5y'(t) + 3y = 6t? —t — 1 por Matlab. Para
tanto, escreve-se a equacao diferencial naforma y”'(t) = —5y’'(t) —3y + 6t> —t —1.Na
janela de comando, digita-se a procedure:

syms y(t)
Dy = diff(y) ;
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y(t) = dsolve(diff(y, t, 2) == - 5*Dy — 3*y + 6*t"2 — t -1, y(0) == 10, Dy(0) == -7)

Novamente as duas condigdes iniciais foram informadas na parametrizacdo do
dsolve: “y(0) == 10, Dy(0) == -7”. A Figura 62 mostra a janela do editor do Matlab com o
programa acima. A sequéncia de programacdo foi salva no arquivo EXEM14m. Ao
executa-lo, chega-se ao mesmo resultado. A solucdo por Simulink encontra-se no arquivo
exem14SL. A Figura 63 mostra o diagrama de blocos correspondente a esse exercicio.

Figura 62: y(t) na solugdo de y" (t) + 5y'(t) + 3y = 6t —t — 1.
[ E0) ) O

ED] ™~ g [ Find Files <& Insert ] fx - I) % ] Run section é?
[zl Compare v [ GoTow Comment % % %J -
New Open Save Breakpoints ~ Run  Runand [5} Advance Run and
~ - ~ EPrint v & Find ~ Indent ] &g |5 - ~  Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN =
& & [ ol & [0/ » Users » veralucia » Desktop » EXEM MATLAB - p
Current Folder ® | | Editor - /Users/veralucia/Desktop/EXEM MATLAB/exem14.m ® x ®
- | exemld.m | EXEM12.m I Name &
1-  syms y(t) O [eloy
2- Dy = diff(y): =]
3- y(t) = dsolve(diffly, t, 2) == - S¥Dy - 3%y + 6+t°2 - t — 1, y(@8) == 10, Dy(@) == -7) i tout
&y
e
[S] exem12SL.sIx.r2013a
) exem14.m
% exem14SL.six
) exem155L.m
% exem15SL.six
] EXEM9.m
) EXEM10.m
) EXEM11_2.m
) EXEM1L.m
] EXEM12.m
yit) =
24172 - 7+t + 10
EXEM12.m (Script S

Figura 63: diagrama de blocos em Simulink para o exemplo y"'(¢) + 5y'(t) + 3y = 6t2 —t — 1.
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Ready 125% ode3

A figura 64 mostra a trajetéria de y(t), gerada pelo bloco Scope, apds executar-se o
Simulink informando-o das mesmas condi¢es iniciais do exemplo nos parametros dos
respectivos blocos Integrator. Note que a trajetdria corresponde, de fato, a pardbola com
boca para cima descrita por y(t) = 2t? — 7t + 10.
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Figura 64: trajetoria de y(t) obtida acionando diagrama de blocos em Simulink para o exemplo y”'(t) +
5y'(t) +3y = 6t2—t—1.

File Tools View Simulation Help N

@- $OP -0 -0 £4-

Ready Semplebased  |T=10.000

Exercicio 12

Dada a equacao diferencial de 22 ordem com coeficientes constantes mas termo variavel
y"'(®) + 3y'(t) — 4y = 2e~*. Determine a solugdo particular y, (t) e a solugdo completa

e definida para y(0) =2 e %(0) = —3,4.

Como o termo no 2° membro é uma funcdo exponencial de base no algarismo
natural, todas as derivadas pertencem ao mesmo tipo de exponencial “natural” com
expoente —4t (pois, as derivadas, em ordem crescente, sd0 —8e™*, 32e %, —128e *t ¢
assim por diante). Iremos, portanto, tentar solugéo particular na forma de y, (t) = Be™t,
Sendo assim, y,'(t) = —4Be™* e y,"(t) = 16Be”*. Substituindo y,(t) e suas
derivadas na equacdo diferencial, obtemos, no 1° membro, (16 — 12 —4)Be™*,
expressdo que evidentemente se anula. Trata-se de um resultado “inglério”, pois ndo se
tem nada para igualar ao segundo membro 2e~*ta fim de obter-se o valor da constante B.

Note que, neste exercicio, a equacdo caracteristica é r% +3r —4 =0, em que
T, = % [-3+Vo+16] = %[—3 +5]. Portanto, r, = 1er, = —4. Sempre que uma das raizes
caracteristicas coincida com o expoente da funcdo de base natural, no caso araiz r, = —4
coincide com a constante no expoente de e~*¢, ocorre esse tipo de problema na solucéo
tentativa padréo. Neste caso, parte-se para uma tentativa do tipo y,,(t) = Bte *, onde se
incorpora o fator t. Neste caso, y,(t) = (1 —4t)Be™*, y)'(t) = —4Be™* + (-4)(1 —
4t)Be™* = (—8 + 16t)Be~*. Substituindo-se na equacdo diferencial de 22 ordem do
exercicio, (=8 + 16t)Be~*t +3(1 — 4t)Be~*t — 4Bte™*t = (—8 + 16t + 3 — 12t — 4t)Be~*t =
—5Be~*t, Igualando-se ao 2° membro, temos —5Be ™%t = 2¢™* B = —g. Portanto, a solugéo
particular € y,(t) = —Ete‘“. E a solucdo completa fica sendo y(t) = Ajet + Aye™*t —

2. _
Zte 4,
5
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Vamos agora determinar o valor das constantes A,e 4, empregando as condicdes
iniciais y(0) =2 e %(0) = —3,4. Pois bem, y(0) =A4; +A4, =2, y'(t) = Aet —
2=2-54,-2=-34 Ou
5 5
seja, —54, = —34—-2+ % =-54+04=-5Emsuma, A, = 1e 4; = 1. Asolucéo geral

44,64 — %e““ + gte““, e portanto, y'(0) = A; — 44, —

definida fica sendo y(t) = et + e~ — Zte™*.

Agora, iremos obter a solugdo de y"'(t) + 3y’ (t) — 4y = 2e~* usando o programa
Matlab. Para tanto, escreve-se a equacdo diferencial na forma y"'(t) = —3y’'(t) + 4y +
2e~* . Na janela de comando, digita-se a procedure:

syms y(t)

Dy = diff(y) ;
y(t) = dsolve(diff(y, t, 2) == - 3*Dy + 4*y + 2*exp(-4*t), y(0) == 2, Dy(0) == -3.4)

As duas condigdes iniciais foram informadas na parametrizagdo do dsolve: “y(0)
== 2, Dy(0) == -3,4”. A Figura 65 mostra a janela do editor do Matlab com o programa
acima. A sequéncia de programacéo foi salva no arquivo EXEM15m. Na execugédo do
arquivo m, chega-se, manipulando-se a expressdo fornecida na saida do programa, ao

mesmo resultado y(t) = et + e™* —éte"‘“. A solugdo por Simulink esta gravada em
exem15SL. A Figura 66 mostra o diagrama de blocos correspondente a esse exercicio.

Figura 65: y(t) na solugéo de y"'(t) + 3y'(t) — 4y = 2e™*L.
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Figura 66: diagrama de blocos em Simulink para o exercicio y"' (t) + 3y’ (t) — 4y = 2e™*L,
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A figura 67 mostra a trajetéria de y(t), gerada pelo bloco Scope, apds executar-se 0
Simulink informando-o das mesmas condi¢es iniciais do exemplo nos parametros dos
respectivos blocos Integrator. Note que a trajetdria, de fato, é explosiva dado o primeiro
termo da solucdo com expoente positivo.

Figura 67: trajetoria de y(t) acionando-se o Scope, no diagrama de blocos em Simulink, para o exercicio
y"(t) + 3y'(t) — 4y = 2e™*.
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Equacdes diferenciais lineares de ordem mais alta

Vejamos 0 caso em que a equacdo diferencial seja de ordem enésima, com n > 2.
Nesse contexto, votemos ao caso em que termo e coeficientes sdo constantes. Generica-
mente, escreve-se entdo: y™ + a;y™ V(&) + - + a,_1y'(t) + a,y = b. A solucio, como
no caso de 22 ordem, € a soma da solucéo geral da homogénea associada com a solucao
particular da equacdo completa. Para a busca da particular y,(t), comeca-se com a
. . b
tentativa mais simples y, (t) = k, k constante, que resulta em a,k = b, y,(t) = k = -,
an # 0.Sea, = 0,y,(t) = kt étentado. Neste caso, y,'(t) = key, (t) =y, (t) = =
. b
0. Ficaa,_,k=b,k = -
n—1

Se a, = a,_, = 0, deve ser tentado y, (t) = kt* e assim por diante.

~ . b
, & a solucdo particular y, (t) = —t,coma, =0ea,4 #0.
n—1

Vamos agora em busca da solucdo da funcdo complementar ou equagéo
homogénea. Note que, como temos derivadas de ordem mais elevadas, eleva-se a ordem
da homogénea associada e o0 grau da correspondente equacdo caracteristica. Vejamos
como isso ocorre. Dada a homogénea y™ + a;y ™ V(t) + -+ a,_1y'(t) + a,y = 0,
suponha a solugéo tentativa y,(t) = Ae™. Portanto, y.'(t) = rde™, y."(t) = r?4Ae™, ...,
y.M(t) = r"Ae™. Substituindo-se na equacdo homogénea, Ae"t(r" +a; "t + -+
a,_1r +a,) = 0. E a solucdo dessa equacdo depende da solucdo de uma equacdo
caracteristica que é um polindbmio de graun, r* + a;r" 1 + -+ a,_;r + a, = 0.

Note que agora a equacao caracteristica possui ndo apenas duas raizes, mas n
raizes que devem ser, cada qual, incluidas na solucdo geral da homogénea:

Ve(t) = Ajent + Aye2t 4 -4+ Aje™t =Y Ajemit (26)

Se houver n raizes que ndo sejam raizes reais e distintas, aplica-se um método
especifico. No caso em que apareca como solucdo da equacdo caracteristica, por exemplo,
trés raizes reais repetidas, r; =r, =r; =r, 0s trés primeiros termos da solugcdo da
homogénea apareceriam como A,e”® + A,te™ + Ast%e™, empregando-se a mesma
técnica ja empregada nas raizes repetidas da equacédo de 22 ordem. Note, porém, que agora
aparecem poténcias de t superior a um. Se r, = r, segue-se um 4° termo A,t3e™ e assim
por diante.

Suponha agora que apare¢cam como solucdo da caracteristica, dentre outras, duas
raizes complexas. Séo os complexos conjugados que se formam aos pares, na forma r,
re = h + vi. Neste caso, 0 quinto e sexto termo da solu¢cdo da homogénea ficam
e (As cosut +Agsenvt). Pode ser que encontremos dois pares distintos de raizes
complexa, o que resultaria em duas expressdes trigonométricas com diferentes h’s e v’s e
diferentes pares de constantes arbitrarias. Com efeito, as raizes complexas sempre surgem
em pares €, no caso, podem aparecer dois pares distintos associados a duas expressoes
trigonométricas.

Caso aparecam dois pares repetidos de raizes complexas, pode-se usar et de
termo multiplicativo em um par e te™* como termo multiplicativo em outro par, também
com um par diferente de constantes arbitrarias.
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A solucdo geral, portanto, é da forma y(t) = y.(t) + y,(t), que envolve agora n
constantes arbitrarias e n condigdes iniciais y(0), y'(0), ..., y™(0).

Exercicio 13

Dada a equacéo diferencial de 42 ordem com coeficientes e termo constantes y™® (t) +
6y""'(t) + 14y"(t) + 16y'(t) + 8y = 24, determine a solucéo particular y, (t) e a solugéo
completa e definida para y(0) = 2,y'(0) = =2,y (0) = 2,y (0) = —2.

A solucdo particular, como vimos, é a constante obtida pela divisao do termo pelo
b 24

ultimo coeficiente y, (t) = P 3. Ja a solucdo da homogénea depende das raizes
caracteristicas da equacdo r*+ 673 + 14r2 + 16r + 8 = 0. Tal equagdo pode ser
fatorada: rt*+6r3+14r2+16r+8=r*+2r3+4r3+8r2+6r2+12r+4r+8 =
r+2)(@3+4r2+6r+4) = +2)@3+2r2+2r2+4r+2r+4) = (r+2)(r+
2)(r +2)(r? + 2r + 2). Portanto, das quatros raizes, duas sdo raizes reais repetidas r; =
r, = —2 e duas sdo as raizes da equacdo de 2° grau r% + 2r + 2 = 0, que S30 13,7, =

—24v= . x p .
2—2‘/_4= —1+i. Portanto, sdo raizes complexas conjugadas com h=—1e v = 1.

Portanto, y.(t) = Aje %" + Ate %t + e t(Ascost +A,sent) e a solucdo completa fica
y(t) = y:(£) + y,(t) = Aje " + Ayte™ + e (A3 cost +Aysent) + 3.

Falta determinar os valores definidos das constantes A4,, A,, A5, A, com base nas
quatro condic¢des iniciais. Com um pouco de trabalho obtém-se A, = —7,4, = —5,45 =
6 e A,=-5. E a solucdo definida fica sendo y(t) =—-7e7 %t —5te %t +
e t(6cost—5sent) + 3. Note que as raizes caracteristicas reais e a parte real das raizes
imaginarias sdo negativas, 0 que garante a trajetdria temporal convergente. Portanto, o
equilibrio intertemporal € dinamicamente estavel.

Vejamos novamente solugdes por Matlab. Escreve-se a equacdo diferencial na
forma y®(t) = 24 — 6y"'(t) — 14y"(t) — 16y'(t) — 8y. Na janela de comando, digita-se
a procedure:

syms y(t)

Dy = diff(y) ;

Ddy = diff(y,t,2) ;

DDDy = diff(y,t,3) ;

y(t) = dsolve(diff(y, t, 4) == -6*DDDy -14*Ddy — 16*Dy -8*y+24, y(0) == 2, Dy(0) == -2,
Ddy(0) == 2, DDDy(0) == -2) ;

y(t) = simplify(y)

Note que quatro condi¢es iniciais foram informadas na parametrizacao do dsolve:
“y(0) == 2, Dy(0) == -2, DDy(0) == 2, DDDy(0) == -2”. O Matlab fornece a solucao idéntica a
que obtivemos teoricamente. Essa sequéncia de programacdo foi salva no arquivo
EXEM16.m.

A Figura 68 mostra a janela de comando do Matlab com solucdo idéntica a que ja
obtivemos. O diagrama de blocos em Simulink foi gravado em exem16SL. A Figura 69
mostra esse diagrama.
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Figura 68: y(t) na solucdo de y™(t) + 6y""(t) + 14y"'(t) + 16y'(t) + 8y = 24.
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) EXEM.m
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) EXEM11.m

) EXEM12.m

) EXEM16.m
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>> EXEM16
yit) =
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EXEM16.m (Script) ~

y{t) = dsolve(diffly, t, 4) == -6+DDDy -14%DDy - 16+Dy -B+y+24, y(@) == 2, Dy(e) == -2, DDy(@) == 2, DDDy(@) == -2};

Figura 69: diagrama de blocos em Simulink para o exercicio y)(t) + 6y’ (t) + 14y"(t) + 16y'(t) +

8y = 24.
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A Figura 70 mostra a trajetoria de y(t), gerada pelo bloco Scope, apds executar-se
o Simulink informando-o das quatro condicdes iniciais do exercicio nos parametros dos
respectivos blocos Integrator. Note que se trata de uma trajetéria oscilatoria e

convergente, conforme antecipamos da analise tedrica.
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Figura 70: trajetéria de y(t) obtida acionando-se o diagrama de blocos em Simulink para o exercicio
y® (@) + 6y"'(t) + 14y"(t) + 16y'(t) + 8y = 24.
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Equac0es diferenciais de 22 ordem com coeficiente e termo variaveis

Solucdes para equacdo de 22 ordem, ou de ordem mais elevada, com termo e
coeficientes variaveis sdo dificeis de se obter, e somente se conhecem solugdes algébricas
explicitas em um namero restrito de equacdes desse tipo. Quando além do termo variavel
f(t) se analisam equacgdes desse tipo com coeficiente variavel g(t), a solugdo muitas
vezes envolve uma matematica muito avangada para um curso de graduacao.

Em muitos casos, no entanto, o programa MATLAB consegue chegar a uma
solucdo algébrica, embora na maioria das vezes a expressdo algébrica seja longa e de
dificil compreensdo para um ndo especialista. A titulo de ilustragdo, vejamos uma
equacdo diferencial de 22 ordem aparentemente simples, mas de solucdo bastante
trabalhosa e que requer conhecimentos bem mais avancados de calculo.

Sejaaequacdo y'"'(t) + y" (t) + ty'(t) = tet. Trata-se de uma equacao diferencial
de 3% ordem com termo varidvel tet, e ainda com um coeficiente variavel t que
acompanha y'(t). Essa equacao parece simples de resolver, porém, de fato, a técnica de
obtencéo da solucdo é bastante sofisticada, muito além de nossos propdsitos aqui.

Vejamos a solugdo por Matlab para que se perceba a sofisticacdo envolvida nessa
solugéo. A Figura 71 mostra a janela de comando do Matlab onde se escreve as seguintes
linhas de programacao:

syms y(t)

Dy = diff(y) ;

Ddy = diff(y,t,2) ;

y(t) = dsolve(diff(y, t, 3) == - Ddy — t*Dy + t*exp(t))
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Note que escrevemos a mesma equacéo do problema na forma y"'(t) = —y"'(t) —
ty'(t) + te'. Ao executar a procedure gravada no arquivo m EXEM17.m, obtém-se uma
solucdo praticamente ininteligivel a um estudante de graduacdo conforme a saida
mostrada na janela de comando.

Figura 71: y(t) na solugéo de y""'(t) + y"' (t) + ty'(t) = tet.
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‘IgnoreAnalyticConstraints', true))/{airy(@, 1/4 - tlsairy(3, 1/4 - t) - airy(1, 1/4 - t)=airy(2, 1/4 - t)), t, 'IgnoreSpecialCases', true, 'IgnoreAnalyticCopst

Note que, na figura acima, a solucdo apresenta varias linhas que correspondem a
rolagem horizontal da solugdo. Fizemos varios prints no intuito de exibir boa parte dela.
Do que se trata afinal? Como interpretar essa funcdo? O que significa nomes como
“Airy”, que aparece logo no segundo termo da solucdo? Airy refere-se ao matematico e
astronomo George Airy que estudou solugdes de equacdes diferencias bem complicadas.
Airy percebeu que solugdes linearmente independentes (LI) dessas equagGes diferencias
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seguiam um padréo e propds entdo uma familia de funcBes que se tornaram conhecidas
como funcgdes Airy.

. . . p . ~ d?
Assim é que airy(x) = Ai(x) € como se denomina as solucbes LI de d—xi —xy =

2
0. O valor de x determina o tipo de funcéo Airy. Assim é que airy(0) é % =0, airy(1)
2
6 LY_ y = 0 e assim por diante. Vamos escrever de modo mais claro parte da solugédo

dx?

apresentada da Figura 71. O programa estd informando que y(t) = A, +

t
[ e zairy (2,...) ...dt+---. Note que int indica integral; dos argumentos da funcéo Airy,
“2” trata-se do tipo de funcdo Airy, e assim por diante.

A solucéo analitica apresentada pelo programa é dificil de ser interpretada, mais
dificil ainda, bem mais, é obté-la teoricamente sem o auxilio do programa. Apesar da
complexidade da solucdo algébrica, em muitos casos o grafico de y(t) é relativamente
simples, e em muitos problemas de analise econémica tudo o que necessitamos é de obter-
se o grafico a fim de fazer um estudo qualitativo da solucdo. A fim de acompanhar a
trajetéria de y(t), iremos, portanto, usar o Simulink fornecendo-lhe um diagrama
adequado representativo do problema. A Figura 72 mostra o correspondente diagrama de
blocos no editor do Simulink.

Figura 72: diagrama de blocos em Simulink para o exemplo ¥’ (t) + y"' (t) + ty'(t) = tet.
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FILE LIBRARY PREPARE SIMULATE REVIEW RESULTS
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= e
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Vamos agora executar o diagrama no Simulink a fim de obter-se pelo bloco Scope
o grafico da trajetoria de y(t). A Figura 73 mostra essa trajetoria. Entdo nota-se que,
embora a solugdo analitica seja bastante sofisticada e de dificil compreensao, o grafico de
y(t) é bem simples, a0 menos para 0 < t < 10. Trata-se simplesmente de uma trajetoria
monotdnica crescente e explosiva, conforme percebe-se da observacédo da figura.
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Figura 73: trajetoria de y(t) obtida acionando-se o diagrama de blocos em Simulink para o exemplo
ylll(t) + y”(t) + tyl(t) — tet.
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Convergéncia e teorema de Routh

Em muitas situacfes em sua pesquisa cientifica os economistas s6 precisam saber
se 0 processo representado por um modelo de equacéo diferencial converge ou diverge
de um equilibrio dinamico. N&o é preciso, nesses casos, conhecer a solucao quantitativa
precisa que descreva a trajetdria da variavel dependente, apenas é necessario averiguar a
convergéncia ou divergéncia da trajetoria temporal sem que se achem as raizes
caracteristicas da equacdo homogénea associada. Com efeito, informacao sobre o padréo
da trajetoria dessa variavel pode ser extraida da analise direta dos coeficientes da equacdo
diferencial do problema. Dados esses coeficientes e a estrutura da equacéo, seja a equagédo
polinomial de enésimo grau associada a equacdo diferencial de enésima ordem do
problema: a,r™ + a;r"*! + -+ a,_4r+a, =0. Um importante teorema, que foi
desenvolvido e demonstrado pelo matematico Edward Routh!’ e que aparece no famoso
livro de Paul Samuelson, Fundamentos da Analise Econémica, garante sob que condi¢Ges
a trajetoria temporal de y(t) converge ao equilibrio dindmico independentemente das
condigdes iniciais do problema.

O teorema de Routh assegura que, dado o polinbmio de enésimo grau, as partes
reais de todas as raizes sao negativas, e, portanto, viceja a convergéncia, se 0s primeiros
determinantes de uma sequéncia especifica de matrizes sdo todos positivos. As matrizes,
e, portanto, os determinantes, sdo as seguintes:

17 Edward John Routh (1831-1907) foi um matematico inglés. Ele trabalhou na sistematizagdo na teoria
matematica da mecanica e criou varias ideias importantes para o desenvolvimento da moderna teoria de
sistemas de controle.
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a, az 4as ap

a, das das
aq as a a ay a, a, dg
|a1|| |a0 a2|y o dz 4|, 0 >0 (27)

a a
1 3 O a() aZ a4

Note a regra de formacao dessas matrizes: na diagonal principal, comegando com
a4, escreve-se a sequéncia de coeficientes nas entradas sucessivas. Em cada coluna, olha-
se a diagonal principal e caminha-se na ordem crescente dos coeficientes para cima,
coeficientes sucessivamente menores abaixo. Entradas abaixo de a, recebem valores 0.
Seja a ordem do determinante igual a n. Routh em seu teorema, na construgdo dessas
matrizes, impGe ainda a seguinte condi¢do: seja uma entrada a,,, qualquer, se m > n, a,,, =
0. Por exemplo, se for 0 3° determinante a, = as = 0, e se for 0 4° determinante as = a5 =
a, = 0, de modo que a sequéncia de determinantes fica igual a equacao (28):

a, as 0 a a 0 0
a; as ap a; a, O
0 a aj 0 ay G aa

>0 (28)

O nimero de determinantes depende da ordem da equacéo, se for uma equacéo de
3% ordem, por exemplo avanca-se até o terceiro determinante. O teorema de Routh diz
respeito ao sinal das raizes do polinémio de grau n, mas sabemos que isso também diz
respeito a convergéncia de uma equacdo diferencial de ordem n. De fato, a equacao
caracteristica tradicional r™ + a;r"** + .-+ a,_;7 + a, = 0 € a equacdo polinomial do
teorema com a, = 1. Entdo basta examinar o sinal dos proximos n — 1 determinantes. Se
houve a observancia do teorema de Routh ocorrerd a convergéncia.

Exercicio 14

Dada a equagcéo diferencial de 42 ordem com coeficientes e termo constantes y ™ (t) +
6y""'(t) + 14y"'(t) + 16y'(t) + 8y = 24, veja se existe convergéncia sem resolvé-la, como
no exercicio anterior, apenas aplicando o teorema de Routh.

Neste caso,n =4ea, =1,a; = 6,a, = 14, a3 = 16 e a, = 8.impde-se a condigcdo
as = ag = a; = 0. Com esses valores e sabendo que se trata de uma equacgéo de 42 ordem,

6 16 0 O

6 16 6 160 1 14 8 0

monta-se a sequéncia de determinantes |6/, 1 14l 1 14 8|, 0 6 16 0
0 1 16

0 1 14 8

6; 68; 800; 6400. Portanto, todos os determinantes do caso sdo positivos e a trajetoria
temporal é convergente, conforme ja sabiamos do exercicio 13.

Os determinantes de matrizes podem ser calculados manualmente, o que muitas
vezes se torna bastante trabalhoso, ou entdo obtidos utilizando-se o programa Matlab. Por
uma sequéncia de comandos muito simples, que se deve escrever na janela de comando,
0 programa calcula quase instantaneamente os determinantes de matrizes informadas e
fornece, no prompt da janela, seus valores.
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A Figura (74) mostra a tela do Matlab com as entradas, informadas pelo usuario,
das matrizes do exercicio 14. Conforme a seguinte sequéncia de programacao:

det([6 16; 1 14])

disp('determinante de ordem 2;

pause;

det([6 16 0; 1 14 8;0 6 16])
disp(‘determinante de ordem 3");

pause;

det([6 16 00; 11480;06 16 0; 01 14 8)])
disp(‘determinante de ordem 4");

Tal programacéo foi salva no arquivo m EXEMdt.m, que pode ser executado,
depois, ao se escrever, na janela de comando, o nome do arquivo (sem o sufixo m).
Conforme se vé na figura, o programa informa os valores 68, 800 e 6400 dos
determinantes das respectivas matrizes de ordem 2, 3 e 4.

Figura 74: determinantes de 3 matrizes calculados pelo programa Matlab.

{’i: ™ g L] Find Files Insert (= fe [ ~ ’) % 5] Run Secton é?

Zl Compare ~ S GoTo~ Comment ¥ %
e i % %% | preakpoins | Run  Runand [& Advance  Runand
dvance Tim

New Open Save

~ - ~ & Print ¥ C Find ~ Indent 5] & [F& ~
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN
@ & T ol F [/ » Users » veralucia » Desktop » EXEM MATLAB P
Current Folder ® | |A Editor - /Users/veralucia/Desktop/EXEM MATLAB/EXEMdt.m ® x - @
B Name & i EXEMdem < | + | Hone
il exemdsLsix 1-  det((6 16; 1 141) o [Hans
L& exem [05L.s x 2- disp('determinante de ordem 2');
% exem11SLsIx |- [
fll exem 512 st 4= det([6 16 8; 1 14 8;0 6 161)
L exem12SL.slx 5-  disp('determinante de ordem 3');
[8) exem125L.sIx.r2013a 6-  pause;
S i
,ﬂexe’"i:"” 7- det([6 16 @ @; 1 14 8 0;0 6 16 0; @ 1 14 8])
exem4.m.m 8-  disp('determinante de ordem 4');
% exem14SL.sIx 9
#) exem15.m
*
exem15SLm 5
iexemlSSL six Command Window ®
[ exem16.slx >> EXEMdt
%] exem17.slx
) EXEMO.m ans =
) EXEM10.m
) EXEM11_2.m 68
) EXEM11.m
£ Exem12.m determinante de ordem 2
) EXEM16.m
) EXEM17.m ans =
) EXEMdt.m
800
determinante de ordem 3
6400
determinante de ordem 4
fe >
EXEMdt.m (Script) ~

90



Equacdes a diferencas de 12 ordem

No caso de equacdes diferenciais, tinhamos funcdes diferenciais y(t), y'(t), y" (t),
.., Nas quais t era uma variavel continua. Suponha agora que t seja variavel discreta, isto
€, que assuma apenas valores inteiros: t =1, t = 2,... . Entdo a andlise passa a ser em
termo das diferencas de y(t) (no caso continuo, eram as diferenciais de y). Temos assim
equacOes a diferencas. Agora a variavel t serve para demarcar periodos, t periodos, e ndo
se refere mais a instantes. A analise, portanto, é por periodo.

Tempo discreto, diferencas e equacdes a diferencgas

Com a introdugdo de variaveis discretas, temos mudancas na formulacdo do
problema, onde escreviamos Z—Jt’ devemos escrever %’ em que A se refere a variagdes
discretas, em intervalos finitos e ndo infinitesimais. Em periodos consecutivos
convencionamos At = 1. Em vez de trabalhar com derivada %, olha-se agora as razdes de

diferencas % ou simplesmente a primeira diferenca de y, Ay. Em geral, o delta se aplica

especificando-se dois periodos adjacentes ou consecutivos. Ay, = y;y1 — Vi, OU S€ja,
dois periodos consecutivos estdo sendo considerados. Escreve-se, por exemplo, Ay, = 2
OU AYt = _O,lyt.

Nas equacdes a diferencas, entretanto, preferimos trabalhar apenas com sub-
indices sem usar o A. Note que em vez de escrever Ay, = 2, podemos anotar y;,; — ¥, =
2,0U y;,—7vy,_1=2,.Sem usar o subindice, pode-se escrever y(t+ 1) = y(t) + 2, mas
preferimos a notacdo com indices, por exemplo, y;.; — 0,9y, =0, y;,1 = 0,9y,.

As equacOes a diferencas podem ser lineares, ndo-lineares, homogéneas, nao-
homogéneas, de 12 ordem, 2% ordem ou ordem superior. A equacao y;., —y; = 2, Ja
empregada, é linear, pois aparece apenas y,,,1, y,! e ndo existe termos cruzados v, y;.
E ndo-homogénea, porque 2 # 0, e é de 12 ordem pois aparece apenas, N0 Maximo, a
primeira defasagem y,,, (se fosse de 2% ordem apareceria y;.,, € assim por diante). E
finalmente trata-se de uma equacdo com coeficiente e termo constante.

Método de solucdo

Queremos determinar a trajetoria temporal y,(t) no caso em que t é discreto, que
seja consistente com a equacéo a diferencgas e com suas condicdes iniciais. A solucdo ndo
deve conter Ay, y;., etc. Equacdes diferencias sdo resolvidas por processos de
integracéo, ja as equacdes a diferencas empregam o método iterativo na sua solucgéo.

Seja uma equacéo a diferenga, por exemplo, y;,; = y: + 2. Resolvemo-Ila, até
chegar a y(t), pela aplicacdo repetitiva do padrdo num processo conhecido como
iteracdo. Com base na iteracéo, chega-se a determinar a trajetoria temporal. No exemplo,
Se yo=15 y1=y0+2 ¥ =0 +2=00+2)+2=y,+2(2), y3=y2+2=[y +
22)]1+2=y5+3(2), ..., y: = Yo + t(2) = 15 + 2¢, que é a solucao!
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Outro exemplo, y;,1 — 0,9y, = 0, dado y,. y; = 0,9y,, 2 = 0,9y; = 0,9(0,9y,) =
(0,9)2y,, ¥3 = 0,9y, = 0,9(0,9)%y, = (0,9)3yy, ... , ¥+ = (0,9)%y,, que é a nova solucao.
Um exemplo genérico: my, , —ny, =0, yi4q = %yt, Yy = (%)fyo, que funciona como a
solugéo de uma equacgéo a diferencas homogéneas no caso mais simples. Note a analogia
entre o fator (%)t e o fator e que aparece na solucdo geral do caso mais simples da
equacéo diferencial homogénea. A solucdo geral da equacéo a diferencas homogénea de
12 ordem fica, portanto, y, = (%)'y, = Ab*,onde A = ype b ==

Vejamos um método geral de solucdo da equagdo a diferengas y;,, + ay; = ¢, em
que a e c sdo constantes. A solucdo completa geral y(t), novamente, sai da soma da
solucdo particular y,(t) da ndo-homogénea, que nos fornece o equilibrio intertemporal,
com funcdo complementar, a solugéo geral da equacdo homogénea associada y,,; +
ay; = 0, y.(t), que nos fornece os desvios em relacdo ao equilibrio intertemporal.

y(@) = y:(t) + y,(t), com uma constante arbitraria definida com base nas
condic@es iniciais do problema. Conforme vimos, a funcdo complementar é y, = Ab®
(supostamente diferente de 0), de modo que podemos escrever y,,, = Abt*1 e substituir
na equacdo homogénea em questdo. Assim sendo, Ab**! + aAb* = 0, ou seja, b + a = 0,
b = —a. De modo que y.(t) = Abt = A(—a)t. Para a solucdo particular da equacédo
completa, imaginamos 0 caso mais simples em que y, =k, e portanto y,,, = k
substituindo-os, k + ak = ¢, k = —oea solugdo particular é simplesmente y,, (t) = —
coma # —1.Sea = —1, tentemos o segundo caso mais simples y, = kt, portanto yt+1 =
k(¢ + 1). Substituindo-0s, k(t + 1) + akt = ¢, k = —— = ——=c. Note que y, = ct é
um equilibrio movel.

Portanto, temos dois tipos de solucdo geral: para a=# -1, y(t) =y, =
A(—a)t+L Para a = —1, y(t) = y, = A(—a)'+ct = A +ct. Aplicando-se a condicdo
Y: = Yo, parat = 0,temos que y, = 4 +— OUA = yy —— Asolugao geral definida

fica entio y, = (yo— —— ) (~@)+7=. No caso a = —1, yo = A(-a)™+c(0) =4, e a

solugcdo completa fica vy, =y, + ct. Note que, em y, = (yo— ﬁ)(—a)%i a

condicdo t = 0 j& garante y; = y,, Ou Seja, que a condicdo inicial esteja satisfeita. Note
ainda, no mais geral a # —1, que se substituirmos y; na equacao a diferencas do problema,

Ye+1 tay, =c,  temos (J’o—m)( a)t*t +1i—a+a<(}’o—m)(— )t+m> ()’o—
=) -0)(-a) +—+a<(y - <) (-a )%E) = +22 =0 - ¢ e a equacdo fica,

de fato, atendida.

. e e w e 7
Vejamos um exemplo: y;,; — 5y, = 1, com a condicdo inicial y, = " Vamos

substituir na equacdo homogénea associada solugcdes gerais do tipo y, = Abt, y;pq =
Abt*1, Fica Ab'*' —5Abt =0, b = 5. Portanto, a solugdo da homogénea fica y, = A5°.
Agora vamos a solucéo particular. Supomos y, = k, y:., = k. Ficaentdo k — 5k =1,

ou seja, k = —i, e portanto y,(t) = —%. A solucéo geral da equacdo completa € y(t) =
ye () + yp(t)= A5 — i Agora calculemos o valor da constante A com base na condicéo

inicial. Em t=0,y,=4— i = 2. Portanto, A = Z-l—% = 2. E assim,y, = 2.5¢ —%. @)
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mesmo resultado é obtido empregando-se a férmula geral para a = —5 # —1. Neste
c 7 1 t 1 1
caso,ye = (yo— 107 ) == (5 1) O + 5 =25

1+a

A estabilidade dinédmica de equilibrio

No caso continuo, a solucdo da homogénea associada as equacgdes diferenciais
dependia de Ae™, ja no caso discreto, como acabamos de ver, depende de um termo na
forma de Abt. Ha uma diferenca importante entre as duas solucdes, pois enquanto a base
e do caso continuo é sempre positiva, a base b poder ter qualquer sinal. No primeiro caso,
a fim de que a fungdo complementar, o desvio, tenda a 0 com t — o, basta que 0 expoente
seja negativo, no segundo caso, o das equacdes a diferencas discretas, 0 comportamento
da solugdo da funcdo complementar depende ndo apenas do sinal de b mas do modulo
dessa constante.

Na tabela abaixo, situamos o comportamento da solu¢do da homogénea em sete
regides, definidas pela faixa de variagéo da base b, e, portanto, do valor desta.

Regido Valor de b Valorde bt (ex.) | t =0 1 2 3 4
| b>1 (lb]>1) 2t 1 2 4 8 | 16

I b=1 (=1 1t 1 1 1 1 1
1" 0<b<1 (bl<1) (1) 1 1 1 1 1

2 2 4 8 16

v b=0 (Jb| =0) 0t ? 0 0 0 0
\V; —1<b<0 (b|<1) (_1)f 1 1 1 _1 1

2 2 4 8 16

VI b=-1 (Jb]=1) (—1)¢ 1 -1 1 -1 1
VIL [ b<—-1 (Jb|>1D (=2)* 1 | 2 4 | 8] 16

Das regides | a VII, temos valores de b em ordem decrescente. A luz da tabela
anterior, vejamos a trajetoria de y.(t), a solu¢do da homogénea, com varia¢coes de t por
periodos discretos — gréafico 25.

Grafico 25: configuracdo de b* para diferentes valores de b.

Regido configuracéo de b*
b A A
I
0 tr
A
+1 A
0 t'
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Entdo nota-se que para b > 1 viceja uma subida em degrau; para 0 < b < 1, uma
descida em degrau. N&o ha oscilacdo quando b > 0. O caso em que b = 0 ndo desperta
interesse, ja que Ab* +# 0 e também note que a funcdo ndo esta definida para ¢, b = 0 (Por
qué?). Para b < 0, ocorrem oscilacdes, com valores que se alteram entre positivo e
negativo. Sempre que |b| <1 a trajetoria é divergente e com |b| > 1 a trajetoria é
explosiva. O fator bt é responsavel pela oscilagdo. Nao falamos em flutuacdo, mas em
oscilacéo, neste caso ndo suave em que as mudancgas ocorrem em patamares.

Em suma, sobre a trajetéria de b® deve-se concluir que: (1) é ndo oscilatéria se
b >0, oscilatria se b < 0. (2) E convergente se |b| <1 e divergente se |b| > 1.
Lembrando que, no caso continuo, o padrao ser flutuante ou ndo somente dependia do
fato de a raiz caracteristica r em et ser complexa ou ndo. A constante A tem o papel de
produzir um efeito de escala, afetando as amplitudes das oscilacbes. Também apresenta
um efeito de sinal se A < 0, gerando uma imagem especular, um efeito de espelho.

Convergéncia ao equilibrio

A solugdo da homogénea, Abt, como sabemos, representa um desvio em relagdo
ao equilibrio intertemporal. Se a solucéo da equacéo a diferencas completa for Ab® + c,
onde ¢ é uma constante, essa constante representa um nivel de referéncia a convergéncia.
Apenas nas regides Il1 e V Ab* tende a desaparecer com o tempo. Nos outros casos, ocorre
sempre um deslocamento vertical do equilibrio em relagéo a esse nivel de referéncia. A
solugéo particular, y,, funciona com um nivel de convergéncia. No caso em que b = 1,
y: = Ab' + y, = A+ y,easolugdo nunca alcanca esse nivel y,, a ndo ser que A = 0, uma
solugdo muito particular a depender da condicdo inicial. y, = Ab* + y, € trajetoria
convergente sempre que |b| < 1.
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Exercicio 15
t
Que tipo de trajetoria vem associada a y, = 2 (— g) + 9?

Note que, neste caso, b = —% < 0, 0 que resulta em trajetoria oscilatoria. Note

também, que |b| < 1, associado a oscilacdo amortecida. Ocorre uma convergéncia para o
nivel y, = 9.

O modelo da teia de aranha

Vejamos o conhecido modelo econdmico da teia de aranha, uma interessante
aplicacdo de equacOes a diferengas de 12 ordem. A hipotese central do modelo é que a
oferta depende do preco observado no periodo anterior, ou seja, 0 preco do bem em
questdo aparece defasado como argumento na funcdo oferta, Q,(p;—,). Esse fenébmeno é
observado, por exemplo, na producéo agricola em que a decisdo de produzir no presente
é feita com base no preco observado hoje, mas a oferta s6 ocorrera no periodo seguinte,
pois, a producdo agricola envolve um grande lapso de tempo.

Entdo a decisdo de producdo ocorre um periodo antes da venda real. O prego
observado hoje, p;, condiciona a decisdo de producdo em t para entrega em ¢ + 1. Entéo
seja a funcdo de oferta defasada Q,.+,(p,). No modelo, imagina-se que nédo existam
estoques, apenas um fluxo de producéo que ¢é ofertada no periodo seguinte. A oferta nesse
periodo pode ser representada por Qs..:(p¢) = S(p,). Ja a demanda n&o € defasada no
tempo, de modo que Q. (p;) = D(p,). Essas duas equagdes, quando se impde o equilibrio
estatico (mercado em equilibrio “compensado”, Qg ¢(p) = Qs:(p¢-1)) €m todos os
periodos, produzem um padrdo dindmico de precos.

Seja entdo oferta e demanda representados pelo sistema de equacdes em (29).
Qa,:(pe) = a — PBp; (a,8 > 0) (29)

Qs,t(pt—l) =—y+6p1 (v,6 >0)

De (29), segue-se que a — Bp; = —y + 6p;_,. Dessa equacdo, e deslocando o
subindice indicador de intervalo um periodo adiante, chega-se a equacdo a diferenca (30)
do modelo da teia de aranha.

) a+y
Pe+1 t+ 'Ept = B (30)

Trata-se de uma equacéo a diferenca de 12 ordem, com coeficiente constante a =
%e termo constante ¢ = “T?V. Estamos no caso em que a # —1, porque B,8 > 0, e portanto

a solugdo ja nos é conhecida: p, = (po— 1fr—a)(—a)‘f+ Fca Substituindo-se nessa

equacéo os valores do modelo em tela, chega-se a equagdo (31) da “teia de aranha™:

- B A WO AN L 4
pe= (po— 5oz ) (=) + 5k (31)
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As teias de aranha

Sintetizamos 0 modelo na equacdo a diferencas (31). Analisando-a, vé-se que 0

preco de equilibrio intertemporal é p = Z—:g . Como se trata de constante, temos um

equilibrio dindmico estacionario. Substituindo p em (31), temosp, = (py —p ) (— %)‘ + p.
Note que o fator (p, — p ) traduz um efeito de escala, ou efeito espelho. Ja o fator (— %)‘

representa 0 b de Ab® da solucdo da homogénea, o desvio em relacdo ao equilibrio
estacionario. Como, no caso, b < 0, temos uma trajetoria que oscila. De fato, a base b
negativa esta relacionada ao fenbmeno da teia de aranha. A oscilacdo sera explosiva se
|b| > 1 e amortecida se |b| < 1. Olhando-se as letras gregas, conclui-se que a oscilacéo
é explosiva sempre que § > B, uniforme se § = B e atenuada se § < f5.

Isso tem implicagdo naturalmente nas inclinagdes das curvas de oferta e de
demanda. Vejamos graficamente como funciona o efeito da teia de aranha. O grafico (26)
representa a situacdo em que a oferta € mais inclinada que a demanda em madulo, e,
portanto, § > p e a oscilacdo é explosiva. A trajetoria é desenhada com o seguinte critério:
comeca-se com um preco inicial p,. Rebate-se o valor da quantidade associada Q, na
funcdo de oferta (note a defasagem). Para essa quantidade, veja agora o pre¢o p,associado
na funcdo de demanda (sem defasagem). Para p,, rebata na funcédo de oferta a quantidade
Q- e, na funcdo de demanda, va de Q, a p,, e assim por diante. Interligando-se os pontos,
tem-se o padrdo da teia de aranha.

Gréfico 26: modelo da teia de aranha com oscilacdo explosiva

ot §

Qgl--mmme ™

e
Qz 7777777777777777777777777777 : ‘; \

2] P1P PoP2 Pa P

O grafico (27) representa o caso em que ambas as curvas tém a mesma inclinacao
em modulo, § = B, e a oscilacdo é uniforme.

Gréfico 27: modelo da teia de aranha com oscilagdo uniforme
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Finalmente, o grafico (28) representa o caso em que a oferta € menos inclinada
que a demanda, em modulo, § < B, e a oscilagdo e atenuada, com trajetoria convergente
ao equilibrio estacionario de longo prazo.

Grafico 28: modelo da teia de aranha com oscilagdo amortecida.

Po P2 ﬁ P31 P

Um modelo de mercado com estoque

No modelo anterior supbe-se que o preco que iguala oferta e demanda equilibra o
mercado, no sentido de que tudo o que é produzido é vendido. Nesse caso, diz-se que tal
preco “compensa” a produgdo corrente em t. Hipotese subjacente nessa classe de modelo
é a de que a mercadoria transacionada seja perecivel, de modo que ela ndo possa ser
estocada.

No modelo de mercado com estoque, supde-se que os vendedores mantenham um
estoque das mercadorias. Iremos agora explicitar as hipdteses desse modelo: as quanti-
dades demandadas e ofertadas, Q,:(p;) € Qs (p;), sd0 fungdes do preco corrente, ndo mais
do preco do periodo passado como no modelo da teia de aranha. O ajuste de precos ocorre
ndo pelo processo de equilibrio, ou de compensacdo, dos mercados, mas pela acdo
estratégica dos vendedores. Dada uma situacdo de estoque em t, e 0 pre¢o no periodo
anterior p,_,. Se 0 volume estocado hoje aumentou em relacdo ao periodo anterior, 0s
vendedores oferecem a mercadoria a um preco menor, de modo que p; < p;—1, sendo p;
0 preco atual. Se o estoque hoje € menor que o do periodo anterior, 0s vendedores
oferecem a mercadoria a um preco maior, de modo que p, > p;_,. Tal estratégia visa
naturalmente a manter um nivel de estoque adequado. Com estoques baixos, a estratégia
de praticar pregos maiores é compativel com a meta de repor os estoques. Estoques
elevados sdo compativeis com a escolha de pregos menores, p; < p;_1, que permitem aos
agentes desovar os estoques, movimentar a mercadoria e entrega-la ao mercado.

Assim, ajuste de precos e as varia¢Oes de estogque sao inversamente proporcionais.
Ajuste de precos para baixo associa-se a variagdo de estoques para cima. Tais hipoteses
do modelo podem ser traduzidas pelo sistema de equacdes em (32):

Qat(P) = a — Bp; (a, 8 >0) (32)
Qs.t(pt) = —y + 6p; (y,6 > 0)

Pt+1 = Pt — U(Qs.t - Qd,t) (0 >0)
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Na terceira equacdo, o € um coeficiente de prego induzido pelo estoque. Note que
tal equacédo guarda analogia com o modelo de Hicks em que % = f(Qar — Qs:), OU SE€ja,
a variacao de precos é proporcional ao excesso de demanda. Aqui a variacdo de precos,
Pe+1 — Pr, € Inversamente proporcional a variagéo de estoques Q. — Q4. O sinal menos
na equacgdo d& conta dessa variagcdo inversa. Embora haja analogia, 0 novo modelo leva a
resultados analiticos muito diferentes. No modelo em tempo discreto, surge novamente o
fendmeno das oscilagbes. Vejamos como determinar a trajetoria temporal dos precos, p.

No sistema de equaces (32), substituindo as duas primeiras na terceira temos
Pis1 = D¢ — 0(=y +6p — a+ Bpy) = [1 —a(B + 6)]p: + o(a + y). Naforma convencio-
nal, escrevemos a equacdo a diferencas assim: p.q —[1—0(B + &)Ip: = ala + ).
Trata-se de uma equacdo de 12 ordem com coeficiente constante a = —[1 — a(B + 6)] €

_ _ _ Nt € _ o(a+y)
termo constante ¢ = a(a + y). Portanto, p, = (po —m)( Q)i+ = (po T )
t o(a+y) _ aty _ a+y _aty
(1-a(B+) et = (po o ) (1-a(B+ 6)) *ore . O termo constante p = 515

representa o equilibrio estacionario. Portanto, a equagéo a dlferengas relativa ao modelo
com estoque € representa em (33).

o— p)(1—0(B+6) +p (33)

Nessa equagdo a diferencas de 12 ordem, abase (1 — o (B + §)) comporta-se como
a base b na expressdo que determina a estabilidade dindmica do modelo. Pensemos entéo
nas sete regides dos valores de b. Na verdade, devemos pensar apenas nas regides de 1l
a VII, pois, como as letras gregas assumem valores positivos, B,8,0 > 0, torna-se
impossivel b > 1, restando apenas cinco regides. A tabela abaixo especifica, com base
nas regides de valores de b, os valores possiveis de o e 0 comportamento dos precos, p;.
Lembrandoque b =1 — (B + 6).

Regido | Valordeb Valor de o Trajetoria de p;
1l 0<b<1l |0<1-0(B+8)<1,-1<—0(B+6) <0, 0<0<m Néo oscila e
converge
v b=0 _ 1 Em equilibrio
“B+6
V -1<b<0 —1<1—0(/?+5)<0,—2<—U(/?+5)<—1,B—i6<0<ﬁ Oscilagdo
amortecida
VI b=-1 _ 2 Oscilagdo
_B+6 uniforme
\1 b<-1 1-0(B+6)<-1,0(B+6)>2, ">ﬂ Oscilagéo
explosiva

Note que quando o = —— 0S pre¢os permanecem sempre em equilibrio. Com efeito,

/3 +8
neste caso, a equacéo a diferengas do modelo, p;.; — [1 — a(B + 8)]p; = o(a + ), torna-

B+6 _ aty _ -
se pev — |1 = 55| e = (35) (@ + 7). portanto, pyy = 5% =

Exercicio 16

No modelo de mercado com estoque, suponha gque os vendedores aumentem (reduzam) o
preco de 10% em relacdo a quantidade de redugdo (aumento) do estoque. A inclinacéo
da demanda em relacéo ao eixo de precos é —p = —1 e a inclinacgéo da oferta € § = 15.
Qual o tipo de trajetoria temporal do preco, p;?
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1 1 2 2 1
Note que o = 0,1, e FETe 0,0625. 2 inbriai-te 0,125. Portanto, temos que
0,0625 < ¢ < 0,125, que se enquadra na regido V onde ﬁ <o< ﬁ. Portanto, trata-se

de oscilacdo amortecida.
Interpretacdo grafica

A fim de interpretar graficamente as possiveis solu¢cdes do modelo de mercado
com estoques, segmentadas nas cinco regides de 111 a VIl da tabela anterior, constrdi-se
no grafico (29) o plano com eixos ortogonais nos parametros g + § na abscissa e o na

ordenada. As condicdes o :ﬁ e o :ﬁ sd0 representadas por duas hipérboles

equilate-ras nesse plano. Nota-se que a regido Il em que o < ﬂ_-lm corresponde a area
. -/ e , -4 2 .~
abaixo de ambas as hipérboles. A regido IV esta nos pontos da hipérbole o = 15 A regido

V corresponde a area entre as duas hipérboles, a regido V|1 reside na hipérbole acima o =

% e aregido VII corresponde a &rea superior a direita no gréfico.

Gréfico 29: representacgdo grafica das regides na solu¢do do modelo de mercado com estoque.

r 3

a

Exercicio 17

No modelo de mercado com estoque, suponha 0s seguintes valores para 0s parametros:
o =0,5,p=1e6é =1,5 Combase em analise com o grafico 29, determine se a trajetoria
temporal do preco p; é convergente.

No grafico, note que g + & = 2,5. Sendo o = 0,5, veja que estamos no ponto A

entre as hipérboles. Portanto, trata-se da regido V onde ocorre oscilagdo amortecida. A
trajetéria temporal é convergente, embora oscilatoria.
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Equacéo a diferengas néo-linear

Quando nos deparamos com ndo-linearidades no caso de modelos com equacéo a
diferencas de 12 ordem, podemos apelar para um método de facil aplicacdo que nos
permite conclus@es qualitativas da situacdo. Tal método, de fato, possui ampla aplicacéo,
embora ndo nos permita uma anélise quantitativa. Trata-se do método gréfico.

Diagrama de fase

Suponha equagdes a diferencas de 1% ordem, em que s6 aparecam, nos termos,
Ye+r1 €V A equacdo pode ser ndo-linear, com poténcias acima de 1 e/ou fungOes
trigonométricas, logaritmicas etc. como em y,,; +y2 =5 OU y,,, +seny, —Iny, = 3.
Seja portanto, y.,; = f(y:), sendo f(y,) uma fungédo de qualquer grau de complexidade.
Os diagramas de fase, no caso de equacdo a diferencas, dizem respeito a uma
representacdo no plano y,,; x y.. O gréfico (30) mostra uma representacdo genérica de
um trajeto nesse diagrama, chamado de linha de fase.

Gréfico 30: diagrama de fase com a representacéo genérica de uma linha de fase.

A
YVe+1

v

Ve

. . . . d
Note que, no caso continuo, o diagrama de fase envolvia os eixos d—f x y. No caso

discreto, o analogo seria o plano Ay, x y, mas preferimos usar o plano y;,; x y;. Neste
plano, analisa-se a trajetdria por um processo de iteracdo. O grafico (31) mostra como
ocorre a iteracdo comecando por y,. Dado esse valor inicial de y,, rebate-se na curva para
determinar o y, no eixo vertical. A linha de 45° é usada para obter 0 mesmo y, na abscissa,
onde esta a variavel y,. De y, vai-se a y, hovamente rebatendo na curva. y, em y,,, é
refletido na linha de 45° para o eixo y,. Na curva, gera-se 0 y; € assim por diante. O gréfico
em questdo mostra um processo em que ocorre a convergéncia a um y, de equilibrio. A
linha de fase pode ser representada por uma equacéo y.,; = f;(v:). Entdo y; foi obtido
emy; = fi(y,), y2 EMy, = f;(y;) € assim por diante, 0 que descreve 0 processo iterativo.
O fato de a trajetoria temporal ser convergente tem a ver com a inclinagdo da linha de
fase. Linhas de fase de pouca inclinacdo, como a da figura, de fato, levam a trajetorias
convergentes, linhas de fase com inclinacao superior a 45° produzem trajetorias divergen-
tes.
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Graéfico 31: diagrama de fase para trajetria temporal convergente.
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Com outras variedades bésicas de linhas de fase, temos tipos especificos de
trajetoria temporal. O grafico (32) ilustra o caso de uma trajetoria de fase divergente,
quando a linha de fase possui inclina¢do superior a 45° ou, no caso, f;(y;) > 1 (no caso
anterior, 0 < f{(y;) < 1). Se y, # y, 0 ponto de equilibrio, qual o padrdo de variacao?
Vemos, no gréafico, que essa situacdo se tratada de trajetoria divergente. Note que na
interseccdo com a reta de 45°, y;,1 = y;.

Gréfico 32: diagrama de fase para trajetoria temporal divergente.
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Entdo f;(y;) leva ao equilibrio y sem oscilagdo e f,(y,) resulta em trajetoria
temporal divergente sem oscilacdo. Também se y, < y. Nos casos em que as linhas de
fase sdo negativamente inclinadas, ocorrem movimentos oscilatérios, com o conhecido
fendmeno da ultrapassagem da marca de equilibrio. Ambos 0s casos estdo representados
nos gréficos (33) e (34), respectivamente para as funcdes f;(y.) e f.(v.). Note que
fs(y) <0ef/(y:) <0.Nocasode f5(y;), em que a linha de fase negativamente inclinada
tem inclinacdo, em modulo, menor que 45°, a extensdo da ultrapassagem tende a diminuir
em periodos sucessivos, caso de linhas pouco inclinadas. Por linha pouco inclinada
entende-se que |f3| < 1. Caso do grafico (33).

O grafico (34) reflete a situagdo em que a linha de fase negativamente inclinada
tem inclinagcdo maior que 45°, nesse caso a trajetdria temporal é oscilatoria e divergente.
Lembra a teria de aranha, mas aqui a teia é tecida entorno de uma linha de fase (que
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contém a defasagem) e a reta de 45°. No caso anterior de teia de aranha, era ao redor de
uma curva de demanda e de uma curva de oferta com defasagem. Aqui tem-se 0 caso com
linhas de fase negativamente inclinadas e muito inclinadas, isto €, em que |f;| > 1.

Grafico 33: diagrama de fase para trajetdria temporal oscilatoria e convergente.
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Gréfico 34: diagrama de fase para trajetoria temporal oscilatoria e divergente.
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Em suma, o sinal algébrico da inclinacdo da linha de fase diz se havera oscilacéo.
O modulo da derivada, |f{| <> 1, indica se haverd ou ndo convergéncia. Caso mais
complicados surgem quando correm mudancas na inclinacdo das linhas de fase entre
diferentes segmentos da curva, nesse caso, a convergéncia ou ndo dependera do valor
inicial do processo iterativo.

Mercado com um teto de preco

Vejamos um interessante exemplo de equacéo a diferencgas ndo-linear em que a
linha de fase ndo seja suave. Trata-se do modelo ja visto de teia de aranha com oferta
defasada. Vimos que a equacao a diferengas que rege esse modelo € a equacéo (30) py41 +

%pt = “Tty, OU Seja pyyq = “T” - %pt, com % > 0. Trata-se, portanto, de uma linha de fase

Pe+1 = f(pe) linear, em que f'(p,) < 0. Assim sendo, se |%| > 1 a oscilacdo é explosiva.
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Suponha agora que vigore um teto legal de preco p, de modo que a linha de fase fique
“quebrada” conforme o grafico 35.

Temos entdo uma linha de fase ndo linear e ndo suave. Neste caso, 0 processo
iterativo leva a oscilacédo explosiva indicada no gréafico.

Gréfico 35: diagrama de fase para trajetéria temporal oscilatoria e divergente no modelo de mercado com
um teto de preco.

A
Pt+1 fa
1%
p [
"\ 45° >

Yo k po Pt

Note que a partir de um preco inicial p, viceja um processo oscilatorio divergente,
com base na iteracdo que leva em conta o segmento linear da linha de fase e a reta de 45°,
até alcancar-se o porto de quebraem k. Até entdo a dobra é ignorada e 0 processo obedece
a técnica de transposicdo p,_; — p; pela linha de 45°. A partir de k, 0 processo iterativo
é aprisionado em um retangulo que se repete indefinidamente, com os precos oscilando
entre o limite inferior p e o teto 5.

Dado o preco inicial p,, termina-se assim com um movimento ciclico perpétuo
entre dois extremos. A oscilagdo explosiva sé ocorre até alcancar-se o ponto de quebra.
O teto opera contendo a tendéncia explosiva. Ele impde ao processo um ciclo limite que
blogueia o processo oscilatério divergente a partir do preco inicial produzido pela iteracdo
que leva em conta o segmento linear da linha de fase e a reta de 45°.

A trajetoria de precos nesse modelo com teto de precos pode ser sumariada em

duas equacdes: py,q =P se pr S ke pryq = =L —%pt se p; > k. Note, com base neste

B
modelo, que ndo necessariamente a oscilacdo uniforme sé ocorre quando a inclinacdo da

linha de fase € —1. O caso mostra que oscilacdes deste tipo também podem ser produzidas
em linhas de fase ndo lineares.

Equacdes a diferencas de ordens mais altas

Até agora, nossas equacOes a diferencas envolviam apenas uma diferenca.
Relacionavamos y, com y,_, a fim de determinar a trajetoria temporal de y quando se
especifica um valor y,. Iremos estudar a classe de equacdo a diferencgas de 22 ordem, que
relacionam a variavel y, ndo apenas a y, mas também a y,_,. Genericamente representa-
se y, = f(ye—1, Ve—2). A equacdo envolve diferenca segunda de y,, envolve A%y, mas ndo
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contém termos com A3y, ou a diferencas de ordem ainda maior. Observam-se analogias
d? . o .
entre A% e —= De fato, A? representa uma instrucdo para tomar-se a diferenga segunda.

Note que A%y, = A(AY) = AWes1 — Vo) = Wewz = Vew1) = Gewr = Vo) = Vewz —
2y:4+1 + v Observe ainda que A%y, = Ay, — Ay, € portanto A(Veyq — Vi) = AYipq —
Ay;, de modo anéloga a propriedade distributiva da derivada segunda da soma ou
diferenca. Em nossa notacdo, evitamos os A’s. Trabalha-se com equacBes apenas com
defasagens. Assim, em nossas equacdes de 22 ordem aparece no maximo y,,, (quando
forem equacgOes de 32 ordem aparecera y,.; € assim por diante).

Equacdes a diferencas de 22 ordem com coeficientes constantes e termo constante

Seja a equacdo a diferengas de 22 ordem y,,, + a;y;4+1 + azy; = ¢, Uma equagao
linear, ndo-homogénea, com coeficientes constantes (a,,a,) € termo constante c. A
solucdo geral, como nos tipos anteriores, é a soma da solucdo geral da homogénea
associada, a funcdo complementar y., com uma solucéo particular da equacdo completa,
que indica o nivel de equilibrio intertemporal da trajetéria de y,. Escreve-se, portanto,
Yt = ¥c +¥,. Onde y, € qualquer solugéo da equacdo completa.

Vejamos o caso mais simples em que y,, = k, uma constante, de modo que k +
a;k +ayk =c,0Uuk = ,1+a;+a, #0,a, +a, # —1. Neste caso, y, =k = —

c
1+aq+a;

1+a1+a2'
Exercicio 18

Seja a equacéo a diferencas de 22 ordem y,,, — 3y:4+1 + 4y, = 6. Encontre uma solucéo
particular.

No caso, a; = —3,a, = 4€c = 6. Portanto, a, + a, = 1 # —1.E, assim, y, = —— =

1+aq+ay
6

1-3+44

Nos problemas em que a, + a, = —1, tenta-se a nova solucdo experimental y, =
kt, vii1 =k(t+1), yi4o =k(t+ 2). Substituindo-se na equacdo a diferencas em
questdo, k(t+2)+ak(t+1) +akt=c, k(t+2+a,(t+1) + at) =k[(1+a, +

c c ~ - 7
a)t+a, +2]=c k= CETT Tt Portanto a solugéo particular € y, =kt =

c
mt,al‘l'az—_leali_z.

Exercicio 19

Seja a equacao a diferencas de 22 ordem y,,, + y:4+1 — 2y; = 12. Encontre uma solucéo
particular.

No caso, a; =1, a, = -2 € ¢ = 12. Portanto, a; +a, = -1 € a; # —2. A formula

anterior aplica-se. A solucdo particular fica entdo y, = izt = %t = 4t. Ou seja, é um
a

equilibrio intertemporal movel.

Finalmente, falta examinar o caso em que a, + a, = —1€ a; = —2. 1SS0 SO ocorre se
a, = —2 € a, = 1. Agora tenta-se uma nova solucdo experimental do tipo y, = kt?, y,,, =
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k(t + 1)?%, yi42 = k(t +2)%. Substituindo-se na equacdo a diferengas em questao,
k(t+2)? + ajk(t+1)% + akt? =c, k(t? +4t+4) + a k(t? +2t+1) + a,kt? =,
k(t? +4t+4+ a;t?> + 2ait +a; + apt?) =c, k[(1 +a; + a)t> + (4 +2a)t+4+a,] =c.
As duas expressdes entre parénteses se anulam, dado o caso em equacéo, e portanto k =
g. A solugéo particular é y, = kt* = %tz. Note que essa solugdo se aplica apenas a equacao
a diferencas v, ., — 2y:+1 + y: = ¢, um caso bem especifico.

Funcéo complementar

Examinemos a equa¢do homogénea associada a equacéo a diferencas de 22 ordem
em questao: y;,, + a;y:41 + azy: = 0. Como nas equagdes a diferencas de 12 ordem, as
solugdes sdo do tipo y, = Abt. Ou seja, y.4, = Abt*1 e y,,, = Ab'*2. Naturalmente que
0s A;’s sdo determinados pelas condicdes iniciais, enquanto que b € solugdo da equacéao
caracteristica pertinente, que surge substituindo essas expressdes na equa¢do homogénea
do problema. Fazendo-o, temos que Ab'*? + a,Ab**! + a,Ab* = 0, 0 que resulta na

equacdo caracteristica b + a;b + a, = 0. As raizes sd0 by, b, = I V:HaZ Na solugdo
geral da equacdo a diferencas homogénea, estabelece-se assim a expressdo com dois
termos A,bf + A,b%, que sdo combinacBes de termos linearmente independentes do tipo
Abt, 0s quais envolvem duas raizes caracteristicas, b, e b,, € duas constantes
multiplicativas A, e A, cujos valores sdo determinados por duas condigdes iniciais.

Vejamos agora 0s trés casos tradicionais associados ao padrdo das raizes
caracteristicas. No caso 1, temos raizes reais distintas, a? > 4a, e b! e b} séo linearmente
independentes, de modo que a solu¢do da homogénea associada € y, = A,bf + A,bE.

Exercicio 20

Seja a equacdo a diferencas de 22 ordem do exercicio 19, y;., + V41 — 2y: = 12. Dadas
as condicdes iniciais y, = 4 e y; = 5, encontre a solucdo geral.

Para esse exercicio, temos que a; = 1 € a, = —2. Entdo as raizes caracteristicas

2

$40 by, b, = _ali“:rmz = 215 Portanto, b, =1 e b, = —2. A solugdo da homogénea ¢
dada por y, = A;bL + A,b5 = AL (1)t + A,(—2)t = A, + A,(—2)%. Vimos que a solugdo
particular € y, = 4t. Sendo assim, a solugdo completa € y, = y. +y, = A; + A,(=2)" +
4t. Empreguemos agora as condigdes iniciais a fim de determinar os valores das duas
constantes arbitrérias A; e A,. Para t = 0, temos que y, = 4, + 4, = 4; parat =1, y;, =
A;—2A, + 4 = 5. Subtraindo-se a primeira equacao da segunda, membro a membro, fica-
se com 34, —4 =4 — 5, 34, = 3, A, =1. Substituindo-se na primeira equagdo, A, =4 —
1 = 3. Portanto, a solugdo geral definida é y, = 3 + (=2)* + 4t.

Podemos obter a solu¢do da equacdo a diferengas y.,, + y:11 — 2y; = 12 por
Matlab. Para tanto, escreve-se a equacdo na forma y;,, = —y;,+, + 2y, + 12, isolando-se
a diferenca mais alta no 1° membro. Na janela de comando, escreve-se a sequéncia de
programacao:

clear all;
%y (t+2) + y(t+1) - 2y(t) = 12, t>0
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%y(1) =4,y(2) =5

t=[1:30];

y(1) = 4

y(2) = 5;

for m=3:30;
y(m)=-y(m-1)+2*y(m-2)+12;

end

plot(t,y,™")
xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title ('Trajetdria obtida no Matlab (*)")
pause

ayte(1)=4;

ayte(2)=5;

fori=2:29
yte(i)=3+(-2)(i)+4*(i);
ayte(i+1)=yte(i);

end

plot(t,ayte,'0’)

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title (‘Trajetdria tedrica (0)")
pause

plot(t,y,*" t,ayte, '0")

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")
title (‘'Trajetdria obtida no Matlab (*) e tedrica (0)")

Note que diferentemente do caso de equacdes diferenciais, no problema de
equacOes a diferencas o Matlab ndo oferece funcdes prontas que resolvam a equacao,
como o comando dsolve. Temos de fazer um programa detalhado a fim de que o
computador execute o processo de iteragdo informado.

Veja esse programa: na primeira linha, com o comando clear all apaga-se qualquer
variavel previamente criada pelo usuario que ainda esteja armazenada na memoria do
software. Isso é feito por precaucdo para evitar problemas com atribui¢des indevidas de
valores as variaveis do programa em tela. A segunda e terceira linha sdo apenas labels
descritivos da equacéo a diferencas, que ndo sao considerados na execugdo do programa:
%y(t+2) + y(t+1) - 2y(t) = 12, t>0, %y(1) = 4, y(2) = 5. Na 42 linha, define-se uma variavel t
como um vetor de inteiros de 1 a 30: t=[1:30]. Nas 52 e 62 linhas, informam-se as duas
condicdes iniciais do problema: y(1) = 4; y(2) = 5. Nota-se que por questao de conveniéncia
ndo se comeca com O (pois o vetor de inteiros t somente pode ser definido a partir de 1).
Entdo as duas condigdes iniciais sao informadas na parametrizacdo do problema dessa

forma: y, € y(1), e y; € y(2).

Nas proximas trés linhas do programa, cria-se um loop do tipo: for m=3:30; y(m)=-
y(m-1)+2*y(m-2)+12; end. Ou seja, a rotina de um processo iterativo regido pela mesma
equacéo a diferencas do exercicio. Note que o processo comega em y(3) (equivalente ao
¥2), Pois y(1) e y(2) ja foram informados. Tem-se, portanto, todo o vetor de y para inteiros
t,1<t<30.

As cinco linhas seguintes, plot(t,y,*"), xlabel (‘tempo'), ylabel ('y"), title (‘Trajetoria obtida
no Matlab (*)"), pause, representam uma sequéncia de comandos para se criar um grafico
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do tipo plot, nas varidveis discretas t, como variavel independente, e y como variavel
dependente, no qual pontos discretos sao representados por um asterisco (*). Informam-
se os labels dos eixos e o titulo do gréafico. O comando pause serve para visualizarmos o
primeiro grafico na saida do programa antes que o processamento continue.

O programa permite comparar a trajetoria discreta obtida no processo iterativo
com a solucdo tedrica do exercicio, y, = 3 + (—=2)* + 4t, aplicada a valores discretos de t.
Para tanto, nas linhas 152 a 202 cria-se uma variavel discreta que segue a trajetoria da
equacdo teorica e que assume as mesmas condicdes iniciais: ayte(1)=4; ayte(2)=5; for i =
2:29, yte(i)=3+(-2)"()+4*(i); ayte(i+1)=yte(i); end. Note que, nessa sequéncia de pontos
discretos de 2 < t < 29, o primeiro valor informado da variavel yte € 2, mas o da variavel
derivada ayte é 3 (pois, ayte(i + 1) = yte(i)), 0 Ultimo valor informado da variavel yte é
29, mas o da variavel derivada ayte é 30. Portanto, foram gerados valores de 1 a 30 da
variavel ayte, que refletem o resultado teérico e que faz o programa gerar uma série de
pontos obtidos pela equacdo teodrica para depois compara-los com 0s pontos gerados
apenas pelo processo iterativo.

Para tanto, a proxima sequéncia do programa gera o grafico para os pontos
comandados pela equacéo tedrica: plot(t,ayte,'0), xlabel (‘tempo’), ylabel ('y'), title (‘Trajetoria
tedrica (0)'), pause. Por fim, comparam-se, no mesmo grafico gerado no Matlab, esses
pontos (“0”) com a trajetoria discreta obtida pela iteragdo (pontos “*”’), na seguinte
sequéncia de programacao: plot(t,ayte,'0"), xlabel (‘tempo'), ylabel ('y'), title (‘Trajetoria tedrica
(o)), pause, plot(t,y,™ t,ayte, '0"), xlabel (‘tempo’), ylabel ('y"), title (‘'Trajetdria obtida no Matlab (*)
e tedrica (0)").

A Figura 75 mostra a janela do editor do Matlab com o programa acima. A
sequéncia de programacdo foi salva no arquivo EAD1.m. Ao executé-lo, obtém-se o0s
graficos construidos pelos comandos informados e que sdo exibidos aos usuérios (figuras
76 a 78). Em equagdes as diferencas, ndo faremos uso do Simulink (embora esse
programa disponha de uma série de ferramentas para o tratamento com variaveis
discretas).

Figura 75: programa para a solugéo de y¢,, + V41 — 2y, = 12.

. Find Files Insert 5, £ [ = = o
R = s =& 5 P B peesdn O
[l Compare ~ ={GoTo~ Comment % %3
New Open Save Breakpoints  Run  Runand [l Advance Run and
- - > [ Print v Q Find - Indent [5] & [= - ~  Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN
& > T3 / ¥ Users » veralucia » Desktop » EXEM MATLAB R
Current Folder [ORM FZZ Editor - /Users/veralucia/Desktop/EXEM MATLAB/EAD1.m - @
B Name s EADLm + Name &
L 1- clear 0| [Bans
ﬂ:ngm‘m ( (t+1) = 2y(t) = 12, t>0
: 3 %y ( yi2)
i y y
,j:g;ﬁ"“ 4 t=I1:301;
B EAD4m 5-  y(1) =4;
P 6 2) = 5;
I exemdsL. 7 iér)m:}"m'
B exem:OSLs ¢ 8- y(m)=-y(m-1) +2sy(n-2) +12;
& 8 9 - d
4 exem11SL_2.slx | ::oc(t yore)
4 exem125L.51x - xlabel ( tempo’)
[2] exem125L.51x.r2013a 4 label (‘y'
£] exem1d.m u ylabet ('y')
) exem1d.mm 13- title (‘'Trajetéria obtida no Matlab (+)')
-m- 14-  pause
" exem14SL.sIx
£ eemism 15-  ayte(1)=4;
) exemisstm 16 - ayte(2)=5;
17 for i = 2:29
%”“"1;“{“‘ 18- | yrelid=3e(-2)0A(1)+ax(i);
& ::2:17;: 19 ayte(i+l)=yte(i);
£ EXEMo.m = e
) Exem10 2 plot(t,ayte, o")
'jzxwll‘r; 2 xlabel ('tempo*)
o walfmm 23 - ylabel ('y')
a B 24 - title ('Trajetéria teérica (o)')
) ﬁiﬂm‘ﬁ Sy e
 EXEM17m 26 - plot(t,y, '+',t,ayte, 'o’)
a o 27-  xlabel ('tempo')
EXEMdt.m 28 - ylabel ('y')
29 - title ('Trajetéria obtida no Matlab (=) e tedrica (o)')|
30

Command Window

1S0-8859-1 script Ln 29 Col 56

107



A Figura 76 mostra a trajetoria discreta do exercicio obtida pelo processo iterativo
informado no programa.

Figura 76: trajetdria discreta de y, na solucdo de y,,, + y:4+1 — 2y; = 12 e obtida por iteracéo.
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A Figura 77 exibe a trajetdria discreta do exercicio obtida atribuindo-se valores
inteiros de t a equacao y, = 3 + (=2)° + 4t.

Figura 77: trajetdria discreta de y, na solugcdo de y,., + y:+1 — 2y; = 12 e obtida pela equacéo tedrica
ye =3+ (=2)" +4¢t.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ¥
k-3 /=
e de @ 08B kI[E

<10 Trajetdria tedrica (o)

3 . . . . .

=8

1

oloococococoo000000 000060000 ~

1k

=

2

ar

4+

S5F

1] 5 10 15 20 25 30

tempo

Na Figura 78 compara-se ambas as trajetdrias, mostrando-se que, de fato, o
método iterativo gerado no loop de programacédo conduz aos mesmos pontos da equacgao
discreta teoricamente deduzida
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Figura 78: comparacdo de trajetorias discretas de y, na solu¢do de y.,, + y:+1 — 2y, = 12. Método
iterativo do programa e trajetdria teérica em y, = 3 + (—2)¢ + 4t.
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Vejamos agora 0 caso 2, de raizes reais repetidas, em que a? = 4a,. Entdo b; =
b, = —%. Sendo assim, a solucdo da equagdo homogénea néo deve ser escrita como
Aibt + A,b5 = A bt + A,bt = (A, + Ay)bt = Azbt, pois teriamos apenas uma constante,
0 que ndo serve para atender as duas condicdes iniciais. Entdo busca-se outro componente
linearmente independente a A;b' que pode ser A,tht, ou seja, y, = Astht, yipq =
A (t+ Db ey, = Au(t + 2)btH2. A funcdo complementar fica, portanto, y, = Asb* +
A,tht,

Exercicio 21

Seja a equacéo a diferencas de 22 ordem y;,, + 6y,,1 + 9y, = 4. Dadas as condicdes
iniciais y, = 1,25 e y; = —5,75, encontre a solucéo geral.

Temos que a; = 6 € a, = 9. Entdo a? = 36 e 4a, = 36, trata-se do caso 2. As
-6

raizes caracteristicas repetidas sdo b,,b, = b = — = —3. A solucdo da homogénea é dada

2
por y, = Asbt + A tht = A5(=3)" + A,t(—3)%. Como a soma dos coeficientes é diferente

de —1 (a; +a, = 15 # —1), sabemos que a solucédo particular pode ser y, = 1+ac+a =
1 2

4 4 1 . ~ ,
5 = 1. = 7 Sendo assim, a solucdo completa €y, =y, +y, = As(=3)t + A t(-3)t +

i. Com as condigdes iniciais, iremos determinar os valores das duas constantes arbitrarias

Aze A, Parat=0,temos que y, = Az +5 = 1,25, A; = 1. Parat = 1,y; = —34;-34, +
=—-3-34,+ i = —5,75, A, = 1. Portanto, a solucdo geral definida é (—=3) + t(—3)" +

BRI
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Agora iremos obter a solucdo da equacado a diferencas y;,, + 6y;41 + 9y, = 4 por
Matlab. Para tanto, escreve-se a equacdo na forma y;,, = —6y,,1 — 9y, + 4, isolando-se
a diferenca mais alta no 1° membro. Na janela de comando, escreve-se a sequéncia de
programagao:

clear all;

%y(t+2) + 6y(t+1) + 9y(t) = 4, t>0

%y(0) = 1.25, y(1) =-5.75

t=[1:30];

y(1) = 1.25;

y(2) = -5.75;

for m=3:30;
y(m)=-6*y(m-1)-9*y(m-2)+4;

end

plot(t,y,™)

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title (‘Trajetdria obtida no Matlab (*)")

pause

ayte(1)=1.25;

ayte(2)=-5.75;

fori=2:29

yte(i)=0.25+(-3)"(i)+i*(-3)(i);

ayte(i+1)=yte(i);

end

plot(t,ayte,'0’)

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title (‘Trajetodria tedrica (0)")

pause

plot(t,y,*" t,ayte, '0")

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title (‘'Trajetdria obtida no Matlab (*) e tedrica (0)")

Note que novamente tivermos de fazer um programa detalhado a fim de que o
computador execute o processo de iteracdo informado. Veja esse programa: na primeira
linha, com o comando clear all apaga-se qualquer variavel previamente criada pelo usuario
que ainda esteja armazenada na memdria do software. A segunda e terceira linha sdo
apenas labels descritivos da equacdo a diferencas, que ndo sao considerados na execucgéo
do programa: %y(t+2) + 6y(t+1) + 9y(t) = 4, t>0, %y(0) = 1.25, y(1) = -5.75. Na 42 linha, define-
se uma variavel t como um vetor de inteiros de 1 a 30: t=[1:30]. Nas 5% e 62 linhas,
informam-se as duas condicdes iniciais do problema: y(1) = 1.25; y(2) = -5.75. Note que,
por questdo de conveniéncia, ndo se comecga com O (pois o vetor de inteiros t somente
pode ser definido a partir de 1). Entdo as duas condicdes iniciais sdo informadas na
parametrizacdo do problema dessa forma: y, € y(1), e y; € y(2).

Nas proximas trés linhas do programa, cria-se um loop do tipo: for m=3:30; y(m)=-
6*y(m-1)-9*y(m-2)+4; end. OU Seja, a rotina de um processo iterativo regido pela mesma
equacdo a diferencas do exercicio. Note que o processo comeca em y(3) (equivalente ao
¥,), Pois y(1) e y(2) ja foram informados. Tem-se, portanto, todo o vetor de y para inteiros
f,1<t<30.
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As cinco linhas seguintes, plot(t,y,"), xlabel (‘tempo’), ylabel ('y"), title (Trajetéria obtida
no Matlab (*)"), pause, representam uma sequéncia de comandos para se criar um gréafico
do tipo plot, nas variaveis discretas t, como variavel independente, e y como variével
dependente, no qual pontos discretos sao representados por um asterisco (*). Informam-
se 0s nomes dos eixos e o titulo do grafico. O comando pause serve para visualizarmos o
primeiro grafico na saida do programa antes que 0 processamento continue.

O programa permite comparar a trajetoria discreta obtida no processo iterativo
com a solucdo tedrica do exercicio, y, = (—3)¢ + t(-3)* + % aplicada a valores discretos

de t. Para tanto, nas linhas 15 a 202 cria-se uma variavel discreta que segue a trajetdria
da equacdo tedrica e que assume as mesmas condi¢des iniciais: ayte(1)=1.25; ayte(2)=-5.75;
for i = 2:29, yte(i)=0.25+(-3)"(i)+i*(-3)*(i); ayte(i+1)=yte(i); end. Note que, nessa sequéncia de
pontos discretos de 2 < t < 29, o primeiro valor informado da variavel yte é o 2°, mas o
da variavel derivada ayte é o 3° (pois, ayte(i + 1) = yte(i)), 0 Ultimo valor informado da
variavel yte € 0 29°, mas o da varidvel derivada ayte é o 30°. Portanto, foram gerados
valores do 1° a0 30° da variavel ayte, que refletem o resultado teorico e que faz o programa
produzir uma série de pontos obtidos pela equacdo tedrica para depois compara-los com
0s pontos gerados apenas pelo processo iterativo.

Para tanto, a proxima sequéncia do programa gera o grafico para os pontos
comandados pela equacéo tedrica: plot(t,ayte,'0"), xlabel (‘tempo'), ylabel ('y"), title (‘Trajetoria
tedrica (0)), pause. Por fim, comparam-se, no mesmo grafico gerado no Matlab, esses
pontos (“0”) com a trajetoria discreta obtida pela iteragdo (pontos “*”), na seguinte
sequéncia de programacao: plot(t,ayte,'0"), xlabel (‘tempo'), ylabel ('y'), title (‘Trajetoria tedrica
(o)), pause, plot(t,y,™ t,ayte, '0"), xlabel (‘tempo"), ylabel ('y"), title (‘Trajetéria obtida no Matlab (*)
e tedrica (0)").

A Figura 79 mostra a janela do editor do Matlab com esse programa. A sequéncia
de programacdo foi salva no arquivo EAD2.m. Ao executa-lo, obtém-se os graficos
construidos pelos comandos informados e que s&o exibidos aos usuérios (figuras 80 a 82).

Figura 79: programa para a solucéo de y¢,, + 6y¢,1 + 9y, = 4.
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%) exem11SL_2.sIx 0-  plot(t,y,'=")
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% EXEW}ZS'-IIS'X 18 - | yte(i)=8.25+(-3)~(1)+ix(-3)(i);
L4l exemn 16.5'x 19 - ayte(isl)=yte(i);
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B et 21 plot(t,ayte, '0')
5 -m 22 - xlabel ('tempo*)
@) EXEM11_2.m 23 - label (‘y')
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A Figura 80 mostra a trajetoria discreta do exercicio obtida pelo processo iterativo
informado no programa.

Figura 80: trajetdria discreta de y, na solucdo de y,,, + 6y.,1 + 9y, = 4 e obtida por iteracéo.
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A Figura 81 exibe a trajetéria discreta do exercicio obtida atribuindo-se valores
inteiros de t a equagédo y, = (—3)" +t(=3)" + %

Figura 81: trajetéria discreta de y, na solugdo de y,,, + 641 + 9y, = 4 e obtida pela equacédo tedrica
Ve = (=3)F +t(=3)" +=.
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Na Figura 82 comparam-se ambas as trajetdrias, mostrando-se que, de fato, o
método iterativo gerado no loop de programacdo conduz aos mesmos pontos da equagao
discreta teoricamente deduzida.

Figura 82: comparacdo de trajetorias discretas de y, na solugdo de y,., + 6y;41 + 9y, = 4. Método
iterativo do programa e trajetdria teérica em y, = (=3)* + t(—3)" + i.
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Vejamos o caso 3, de raizes complexas, em que a? < 4a,. O par de complexos

. ; . 4a,—-a? . .
conjugados é dado por by,b, = h+vi. h= —% ev= z " A solucio da equagio
homogénea ou funcdo complementar é y, = A;bf + A,b% = A, (h +vi)t + A, (h — i)Y,
que pode ser expressa na versdo trigonométrica usando-se o teorema de Moivre:

2 _ 2
(h +vi)t = Rt(cos Ot + isenOt). Emque R = VAZ + v2 = |4¥4%7% — - A letra grega

2 =

A - . h —_
6 representa o angulo em radianos, 6 e[0,2m). Evidentemente cos@z;zzfai,
2
2 — > /4a -a? . L. o
sen9=3=\[1—&=\[““2 4_23° ° Em termos trigonométricos, a solucdo da
R 4a, 4ay 2 az

homogeénea fica entdo y. = A;R*(cos Ot + isen6t)" + A,R(cos Ot — isen Ot)t = R [(A, +
A;) cos Ot + (A; — Ay)isenBt] = R (As cos Ot + Agsenft), na qual A = A, + A4, € Ag =
(Al - Az)l

Note a diferenca em relacdo a funcdo complementar do caso de equagdes
diferenciais. L& apareciam termos com cosuvt e senwvt, aqui, no caso de equacgdes a
diferencas, aparecem termos com cos 6t e sen 8t. La aparecia o fator multiplicativo e"t,
no caso 3 das equacdes a diferencas o fator multiplicativo é Rt. Em suma, as solucdes
complexas para equagOes diferenciais sdo expressas em coordenadas cartesianas (h e v),
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enguanto que as solugdes complexas das equacdes a diferencas aparecem em coordenadas
polares (R e 0).

Exercicio 22

Seja a equacéo a diferencas de 22 ordem y,,, + %yt = 5. Dadas as condi¢des iniciais y, =
5ey; = 4,5, encontre a solugéo geral.

1 ~ ,
Temos que a; =0 € a, = Entdo a? < 4a, e estamos no caso 3 de raizes

— 4a,—a?
complexas. h= "2 =0,y =Y— “=2R= [0+(

2 2 -

N | =

)2 = % Podemos facilmente calcular

0 angulo 6. Note que c059=%=0 e send =-=1. Portanto, 9=§.A solucdo da

x|

homogénea é y, = (%)t(A5 cosgt + Ag sen’zft). A solucdo particular pode ser y, = k.
Substituindo na equagdo completa, k +%k =5, k(1+ i) =5, k = 4. A solucdo geral,
portanto, y, =y, +y, = (%)t (A5 Cosgt + Ag sengt) + 4. Com as condicOes iniciais,
iremos determinar os valores das duas constantes arbitrarias As e Aq. Para t = 0, temos
que yo = (Ascos0 + Agsen0) +4 = Ag+4 =5, As;=1. Parat=1, y, =%(A5cos§+
Ag seng) +4 = %(AG) +4 =45, A, =1. Portanto, a solucdo geral definida é y, =

ye T T
(2) (coszt+sen2t) + 4.

Vejamos a solucdo por Matlab da equacdo a diferencas y;,, +%yt =5. No

programa, escreve-se a equacao na forma y,,, =5 — %yt. Na janela de comando, digita-
se a sequéncia:

clear all;

%y(t+2) + 0.25y(t) = 5, t>0

%y(1) =5,y(2) =4,5

y(1) =5;

y(2) = 4.5;

for m=3:30;
y(m)=-0.25*y(m-2)+5;

end

t=[1:30];

plot(t,y,™)

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title (‘Trajetdria obtida no Matlab (*)")

pause

t=[1:30];

ayte(1)=5;

ayte(2)=4.5;

fori=2:29

yte(i)=(0.5)(i)*(cos((pi/2)*(i))+sin((pi/2)*(i))) + 4;

ayte(i+1)=yte(i);

end

plot(t,ayte,'0")

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title (‘'Trajetdria tedrica (0)")
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pause
plot(t,y,™" t,ayte,'0")
xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")
title (‘Trajetdria obtida no Matlab (*) e tedrica (0)")

A explicacdo detalhada do programa assemelha-se a dos exercicios anteriores, de
modo que chamaremos atencdo apenas ao que ha de especifico neste exercicio. Nas 4% e
52 linhas, informam-se as duas condicdes iniciais do problema: y(1) = 5; y(2) = -4.5.

Nas proximas trés linhas do programa, cria-se um loop do tipo: for m=3:30; y(m)=-
0.25*y(m-2)+5; end. Ou seja, a rotina de um processo iterativo regido pela mesma equacéo
a diferencas do exercicio. O programa permite comparar a trajetdria discreta obtida no

processo iterativo com a solucdo tedrica do exercicio, y, = (%)f (cosgt + sengt) + 4,

aplicada a valores discretos de t. Para tanto, nas linhas 162 a 212 cria-se uma variavel
discreta que segue a trajetdria da equacdo teorica e que assume as mesmas condicdes
iniciais: ayte(1)=5; ayte(2)=4.5; for i = 2:29, yte(i)=(0.5)(i)*(cos((pi/2)*(i))+sin((pi/2)*(i))) + 4;
ayte(i+1)=yte(i); end. Portanto, sdo gerados valores do 1° ao 30° da variavel ayte, que
refletem o resultado tedrico e que faz o programa produzir uma série de pontos obtidos
pela equacdo tedrica para depois compara-los com os pontos gerados apenas pelo
processo iterativo.

A Figura 83 mostra a janela do editor do Matlab com esse programa. A sequéncia
de programacédo foi salva no arquivo EAD3.m. Ao executa-lo, obtém-se os gréaficos
construidos pelos comandos informados e que sdo exibidos aos usuarios (figuras 84 a 86).

Figura 83: programa para a solugéo de y;,, + iyf =5.
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' exem10SL.slx 8- Llend
|4 exem11SL.slx g- t=11:30];
%4 exem115L_2.s1x - plotlt,y, =)
é“emusu"‘ 11-  xlabel {'tempo')
= ext N 12-  ylabel ('y')
f ex 13- title ('Trajetéria obtida no Matlab (#)')
5 ext 14-  pause
EEX 15 - t=[1:30];
& ext 16 - ayte(1)=5;
= ex LosL ol 17 - ayte(2)=4.5;
q“emm I'” 18- Gfor i=2:20
B exemInahe 19 - yte(i)=(0.5)"(1)=(ces((pis2)=(i))+sin({pi/2)*(i))) + 4;
o :E:s m5 x 20 - | ayte(i+l)=yte(i);
- 21- lend
&
,j:im‘f';‘ 2-  plot(t,ayte,'o’)
a o -m 23 - xlabel ('tempo')
8 :i:m‘m 24 - ylabel {'y')
o 16-'" 25 - title ('Trajetéria teérica (o)')
8 E"EMI -m 26 -  pause
ﬂg:md‘/.m 27 - plot(t,y, =", t,ayte, '0')
tm 28 - xlabel ('tempo')
29~ ylabel ('y")
30 - title ('Trajetéria obtida no Matlab () e teérica (0)')
EAD3.m (Script; 3 Command Window @
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A Figura 84 mostra a trajetoria discreta do exercicio obtida pelo processo iterativo
informado no programa. Sabendo-se que a solucéo tedricaé y, = (%)f (cosgt + sen%t) +

4, fica evidente que se trata de uma trajetdria oscilatoria e convergente, ja que a base do
expoente € menor que 1. E o que percebe nessa figura. Note também que a flutuagéo
converge ao equilibrio intertemporal estacionario em y, = 4.
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Figura 84: trajetdria discreta de y, na solugdo de y,,, + iyt = 5 e obtida por iteragéo.
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A Figura 85 exibe a trajetéria discreta do exercicio obtida atribuindo-se valores
inteiros de t a equacdo y, = (%)t (cos%t + sen%t) + 4.

Figura 85: trajetoria discreta de y, na solugdo de y,,, + %yt = 5 e obtida pela equacao tebrica y, =
e T T

(2) (cos St +senz t) + 4.
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Na Figura 86 comparam-se ambas as trajetdrias, mostrando-se que, de fato, o
método iterativo gerado no loop de programacédo conduz aos mesmos pontos da equacgao
discreta teoricamente deduzida.
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Figura 86: comparacédo de trajetorias discretas de y, na solugdo de y;,, + %yt = 5. Método iterativo do

S, 1
programa e trajetoria teérica em y, = ()" (cosgt + sengt) + 4.
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Exercicio 23

Seja a equacéo a diferencas de 22 ordem y,,, — 4y,,, + 16y, = 0. Dadas as condigdes
iniciais y, = 1 ey, = 2, encontre a solucdo geral.

Trata-se de uma equacéo a diferencas particular que é, em si mesma, uma equacéo
homogénea, entdo nos preocupemos apenas com a solucdo geral dessa homogénea.
Temos que a; = —4 e a, = 16. Entdo a? < 4a, e estamos novamente no caso de raizes

— 4a,-a?
complexas. h==2=2uv= —— = ? =22 -2y3. R=+V4+12=4. Podemos
facilmente calcular o angulo 6. Note que cos8 = % = % esenf = % = g Portanto, 6 = g A

solucéo da equacéo é y, = 4t (A5 cosgt + Ag sen;—’t).

Com as condicdes iniciais, iremos determinar os valores das duas constantes

arbitrérias As e Ag. Parat = 0, temos que y, = (A5 cos0 + Agsen0) = As = 1. Parat =1,
T T\ _ s T _2-2 X

y = 4(A5 cos + 4 seng) =4cos3+44gsen; =2, Ag = Kk 0. Portanto, a solucdo

2

geral definida é y, = 4¢ cosgt.

Vejamos a solucéo por Matlab da equacdo a diferencas y;,, — 4y;+1 + 16y, = 0.
No programa, escreve-se a equacao na forma y,,, = 4y;,, — 16y,. Na janela de comando,
digita-se a sequéncia:

clear all;

%y(t+2) -4y(t-1)+ 16y(t) = 0, t>=0
%y(0) = 1, y(1) = 2;

t=[1:30];

y(1) =1;
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y(2) = 2;

for m=3:30;
y(m)=4*y(m-1)-16*y(m-2);

end

t=[1:30];

plot(t,y,™)

xlabel (‘'tempo’)

ylabel ('y")

title (‘'Trajetdria obtida no Matlab (*)")

pause

ayte(1)=1;

ayte(2)=2;

fori=2:29

yte(i)=(4)"(i)*(cos(i*pi/3));

ayte(i+1)=yte(i);

end

plot(t,ayte,'0")

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title (‘'Trajetdria tedrica (0)")

pause

plot(t,y,*" t,ayte, '0")

xlabel (‘tempo’)

ylabel ('y")

title (‘Trajetdria obtida no Matlab (*) e tedrica (0)")

Novamente a explicacdo detalhada do programa assemelha-se a dos exercicios
anteriores, de modo que chamaremos atencao apenas ao que ha de especifico no exercicio.
Nas 5% e 62 linhas, informam-se as duas condic@es iniciais do problema: y(1) = 1; y(2) = 2.

Nas proximas trés linhas do programa, cria-se um loop do tipo: for m=3:30; y(m)=-
4*y(m-1)-16*y(m-2); end. Ou seja, a rotina de um processo iterativo regido pela mesma
equacdo a diferencas do exercicio. O programa permite comparar a trajetdria discreta
obtida no processo iterativo com a solucdo tedrica do exercicio, y, = 4* cos;—’t, aplicada a

valores discretos de t. Para tanto, nas linhas 162 a 212 cria-se uma variavel discreta que
segue a trajetoria da equacdo tedrica e que assume as mesmas condicdes iniciais:
ayte(1)=1; ayte(2)=2; for i = 2:29, yte(i)=(4)(i)*(cos(i*pi/3)); ayte(i+1)=yte(i); end. Portanto, séo
gerados valores de 1 a 30 da variavel ayte, que refletem o resultado teérico e que faz o
programa produzir uma série de pontos obtidos pela equacao tedrica para depois compara-
los com os pontos gerados apenas pelo processo iterativo.

A Figura 87 mostra a janela do editor do Matlab com esse programa. A sequéncia
de programacédo foi salva no arquivo EAD4.m. Ao executa-lo, obtém-se os gréaficos
construidos pelos comandos informados e que sdo exibidos aos usuarios (figuras 88 a 90).

118



Figura 87: programa para a solucdo de y,,, — 4y;41 + 16y, = 0.
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A Figura 88 mostra a trajetoria discreta do exercicio obtida pelo processo iterativo
informado no programa. Sabendo-se que a solucdo teérica € y, = 4° cosgt, fica evidente

que se trata de uma trajetoria oscilatdria e divergente, ja que a base do expoente é maior

que 1. E o que percebe nessa figura.

Figura 88: trajetoria discreta de y, na solucéo de y,,, — 4y,,1 + 16y, = 0 e obtida por iteracdo.
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A Figura 89 exibe a trajetoria discreta do exercicio obtida atribuindo-se valores

inteiros de t a equacdo y, = 4° Cosgt.
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Figura 89: trajetoria discreta de y, na solugdo de y,,, — 4y.4+1 + 16y, = 0 e obtida pela equacéo tedrica
v, = 4% cos g t.
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Na Figura 90, comparam-se ambas as trajetorias, mostrando-se que, de fato, o
método iterativo gerado no loop de programacdo conduz aos mesmos pontos da equagdo
discreta teoricamente deduzida.

Figura 90: comparagdo de trajetorias discretas de y, na solugdo de y,,, —4y:,1 + 16y, = 0. Método
iterativo do programa e trajetoria tedrica em y, = 4¢ cosgt.
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A convergéncia da trajetoria temporal

Quando t —» o, 0 que ocorre com a funcdo complementar, a solucdo da
homogénea associada y,.? A fim de sabé-lo, observa-se a configuracdo da base b. No caso
de equacdo a diferencas de 22 ordem, suponha que as raizes caracteristicas sejam distintas,
b, # b,. Se ambas possuem modulo maior que 1, |b;| > 1 € |b,| > 1, entdo para ambos 0s
termos da funcdo complementar a trajetoria é explosiva. y. = A,b¢ + A,b} diverge em
ambos os termos. Caso |b,| < 1 e |b,| < 1, ambos 0s termos sao convergentes e tendem a
zerocom t — oo. E se |by| > 1 e |b,| < 1? Neste caso, 0 segundo termo tende a zero, mas
o primeiro deles se afasta de zero e tem trajetoria explosiva. Esse termo divergente acaba
entdo dominando a série, 0 que leva a trajetdria divergente de y,.

Exercicio 24

Analise a trajetdria de y, (%)f (A5 cos >t + Ag sen%t) +4.

Como a base R = - € menor que 1, a trajetdria é convergente, de fato, converge

para 4.

Exercicio 25

Analise a trajetoria de y, = 4¢ (A5 cosgt + Ag sen 3t).

Como a base R = 4 é maior que 1, a trajetoria é divergente. A trajetoria é nao
oscilatoria (por qué?) e divergente.

Modelo de Samuelson para a interagdo multiplicador-acelerador

Iremos aplicar a teoria matematica das equacOes a diferencas de 22 ordem a um
importante e muito conhecido modelo da macroeconomia, proposto pioneiramente pelo
grande economista matematico Paul Samuelson. Trata-se do modelo classico de interacédo
entre o multiplicador e o acelerador, um processo estilizado de determinacdo da renda
quando o principio de aceleracdo age junto com o multiplicador keynesiano. Mostraremos
que tal interagdo pode gerar endogenamente flutuac6es na economia.

A estrutura do modelo é a seguinte: seja a equacdo de determinacdo da renda
agregada pelo lado da demanda agregada, Y; = C;+ I, + G, na qual o consumo agregado
C; € funcdo da renda defasada do periodo anterior, C; = yY;_;, em que y € a propensao
marginal a consumir, 0 <y < 1. A variavel I, representa o investimento agregado
induzido, o qual, no modelo, depende da diferenga entre 0 consumo em ¢ — 1 e 0 cONsuMo
mais defasado no tempo, em ¢ — 2, I, = a(C,_; — C,_,). Trata-se da hip6tese do acelerador
como principio determinante do investimento agregado. « > 0 € o acelerador. O principio

da aceleracdo assevera que a proporgéo i C'f é fixa. O investimento, portanto, é induzido
t—-1

e isso, como veremos, forma um padréo estrutural no modelo representado por uma
equacdo a diferencas de 22 ordem. Tal equacdo retrata a interacéo entre o multiplicador e
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o acelerador. G, representa gasto exdgeno do governo, que por suposi¢éo e constante, fixo
em Gy.

Substituindo-se a fun¢do consumo na funcgéo investimento, temos portanto I, =
a(yYe—q —yYe—y) = ay(Ye—; — Y:_,). Substituindo-o na equacdo da demanda agregada,
temos agora Y, = Ci+ 1 + Gy = vV + ay(Yemy = Yip) + Go, Y, —y(1 + @)Y,y + ayY,; = Gy
ou, deslocando-se os subindices dos periodos, temos a equacao (34).

Yoo —v(A + a)Yiyq + ayYe = Gy (34)

Esta Gltima trata-se de uma equacdo a diferencas de 22 ordem com coeficientes
constantes (—y(1 + «), ay) e termo constante G,,.

A fim de compor a solucdo geral dessa equacdo, comecemos com uma solugéo

particular Y, que ja sabemos ser determinada, na hipotese de solugdo constante, por Y, =
Go _
1—y(1+a)+ay 1-y'
auséncia de investimento induzido. A solugéo particular Y, indica a renda de equilibrio
intertemporal e estacionario Y, que no caso, coincide com o prdprio equilibrio estatico,

renda igual a dispéndio agregado, Y*.

Onde ﬁ ¢ o conhecido multiplicador keynesiano associado a

Analisemos agora a solugéo da equacao a diferencas de 22 ordem do modelo de
Samuelson separando os trés casos de raizes caracteristicas. No caso 1 de raizes reais

distintas, a? > 4a,, ou seja, y%(1+ a)? > 4ay y(1+ a)? > 4a, y > Tra? ~. No caso 2 de

raizes reais repetldas naturalmente y = e é facil perceber que no caso 3 de raizes

)
complexas y <

(1+0¢)2

A luz dessas equacdes e inequacdes que separam 0s casos, pode-se representar as
trés situacGes em um grafico que relaciona a propensao marginal a consumir y (e portanto
o multiplicador) com o acelerador a. A curva relevante no grafico que demarca as regides

gy = e Ao x> CUTVa convexa que parte da origem. O grafico 36 facilita essa analise.

Grafico 36: relacdo entre o acelerador a e o multiplicador y no modelo de Samuelson.

caso 1

4a

caso 3 caso2 y = Tra?

v
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Note que os trés casos podem ser convergentes ou divergentes. Portanto, cabe uma
andlise adicional sobre esse aspecto das possiveis solu¢fes do modelo multiplicador-
acelerador.

Convergéncia versus divergéncia

Com base na equacéo (34) podemos facilmente obter a equacédo caracteristica do
- -
modelo de Samuelson b2 —y(1 + a)b + ay = 0. Ou seja, by, b, = ”(1+“)+Vy22(1+“)2+4“y.

Entdo a trajetoria da renda agregada Y., sera convergente ou divergente, oscilatoria ou
ndo, dependendo do modulo e do sinal das raizes caracteristicas b, € b,, que por sua vez
dependem dos valores dos parametros a e y.

Sobre as raizes caracteristicas, note que b, + b, = y(1+ a) € b;b, = ay. Note
aindaque (1 —b,)(1—by,)=1—=by;—by+biby=1—(by+by)+ bib,=1—y(1+a)+
ay=1—y.Como0<y<1,0>-y>-1,1>1—-y>00u0<(1—-by)(1—by) <1.

No caso 1, de raizes reais e distintas, como ay > 0, b;b, > 0, e como y(1 + a) >
0, b, + b, > 0. Por conseguinte, b, e b, s&0 ambos positivos, ou seja, ndo ha oscilagdes na
trajetdria de Y;. Vejamos agora os possiveis valores do multiplicador y e do acelerador a
em funcdo das posic¢des relativas das raizes caracteristicas positivas b, e b,.

1) Se 0<b, <b; <1, a condicdo obtida da especificacdo do modelo 0 <
(1 —by)(1—by) <1 é sempre atendida. Note ainda que como 0 <y <1 e,
neste subcaso, 0 < b;b, < 1,entdo 0 < ay < 1, e portanto ay < 1.

2) Se 0<b,<b;=1, a condicdo 0< (1—hy)(1—by)<1 é violada na
primeira desigualdade, porque 1— b, =0. Note ainda que como, neste
subcaso, b, +1=y(14+a)eb, = ay,ay+1=y+ay,y=1,0que viola
a condicdo 0 < y < 1. Portanto, esse segundo subcaso nao € possivel.

3) Se 0<b,<1<b;, 1—=b))(1—by)<0 e a condicdo 0< (1—by)(1—
b,) < 1 ¢ flagrantemente violada. Este terceiro subcaso também é impossivel.

4) Sel=b,<by,, y+1=y(A+a)eb,=ay,ay+1=y+ay,y=1,0
que violaacondi¢do 0 < y < 1. Portanto, esse quarto subcaso também nao é
possivel.

5 Se 1<b, <by, (1—by)(1—by)>0 . Resta testar a condicdo necessaria
(1—=by)(1—by) <1. Isso ocorrerd se 0s mddulos de b, e de b, forem
suficientemente pequenos. Note que, neste subcaso, b, b, > 1 e portanto ay >
1. Este quinto subcaso, portanto, € possivel.

Entdo temos dois subcasos do caso 1 nos quais as condigdes requeridas oS
parametros estdo satisfeitas: 0 1° e 0 5°. A tabela abaixo sintetiza essas conclusoes:

Caso Subcaso Valoresde a ey Y,
1:raizesreais distintas | 1: 0 < b, < b; < 1 ay <1 Néo oscilatério e convergente
4a
V> Av a2 5:1< b, < by ay > 1 Nao oscilatério e divergente
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No caso 2, de raizes reais repetidas, b;,b, = b = @ >0, poisa>0ey>0.

Portanto, ndo existe oscilacdo e ficamos com trés possibilidades:

1) Se 0<b<1, a condigdo obtida da especificacgdo do modelo 0 <
(1—-b)(1—b) <1 € sempre atendida. Note que como0 <y < 1 e, neste
subcaso, 0 < b? <1, entdo 0 < ay < 1, e portanto ay < 1. Este subcaso é
possivel.

2) Se b =1, viola-se a condi¢do 0 < (1 —b)(1—b) < 1. Sendo assim, este
segundo subcaso ndo é possivel.

3) Seb>1,acondicdo 0 < (1—b)(1—b) <1 ésatisfeitase 1 < b < 2. Este
terceiro subcaso também é possivel. Note que, neste subcaso, b?>1 e
portanto ay > 1.

Entdo temos dois subcasos do caso 2 nos quais as condi¢cbes requeridas aos
parametros estdo satisfeitas: 0 1° e o0 3°. A tabela abaixo sintetiza essas conclusdes:

Caso Subcaso Valoresde a ey Y,
2:raizesreaisidénticas | 1: 0 < b < 1 ay <1 N&o oscilatério e convergente
4a
V=a+a2 1<b<? ay > 1 Néo oscilatério e divergente

No caso 3, de raizes complexas conjugadas, ocorre oscilacdo degrau e ciclos
econdmicos enddgenos. Vejamos por qué. Vimos que, neste caso, R = Vh? + v2 = \/a,,
onde a, é o coeficiente do termo Y; na equacdo a diferencas (34). Portanto, R = \/ay.
Temos trés possibilidades:

1) SeR < 1, ay <1 e atrajetdria é oscilante e convergente.
2) SeR =1,ay =1 eatrajetoria é oscilante e de amplitude constante no tempo.
3) SeR > 1, ay > 1 eatrajetdria é oscilante e explosiva.

Entdo temos trés subcasos do caso 3 de solu¢do complexa e oscilatéria. A tabela
abaixo sintetiza as conclusdes:

Caso Subcaso Valoresde a e y Y,
3: raizes complexas 1.R<1 ay <1 Oscilacdo degrau e convergente
4
Y < ﬁ 2,33:R>1 ay =1 Oscilacao degrau e divergente
/constante

Podemos sintetizar em um Unico grafico, no plano y x a, as conclusées do modelo
de Samuelson na analise dos trés casos com essa andalise dos subcasos. Para tanto, além

dacurvay = (112)2, iremos acrescentar a hipérbole ay = 1. No gréafico (37), os subcasos

sdo identificados por C e D se estiverem associados as trajetorias convergente ou
divergente. Assim, por exemplo, 1C é o subcaso convergente do caso 1, o subcaso 1. 1D
é 0 subcaso divergente desse caso, subcaso 5. E assim por diante.
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Gréfico 37: relacdo entre o acelerador a e o multiplicador y no modelo de Samuelson. Analise de subcasos.

A
y ay=14— fronteira de convergéncia
ay >1
ay <1 2D caso 1
1 A T YA A A e A A A A
s 3D »
2C caso 3 caso2 y = o
3C
1 a

Note que paraa =1,y = 1 nafuncdo y = ui—‘;)z ey =1nafungéo y = % Portanto,

_ dy _ 4(1+a)*-8a(l+a)  dy _
ambas as curvas e encontram em (a,y) = (1,1). Note que -~ = it 1) =
4?1:?;2 = 0, portanto, « = 1 também € um ponto de maximo da curva concava.

Exercicio 26

No modelo de Samuelson do multiplicador-acelerador, seja « = 0,8 € y = 0,7. Que tipo
de trajetéria temporal da renda agregada Y; resultara?

4a  _ 4x08 _ 32
(1+a)?  (1+0,8)2 3,24
Note que ay = 0,8 X 0,7 = 0,48 < 1. Portanto se esta no caso 3C, como oscilacdo degrau
amortecida e convergente (vide grafico (37)).

No caso, ~1. Comoy = 0,7 < 1, as raizes sdo complexas.

Exercicio 27

No modelo de Samuelson do multiplicador-acelerador, seja a = 2 e y = 0,5. Que tipo de
trajetoria temporal da renda agregada Y; resultara?

No caso, (11—(;)2 = g ~0,89. Comoy = 0,5 < 0,89, as raizes sdo complexas. Por outro
lado, ay = 2 x 0,5 = 1. Portanto se esta sobre a hipérbole equilatera e no caso de oscilacdo
degrau uniforme (nem divergente e nem amortecida). Note que a oscilagdo “uniforme”
ndo é de amplitude constante, mas de amplitudes que oscilam segundo uma funcao
senoidal, esta sim de amplitude constante conforme grafico (38).
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Grafico 38: oscilacao degrau uniforme.

Inflacdo e desemprego em tempo discreto

Vejamos um modelo de interacdo entre inflagdo e desemprego no tempo discreto.
Retomaremos 0 mesmo modelo, a respeito, ja visto no caso de equacdes diferenciais, com
as mesmas premissas “econdmicas”, mas teremos de fazer algumas adaptagdes para o
caso de equacdes a diferencas. No caso continuo (vide p. 72), montamos as equagdes de
(22) a (24) que reescreveremos agora: p = a — T — BU + gm, que é relacdo de Phillips
com expectativas, Z—’Z = j(p — m), que traduz a hipdtese de expectativas adaptativas, e ‘Zl—i' =

—k(m — p), o efeito real da politica monetaria. Temos, portanto, trés variaveis enddgenas
no modelo: p, a taxa de inflagdo, m, a inflacdo esperada, e U ataxa de desemprego. Temos
ainda seis parametros: «, 8, g, j, k e m, a taxa de crescimento da moeda nominal, uma
variavel de deciséo politica.

No caso discreto, a analise € feita por periodo, e iremos representar a relacdo de
Phillips empregando subindices. A equacéo (35) corresponde a essa relacdo em equacao
a diferencas.

pe=a—-T—-pU;+gn; (a,f>0,0<g<1) (35)

A equacdo (36) representa a hipoOtese de expectativas adaptativas para o0 caso
discreto:

Tpyq — T = j(pr — 1) 0<j=<1) (36)

A equacdo (37), por sua vez, traduz o efeito da politica monetéria no desemprego
em termos de equacao a diferengas:

Upyr — U = —k(m — peyq) 37)

Nesta Gltima equag&o, note que utilizamos no 2° membro p,,, em vez de p,. E
mais simples imaginar o erro de ajuste do desemprego pela incerteza em t +1, que em t,
pensado como o periodo presente.

Iremos condensar as equacdes de (35) a (37) em apenas uma equagdo, com uma
Unica varidvel enddgena. Escolhemos manter apenas a variavel p, inflagdo. Para tanto,
dada a primeira equagdo, p; = a —T — BU; + gn,, identifiquemos o padréo associado.
Utilizando-se a diferenga, Ap; = p:+1 — p:, Vamos adiantar o indice: pyy; =a—T —
BUgs1 + gmerq. E portanto, peyy — pp = =B(Ursr — Up) + g(pr — ) = PR(m — pry) +
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gj(p: — m.). A varidvel enddgena ., expectativa de inflacdo, precisa ser eliminada desta
equacdo a fim de que fiquemos apenas com a varidvel p, em vérios periodos t. Para tanto,
g, sera substituido utilizando-se a equacdo (35): gn; = p; — (a — T) + BU;. E assim,
rearranjando, peyq + Bkpeys = fkm + gjpe — gime +pe, (1 + BK)peyq = Bkm + gjp, —
Jje —(@—=T)+ BU,) + pe = Pkm + gjp; — jpe +j(@ —T) — jBU: + e, (1 + BE)Drsr —
[1—j = @lp: +jBU; = Bkm + j(a —T).

Agora, usemos a equacéo (37): Uy, — U = —k(m — py41). Antes, iremos adiantar
um periodo a ultima equacdo do paragrafo anterior, obtendo: (1+ Bk)prss —
[1—j(1 = 9)]pes1 +jBU:s1 = Bkm + j(a — T). Fazendo-se esta menos aquela, chega-se
a (L +Pk) sz — Pesr) — [1—j(1 = DIPes1 — o) +jB Uy — Up) = 0, €M que, agora,
substitui-se a expressdo dentro do ultimo paréntese por —k(m — p;4,). Ficamos assim:
(1 + l)perz — (L + BRIPeyr — [1 = j(1 = @Iperr + [1 = j(1 = Plp; + jBkpe+1 — jBkm = 0.
Pondo-se em evidéncia p;,;, temos entdo (1 + Bk)pr, — [(L+Bk) +[1—j(1 —g)] —
jBkIpes1 + [1—j(1 — g)]p: = jBkm. Vamos desenvolver a expressao entre colchetes no
2° termo: [(A+Bk)+[1—-jA—-9g)]—jBkl=1+gj+(A—))+Bk—jBk=1+gj+
A-)N+@=-)HBk=1+gj+ (1 —))(1+ Bk). Portanto, (1 + Bk)pis, —[1+gj+ (1 -
DA+ BR)]pesr + [1—j(1 — g)]p: = jBkm. Dividindo-se todos os termos por 1+ Bk,
chega-se a equacdo a diferencas (38):

14gitA-NA+BR)  1-j0-g) _ jfkm
pt+2 1 +ﬁk pt‘l’l 1 +ﬁk pt - 1 +ﬂk

(38)

Note que a equacdo a diferencas para a variavel inflagcdo p, trata-se de uma

n . . ir(1—i k
equacdo de 22 ordem com coeficientes constantes a, = —1+g]+(11+ ézf“ﬁ )

ea2:

%;;g) e termo constante ¢ = %‘ Podemos facilmente obter a solucdo particular dessa
equacdo a diferencas, que indica o equilibrio intertemporal, no caso, estacionario por se

_ c _ jBkm __ jBkm
tratar de uma constante p= Tra,ta, = 19/ —(—) (4 fR)+1-j(1-g) = T

se que a taxa de equilibrio intertemporal da inflacdo ¢ a taxa de expansdo monetaria.

= m. Conclui-

Vejamos agora a solucdo da equacdo homogénea associada que nos fornece o
desvio em relacdo ao equilibrio estacionario. Novamente temos de examinar os trés casos:
raizes reais distintas, raizes reais repetidas e raizes complexas, dependendo de a? >< 4a,.
Ouseja, [1+gj+ (1 —)HA+ Bk)]? ><4[1 —j(1 — g)](1 + Bk). Como se tem um grande
namero de parametros, ndo existe um grafico classificatorio de facil visualizacdo como
no modelo multiplicador-acelerador de Samuelson.

Precisamos analisar as raizes caracteristicas (b,, b,) da equacdo em tela e sabemos

que b1+b2:—a1=i:z£+1—j. Como :gi>0 e 1—j>0, by +b, > 0. Por outro

lado, o produto das raizes &€ b,b, = a, = %};"). Com os parametros sdo positivos e
0<j,9 <1, byb, €(0,1). Note ainda que (1 —b,)(1 —b,) =1—(b; +b,) + byb, = 1+
a +a; = % = f—ﬁ"k > 0, pois todos 0s parametros sdo positivos.

Como by b, > 0, as raizes possuem o0 mesmo sinal. Como também b, + b, > 0,
se estivermos no caso de raizes reais distintas, ambas séo positivas, b,, b, > 0 e nao existe
oscilacdo. Sabendo-se que (1 —b,)(1 —b,) > 0, obviamente b,,b, # 0 e exclui-se 0s
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subcasos 2 e 4 das raizes caracteristicas do modelo de Samuelson (respectivamente, 0 <
b, <b, =1e€1=b, < b;). Osubcaso 3 daquela modelo também néo é possivel, pois se
0<b,<1<byq,0USeja, by >1e€b, <1,viola-se (1 - by)(1 —b,) > 0, 0 produto de um
fator negativo com outro positivo ndo pode ser maior que zero. O subcaso 5, b,e b, > 1,
viola a condicdo b, b, < 1. Portanto, o Gnico subcaso possivel para raizes reais distintas
é b,e b, < 1, mais precisamente 0 < by, b, < 1, 0 subcaso 1. O que resulta em trajetdria
temporal ndo oscilatoria e convergente.

Vejamos o caso 2 de raizes reais repetidas b, = b, = b. Por raciocinio andlogo
ao do caso anterior, conclui-se facilmente que 0 < b < 1 e a trajetoria novamente é nao
oscilatoria e convergente. Finalmente, no caso 3 das raizes complexas, sabemos que 0
maédulo das raizes conjugada R € igual a /a,. Como 0 < a, < 1, naturalmente R<1e
a trajetoria se torna convergente com oscilacdo, um tipo de flutuacdo degrau amortecida.

Analise da trajetoria da taxa de desemprego

Reescrevamos a equagao (37) com a dindmica da taxa de desemprego U;: Uy, 1 —
U, = —k(m —p:41), k >0, que capta o efeito real na economia da politica monetéria.
Vamos nos livrar da variavel dependente inflacdo p; e ficarmos apenas com a variavel
taxa de desemprego na equacéo a diferencas do modelo. Ora, de (35),p; = a —T — BU, +
gm,, a relacdo de Phillips com expectativa. Substituindo na outra equagdo, U,,, — U; =
—k(m—a+T+BUis1 —9Ter1), QA +PRUy1 — U =k(a—T —m) + kgn,,,. Para
eliminar a variavel enddgena expectativa de inflacdo 7, dessa equacao, iremos empregar
aequacao (36), .., — m; = j(p; — m.), das expectativas adaptativas. Fagamos, para tanto,
a mudanca de periodo na outra equacao: (1 + fk)Uiry —Upp1 = k(a =T —m) + kgmey,.
Agora subtrai-se esta equacdo da outra: (14 Bk)Upyy — (1 + Bk)Upyq — Uy + Uy =
kgmii, —kgmery,  (L+PBk)Uiz — 2+ BR)Upyy + Uy = kg(mpyp — mep1).  Nesse  2°
membro, a expressdo entre parénteses representa a versdo deslocada para adiante da
equacdo de expectativas adaptativas. Naturalmente que 7y, — Try1 = J(Pr41 — Trp1)-
Portanto, a equacdo diferencial fica:

A+ By — 2+ PI)Usy + Up = kgj(Pre1 — Tes1) (39)
Equacdo que ja incorpora todas as informag6es do modelo.

Temos de eliminar as variaveis inflacdo p, e expectativa de inflacdo m, dessa
equacdo (note que m ainda ndo desapareceu), pois queremos uma expressao em que
apareca apenas a taxa de desemprego como variavel dependente. A fim de eliminar-se
Pt+1 © Teyq, NOte que, de (37), kpiyq = Uryq — Up + km. Lembre ainda que, por (35),
g, = pr — (a — T) + BU,. Multiplicando-se essa expressdo por —kj e deslocando-se 0s
indices de tempo, —kjgmis1 = —kjpesr + kj(a —T) — BkjUr4,, € Na outra equacado
multiplicando-a por —j, —jkps+1 = —jUs4q1 + jU; — jkm, que pode ser substituido no 1°
termo do 2° membro da equagéo anterior: —kjgmiyq; = —jUpyq +jUr — jkm + kj(a — T) —
BkjUrsr = —j(1 + Bk)Upyq + jU; + kj(a — T — m). Finalmente, voltando a equacéo (39) e
substituindo no correspondente termo no 2° membro, (1 + Bk)U;yy — (2 + Bk)Upyq +
Up = kgj(Pe+1 — Ter1) = GikPes1r — kjgTers = j9Upsr — jgUr + jgkm—j(1 + Bk)Upiq +
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BK)Upyy — (2 + BI)U1 + Uy — gjUssr + gjUs — gjkm + j(1 + BE)Usyq — jU: = kj(a —

. _ (2+BK)+gj—j(1+Bk) 1+gj—j,; _ kjla-T-m)+gjkm _
T —m). Portanto, U, RS ev1t g Ue = RS . Rearran

jando e simplifican-do, chega-se a equacdo a diferencas (40) que rege a trajetoria de
desemprego do modelo inflacdo e desemprego no tempo discreto:

1+gj+(1-))(1+Bk) 4 12J0-9) ) _ kila=T-m)+kgjm
(1+Bk) HL T (epr) Tt (1+Bk)

Usz — (40)
_ 1+gj+(1-))(A+BK) _1-j(-g)
1+Bk T 1+Bk
que regem a equacdo (39) da trajetoria da inflacao p,, portanto, a funcdo complementar é
. AT ~ . Bk
a mesma nos dois casos, no entanto agora o termo é diferente, ndo mais o termo ’fr—ﬁ’z mas

. No primeiro caso, 0 da trajetéria da inflagdo, a taxa de

Note que os coeficientes a, = S840 0S mesmos

€a,

kj(a—T-m)+kgjm

(1+pk)
equilibrio intertemporal era a taxa de crescimento da moeda nominal m. J& a taxa de
c kjla—T-m)+kgjm

equilibrio intertemporal do desemprego é U = = 5 . Note que a
1 2
Bkj

(1+Bk)

0 termo ¢ =

expressdo 1+ a, +a, = ja tinha sida calculada para a trajetéria da inflacéo.

Relacéo de Phillips de longo-prazo

A taxa de equilibrio estacionario do desemprego é dada, portanto, por U =

W = %[a — T — (1 — g)m]. Ora, sabemos que a taxa de equilibrio intertem-
poral da inflacdo é p = m. Assim, podemos substituir m por p na equacao anterior de
modo a relacionar U com p. A equacdo (41) o faz e é conhecida como relacdo de Phillips

de longo-prazo.

U= Zla-T-(1-9)7 (41)

Nos livros de macroeconomia explica-se que a curva de Phillips € vertical no

longo prazo. A luz da equagio (41) vejamos como isso acontece: No longo prazo, g = 1,
pois os trabalhadores, num periodo suficientemente longo, conseguem repassar toda a
expectativa de inflacdo para os precos na equacdo (35), assimsendo, p, = a — T — BU, +
.. Como, com essa hipétese, 1 — g = 0, equacdo (41) fica U = “T'T qualquer que seja

o nivel do equilibrio estacionario p dainflacdo. No plano p x U de inflagcdo e desemprego,
uma reta vertical relacional qualquer nivel de inflagdo a uma Unica taxa de desemprego
U que ¢ a chamada taxa natural de desemprego, conforme gréfico 39.

Num intervalo de tempo intermediério, entre o curto e o longo prazo, imagina-se
um g < 1, de modo que a relacdo p x U é comandada por uma reta negativamente

inclinada, nédo vertical, portanto, com um coeficiente de inclinagdo que pode ser obtido a

partir da equacdo (41): p= —%U+ ﬁ(“_T)- O trade-off entre inflacdo e

desemprego no curto e médio prazo € garantido pelo coeficiente negativo —% da

equacéo (grafico 40). Quando g se aproxima de zero a inclinacdo da curva se aproxima
da vertical como na curva de Phillips de longo prazo. Em suma, existe o trade-off
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dependendo de como a taxa de inflacdo esperada pode se infiltra na estrutura salarial e na
prépria taxa de inflacdo real.

Gréfico 39: relacdo entre inflacdo p e desemprego U na curva de Phillips de longo prazo.

v

u U
Gréfico 40: relacdo entre inflacdo p e desemprego U na curva de Phillips de curto e médio prazo.

trade-off

/

v

Equacao a diferencas de termo variavel

Vejamos alguns casos de equacdes a diferencas de 22 ordem com termo variavel.
Comecemos pelo caso de termo variavel na forma de cmt. Antes tratamos apenas de
equacdo de 22 ordem com coeficiente e termo constante, na forma y,,, + a, Vi1 + ayy; =
c. Agora iremos manter os coeficientes constantes, porém o termo sera uma funcéo 1 (t) =
cm® de modo que y;., + a;yi+1 + ayy: = cmt. Neste caso, é evidente que s6 muda a
solucdo particular.

Vamos empregar, para obter essa solugdo, o meétodo dos -coeficientes
indeterminados. Tal método tem como requisito que o termo variavel f(t) e suas
diferengas sucessivas assumam, em conjunto, somente um namero finito de tipos de
expressao, a parte as constantes multiplicativas. Segue um primeiro exercicio a respeito.
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Exercicio 28

Seja a equacdo a diferengas de 22 ordem y.,, + y:4+1 — 3y, = 7¢. Calcule a solugéo
particular y,,.

Trata-se de uma equacao de 22 ordem e um termo variavel do tipo cm®em que o
coeficiente multiplicador é ¢ = 1 e a base é m = 7. Mostraremos que 7 resulta em um
namero finito de tipos de expressdes. De fato, note que, se Ay, = y;.1 — V¢, entdo A7t =
781 — 7t = (7 — 1)7* = 6(7)t. Continuando, A%(7t) = A(A7Y) = A(6(7)t) = 6(7)tF —
6(7)t =6(7 —1)7t =36(7)t. Portanto, todas as diferencas sdo multiplos de 7¢e ha
somente um Unico tipo de expresséo.

Vamos tentar uma solucdo particular do tipo B(7)%, substituindo na equacdo a
diferencas, B(7)*2 + B(7)t*1 —3B(7)t =7¢, B(72+7 —3)(7)! =7, B = —~ :

49+7-3 53’

Portanto, a solugdo particular é y,, = B(7)" = %(7)2 um equilibrio movel.

O exercicio indica como seria a solugcdo do caso mais geral em que o termo € do
tipo cmt. Note que todas as diferencas sucessivas assumem a mesma forma de expressao
Bmt. Portanto, y, = Bm! é a solucdo particular candidata. Substituindo a solucédo
experimental y, = Bm!, y.,; = Bmt*le y, ., = Bm'*? em y.., + a1y141 + azy; = cm?,

Bm'*? + a;Bm'*! 4+ a,Bm' = cm!, B=————— e a solu¢do particular fica y, =
m<+a;m+a,
cmt

m2+a,m+a,’

falhar novamente, tenta-se y, = Bt?m! e assim por diante.

m? + a;m + a, # 0. Se 0 denominador se anula, deve-se tentar y, = Btmt. Se

Vejamos agora quando o termo variavel da equacdo a diferencas de 22 ordem
apresenta-se na forma ct™. Note que agora a variavel independente t aparece na base da
potenciacdo e ndo no exponente. n é um inteiro positivo. Fagamos um exercicio a guisa
de exemplo.

Exercicio 29

Seja a equacdo a diferencas de 2% ordem y,,, + 5y:+1 + 2y, = t2. Calcule a solucdo
particular y;,.

Trata-se de um termo na forma de ct™, com ¢ =1 e n = 2. As primeiras trés
diferencas de t? sdo At? = (t+1)2—t?2 =2t+1, A%t? = A(At?) = AQRt+ 1) =2(t +
1D +1-2t—1=2, A%t? = A(A*t?) = A2 = 0. Sendo assim, aparecem apenas trés tipos
de expressbes, com t2, t e constante. Destarte, a solucdo experimental pode ser do tipo
y: = By + Byt + B,t%, e portanto y;,; = By + By(t + 1) + B,(t + 1) = By + Byt + B; +
Byt? + 2Bt + B, = (Bg + By + By) + (By + 2B)t + Byt?,yp 1, = By + B (t + 2) + B,(t +
2)2 = By + Byt + 2B, + B,t? + 4B,t + 4B, = (By + 2B, + 4B,) + (B; + 4B,)t + B,t2.
Substituindo na equacdo a diferengas, viy, + 5Viy1 + 2y: = (Bo + 2B, + 4B,) + (B, +
4B,)t + B,t?2 + 5(By + B; + B,) + 5(By + 2B,)t + 5B,t% + 2By + 2B;t + 2B,t?> =t%. E
assim, (8B, + 7B, + 9B,) + (8B, + 14B,)t + 8B,t* = t2.

Igualando-se os 2 membros, termo a termo: 8B, + 7B, + 9B, = 0,8B; + 14B, = 0

e 8B, = 1, B, = . Substituindo-se nas outras equacdes, By =€ B; = (— %)% =-_E
. 5 . . _ 13 7 1.2
assim a solucdo particular fica y, = e 5t tgtt
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Para um termo variavel numa poténcia genérica ct™, pode-se tentar como solucao
particular um polinbmio de grau n, y; = By + Byt + B,t% + -+ B,t™. Se a solucéo
tentativa falhar, testa-se y, = t(B, + B;t + B,t% + --- + B,t™) e assim por diante.

Equacéo a diferencas lineares de ordens mais altas

A ordem de uma equacgdo a diferencas, como vimos, € o numero maximo de
periodos de defasagem de tempo. Assim em uma equacdo de enésima ordem ha um
méaximo de n defasagens. Veremos a solugdo de uma equacao a diferencas de enésima
ordem com coeficientes constantes e termo constante: y.,, +a1Yein-1) + 0+

An-1Yt+1 T AnYys = C.

Iniciemos pela solucdo particular tentativa, comecando do candidato mais
simples, y, = k. Ou entdo, se ndo der certo, y, = kt, y, = kt? e assim por diante. Depois
se busca a funcdo complementar, o que resulta em nova equagdo caracteristica, agora um
polindmio de grau n, b™ + a;b™ 1 + .-+ a,_1b + a,, = 0.

Tal polindmio apresenta n raizes caracteristicas b; (i = 1,2, ..., n). Conhecendo-se
essas raizes, no caso de raizes reais distintas constrdi-se a solucéo geral da homogénea
como sendo y, = Y™, A;bf. No caso de raizes reais repetidas, por exemplo b, = b, = bs,
os trés primeiros termos ficam A;b! + A,tbt + Ast2bt. No caso de raizes complexas,
imagine o par de raizes complexas conjugadas b,,_, b,,. Entdo os dois ultimos termos da
soma sd0 combinados na expressdo trigonométrica RY(A,_; cos Ot + A, sen 6t).
Expressao anadloga vale para qualquer outro par de raizes complexas. Se houver outro par
repetido de raizes complexas, uma das duas expressdes trigonomeétricas associadas deve
receber um fator tR* no lugar de Rt. Em todos os trés casos de raizes, a solucédo geral
continua sendo a soma da solucdo geral da homogénea com a solucdo particular da
equacdo completa, mas no caso de equacdo a diferencas de enésima ordem aparecem n
constantes arbitrarias associadas as n condices iniciais do problema em questéo.

Exercicio 30

Seja a equagdo a diferenas de 3° ordem y,3 — = Yeiz + < Yee1 + 35 = 9. Calcule a
solucéo geral y;.

Comecemos pela solucdo particular tentativa, y, = k. Portanto, (1 —g+é+
3—2)k =09, k = B%k =9, k = 32. E assim y, = 32. Vejamos agora a solucéo da
homogénea associada, a fungdo complementar que depende das raizes da equagdo

caracteristica do exercicio b® —Zbh2+=b+--=0,que sd0 by = b, = e b; = —=, pois a

32-28+4+1

equacdo pode ser fatorada da seguinte maneira: (b - %) (b - %) (b + %) = (b - %) (b2 +
bt Dy = (b= (b2-2b-21) = p® -2p2 - Lp T4 2prl=pi-Tpry
8 2 16 2 8 16 8 16 2 16 32 8
Zb+—. Destarte, a funcdo complementar fica y, = 4; ()t + Ayt (l)t +4 (— l)t e
8 32" ! Q Ve 1\, 28\, 3 g) !

t t
solugao completa € y, = y, +y, = A1 (5)° + Ayt G) +As (— %) + 32. Note que todas as
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raizes ttm maddulo menor que 1, portanto ha convergéncia para o equilibrio estacionario
32.

Convergéncia e o teorema de Schur

Existe um teorema matematico usado para determinar a convergéncia da trajetoria
temporal de y,, solucdo da equacao a diferencas, quando a equacao a diferencas de ordem
elevada ndo é resolvida facilmente. A condicdo necessaria e suficiente de convergéncia
da trajetdria temporal é que cada uma das raizes da equacao caracteristica tenha médulo
menor que 1. Trata-se do conhecido teorema de Schur. Issai Schur (1875-1941) foi um
grande matematico judeu que trabalhou a maior parte de sua vida na Alemanha.

O teorema de Schur pode ser formalizado da seguinte maneira: as raizes da
equacédo polinomial de enésimo grau aob™ + a;b™ 1 + -+ a,_,b + a, = 0 sd0 todas <
1, em mddulo, se e somente se 0s n seguintes determinantes de uma sequéncia especifica
de matrizes sdo todos positivos. As matrizes, e, portanto, os determinantes, séo as
seguintes:

A = |a0 an| (% G0l 0 4y
1 ap Aol =2 a, 0 !ay a
ap-1 aﬁ 0 Ao

a, O 0 :a, Qan—q a,

a; ag 0:0 an a,

Ap-1 QAp_p .. a9 i O 0o .. a,

A, = [=he B e e >0 42)

a, 0 : % 1 e n—1

Ap-1 Qn 00 a ap-2

a1 az an E 0 O ao

Observe como sdo formadas as matrizes que ensejam 0S respectivos
determinantes. Na diagonal principal aparecem entradas apenas com a,, a partir da matriz
4 x 4 identificam-se submatrizes. Na primeira submatriz, acima e a esquerda, a entrada a
nordeste € de zero ou tridngulos de zeros. Em cada coluna, as estradas abaixo dos
elementos da diagonal principal sdo coeficientes de indices crescentemente maiores
a,, a, .... A submatriz a sudeste, na diagonal principal, é a imagem espelhada desta. Na
segunda matriz, acima e a direita, na diagonal principal aparece entradas apenas com a,,.
A entrada a sudoeste é de zero ou triangulos de zeros. As estradas acima dos elementos
da diagonal principal sdo coeficientes de indices cada vez menores a,,_1,an—3 .... A
submatriz a sudoeste, na diagonal secundaria, é a imagem espelhada desta.
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Note que no teorema de Routh, usado para a avaliar a convergéncia da trajetdria

. ~ . .. . ~ a a
temporal associada a equagOes diferenciais, os determinantes séo outros: |a,], | a; az|
a a 0 0

a a3 0 a4 a a
a, a, 0], 00 az a‘* o | - Noentanto, ambos os teoremas sdo analogos. Em ambos
0 a aj ! 3

0 Qg A, Qg
0S casos, note que na expressdo da equacdo caracteristica fazemos sempre a, = 1, por
convencdo. Contudo, isso ndo garante que o primeiro determinante do teorema de Schur
(A,) tenha o sinal adequado.

A titulo de fixacdo, vejamos dois exercicios:
Exercicio 31

Dada a equacéo a diferencas de 22 ordem com coeficientes e termo constantes y;., +
3y.+1 + 2y, = 12, veja se existe convergéncia sem resolvé-la, apenas aplicando o
teorema de Schur.

~ a, a
Nesta equacdo, a, = 1, a; = 3 e a, = 2, portanto A; = |a° az| = B i =-3<
n

0 javiola o teorema de Schur e consequentemente a condicdo de convergéncias. Note que
as raizes caracteristicas sdo b, = —1, b, = —2, pois, na equacao caracteristica b2 + 3b +
2 = 0, a soma das raizes é —3 e 0 produto é 2. Sendo assim, como um dos mddulos da
raiz € maior que 1 a trajetoria da variavel dependente é divergente.

Exercicio 32

Dada a equacao a diferencas de 22 ordem com coeficientes e termo constantes y;,, +

1 1 . . A . A .
~Ye+1 — g Ye = 2, Veja se existe convergéncia sem resolvé-la, apenas aplicando o teorema

de Schur.
1

5 = _1 __1 _ |9 Qn| _ T 6| _35
Nestaequagdo, ap = 1,a; = z€a, = —, portantoa, = |,° | =1, Sl
6
10 5 =5
a 0 ap anp P 1
a a 0 " - . ~ . .
0,0, =| + "0 il I O 6 =127 5 g e, sendo assim, estdo satisfeitas as
an 0 ao a]_ _ 2 0 1 l 1296
apn-1 ap O aop 6 6
= -2 01

6 6

condigBes necessarias e suficientes do teorema de Schur e para a convergéncia na
trajetoria da variavel dependente.
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Equacdes diferenciais e equacdes a diferencas simultaneas

Até aqui, a analise da dindmica da variavel dependente foi feita com base em uma
Unica equacdo dinamica, equacdo diferencial ou equacdo a diferencas. Agora veremos
métodos que permitem analisar o0 movimento dessa variavel a partir de um sistema de
equacOes dinamicas simultaneas. A solucdo de sistemas dindmicos segue a mesma
metodologia das equacdes individuais de se analisar o conjunto de solucGes particulares
e conjunto das fungdes complementares, as solucdes gerais das homogéneas associadas.
As primeiras representam os valores de equilibrio intertemporais das variaveis
dependentes e as segundas indicam os desvios em relacdo aos equilibrios intertemporais.

A estabilidade dindmica naturalmente ird depender dos sinais e dos valores das
raizes caracteristicas.

A génese de sistemas dinamicos

Sistemas de equac6es dinamicas descrevem o conjunto de padrdes de variacdes
interativas. Cada equacdo dinamica, por si sO, descreve um Unico padrdo de variacao,
especialmente em se tratando de equacao de ordem a partir de 2. No entanto, interessamo-
nos agora por padrGes de variacdo interativos descritos por um sistema de equacfes
dindmicas. A titulo de exemplo, assinala-se o caso de modelos econdmicos multissetoriais
nos quais apresenta-se uma equacao dinamica para cada setor da economia, e se trabalha
com a hipdtese descritiva de que um setor interfere em, ao menos, um outro setor da
economia. Nesse sentido desenvolve-se 0 modelo dindmico de insumo produto, com n
industrias cujas variagdes nos respectivos resultados repercutem dinamicamente nas
outras industrias. Outro exemplo vem do modelo de mercado de equilibrio dindmico
geral, em que n mercadorias se inter-relacionam por ajustes de precos.

Note que inexistem padrdes de variacdo interativos em modelos de um Gnico setor.
Apenas na economia em escala maior identificam-se aspectos diferentes na economia,
com um setor afetando ao outro em seu comportamento dindmico. Nas equacdes
dindmicas que descrevem tal comportamento, o padréo de y, afeta o padréo y,, ou aquele
¢ afetado por este. Em alguma situacdo, a interacdo pode ndo ocorrer, quando variacdes
de y, dependem apenas de y; etc. No caso visto do modelo de inflacdo-desemprego, note
que o padrdo da expectativa de inflacdo m também depende do padrdo da taxa de
desemprego U, por meio da inflacdo p; e também o padréo de U depende de . De modo
que as dinamicas de m e U sdo determinadas simultaneamente. Neste, como em muitos
outros casos, ndo € preciso condensar o modelo em uma Gnica equagéo, o que é trabalhoso
e, em alguns casos, impossivel.

A transformacéo de uma equagao dinamica de ordem alta

Uma equacéo diferencial (ou a diferencgas) de enésima ordem e uma Unica variavel
dependente pode ser transformada em um sistema de n equacdes diferenciais (ou a
diferencas) simultaneas de 12 ordem em n variaveis. Por exemplo, uma equacao de 22
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ordem pode transforma-se em duas equacdes simultaneas de 1% ordem com 2 variaveis, e
vice-versa. A vantagem desse procedimento é que, fazendo-o, reduz-se a ordem das
equacdes ao minimo, ao custo de se trabalhar agora com muitas equacgdes e ndo apenas
uma Unica delas.

Seja a equacdo a diferencas de 22 ordem y,,, + a;y:41 + ayy; = c¢. Introduz-se
uma nova variavel, artificial, x; = y;,1, 0 que implica x;,; = y:,,. Tem-se agora duas
equacOes de 12 ordem simultaneas: x;,.; + a;x; + ay; = c€y.4+1 — x; = 0. Procedimento
analogo se aplica a equacdes de ordem mais alta, conforme o exercicio adiante ira
exemplificar.

Exercicio 33

Transforme a equacéo a diferencas de 32 ordem com coeficientes e termo constantes
Yi+s + Verz — 3Ver1 + 2y, = 0 em um sistema de equacdes a diferencas de 12 ordem.

Para tanto, vamos introduz as variaveis artificiais x; = y; 41, w; = x,41, 0 que
implica em X411 = Vir2, Wer1 = Xe42 = Vers. COM base nelas, constroi-se o sistema de
equac0es a diferencas de 12 ordem:

Wiy T W — 3%+ 2y, =0

Xt+1 — Wt =0

Ve+1 — Xt =0

Exercicio 34

Transforme a equacdo diferencial de 22 ordem com coeficientes e termo constantes
y"' () + a;y'(t) + a,y(t) = 0 em um sistema de equacdes diferenciais de 12 ordem.

A fim de fazé-lo, iremos introduz a variavel artificial x(t) = y’(t) o que implica
em x'(t) = y"'(t), a partir do qual se constroi o sistema de equacdes diferenciais de 12
ordem:
x'(t) +a;x(t) +ay(t) =0
y') —x() =0

Resolvendo-se equac6es dinamicas simultaneas

Iremos resolver sistemas de equacgdes dinamicas, diferenciais ou a diferencas,
lineares e com coeficientes constantes. Comegando com o caso das equacdes a diferencas
simultaneas, seja o sistema x;,; + 6x; + 9y; = 4, y;.1 — x; = 0, encontraremos x; e y, que
satisfacam a ambas as equacdes. Em cada qual, identificaremos a solugédo particular, os
valores de equilibrio intertemporal x e y, e a funcdo complementar. Assim a solugéo
completa é obtida pela soma delas.

Em busca de solucdes particulares, comega-se com as solugdes constantes x;,; =
Xt =X, € Yeyq = Y: =Y, 0 sistema fica 7x + 9y = 4, —x + y = 0. Multiplicando-se esta
ultima por 7 e somando-as ambas as equa¢des membro a membro, temos entdo 16y = 4,
X=y= i As solucdes constantes, portanto, funcionaram, caso néo tivessem funcionado

tentariamos x; = kqt, y, = k,t e assim por diante.
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Para obter as fun¢bes complementares. Imaginemos, por simplicidade, que haja
uma raiz caracteristica b comum a ambas as variaveis, de modo que possamos representar
x; = mb' e y, = nbt, b # 0. Sendo assim, x,,; = mb**! e y.,, =nb'*1. A solucdo da
homogénea, portanto, consiste em encontrar b, m e n que a satisfaca. Vamos por
substituicdo e fazendo-se os devidos cancelamentos, lembrando que b* # 0. Destarte,
mbt*t1 + 6mbt + 9nbt = 0, nb**t1 —nbt =0, que resulta em (b+6)m+9n =0, —m+
bn = 0, m e n como variaveis. A solugdo trivial desse sistema de equacdes, comm =n =
0, ocorre quando a matriz dos coeficientes do sistema € invertivel. No entanto, x; = y, =
0 é um caso sem interesse, pois coloca as variaveis dependentes sempre nos valores de
equilibrio intertemporal, sem nenhum desvio de curto prazo. Mais interessante é a solucéo
ndo-trivial, que ocorre quando a matriz de coeficientes do sistema de equacbes for
singular, isto é, com determinante nulo.

+6 9
-1 b
equacdo quadratica, imposta pela condicdo de o determinante da matriz de coeficientes

anular-se, trata-se da equacéo caracteristica do sistema. No caso, tem como solu¢do duas
raizes reais repetidas b, = b, = b = —3. Note que cada raiz b; permite estabelecer uma
relacdo entre m e n, dado pela segunda equacao do sistemam = b;n. A principio, teriamos
um namero infinito de solugdes definidas no par (m,n) = (b;n,n), uma solucdo possivel
para cada valor de n. Como as raizes sdo repetidas, precisamos construir o segundo termo
linearmente independente na expressdo da funcdo complementar com o0 recurso de
multiplicar por t as expressdes mbt e nbt. As solugdes da homogénea associada, no caso
de raizes repetidas, fica, portanto, x; = m;(—3)" + m,t(—3)¢, y; = ny(=3)" + n,t(-3)".
Nesse sistema com (m,,m,,nq,n,), m; € n; devem satisfazer o sistema de equacdes
original em que x;,; + 6x; + 9y, = 4, y:4+1 — x; = 0, portanto, substituindo na segunda
equacdo, nq(—3)*1 +n,(t + 1)(=3)*1 = my(=3)t + myt(=3), —3n, —3n,(t+1) =
my + myt, —3(n, + ny) — 3n,t = my + my,t, 0u seja, pela igualdade de polindbmios, m,
—-3(ny +ny) em, = —3n,.

Entdo vamos impor essa condicdo, de modo que |b | =b?+6b+9=0.Essa

Entdo os valores de m, e m, dependem dos valores de n,e n,. Fazendo-se n, = A;
e n, = Ay, temos que m,; = —3(4; + 4,) € m, = —34,. Portanto, podemos escrever a
solucdo das equacGes homogéneas em x; € y, como sendo x, = m;(—3)" + m,t(-3)¢ =
—3(A3 + A)(—3)t + —3A4,t(—3)t = —345(—3)' = 34,(t + D(-3)¢ e y.=n(-3)+
nyt(—3)t = A3(—3)t + A,t(—3)t. As constantes A; e A, sdo definidas pelas condicbes
iniciais do problema.

Note que ambas as trajetdrias temporais contém um fator do tipo bt, portanto
ambas divergem do equilibrio intertemporal ou ambas convergem a ele. No caso, |b| =
|—3] > 1 e, sendo assim, ambas divergem, ocorre oscilagdo explosiva.

Notacédo matricial

Tal notagdo torna-se indispensavel no tratamento de sistemas com muitas
equacOes. Vejamos novamente o exemplo x;,; + 6x; + 9y; = 4, ;41 — x; = 0. Em termos

matriciais ficaria [(1) ] [;C/:i] +[ 8 g] [iz] = [¢]- Ou, de uma maneira mais sintética,
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poderiamos escrever [u + kv = d, onde | é a matriz identidade 2 x 2, k a matriz dos
.. ~ Xt+1 Xt 4
coeficientes de x, e y,, u e v 540 0s vetores coluna u = [ym]' v= [yt] e d é o vetor coluna

_[4
d= [O].
Para as solucGes particulares do sistema de equacéo a diferencas, imaginam-se as
solucgdes constantes x;.; = X; = X € Y41 = Y = ¥, 0 mesmo que estabelecer u=v =
[;C_l] Sendo assim, a equacdo matricial fica (I + k) [;] = d. Se existe a inversa (I + k)71,

I:;C—]] == (1 + k)_ld. NO SIStema xt+1 + 6xt + 9yt = 4‘, yt+1 - xt == 0, k = [_61 3], I+ k ==

7 arnma=]7 =

1
4 F —v =1
g 1leportantox =y=x

4

Iremos agora determinar as funcdes complementares para esse sistema. Supondo

~ A - t+1
solugdes da homogénea associada na forma x, = mb € y, = nb*, temos que u = ’T’lfm] =

[ ]pt+rev = ml,)r] =[] p*. Novamente imaginemos, por simplicidade, que haja uma raiz
caracteristica b comum a ambas as variaveis.

Substituindo-se na equacdo homogénea associada, Iu+ kv =d, I [T:] b+

kr:] b* =0, (bl +k) [7:] = 0, onde este zero deve ser pensado como um vetor. O

problema consiste em encontrar b, m e n. Como vimos, deve-se evitar a solucéo trivial
que simplesmente anula m e n, e elimina as fun¢bes complementares. Em busca de uma
solucdo ndo-trivial, impBe-se que o determinante de (bI + k) se anule, |bI + k| = 0. De
onde surge a equacao caracteristica do sistema que fornece as raizes b;.

b O _[6 9 _|6+b 9
Ora,bl_0 bek_[_l 0],portanto,|b1+k|_|_1 b

b = —3. De cada raiz b; de (bl + k) [7;] = 0 extrai-se um conjunto particular de um

|=b2+6b+9=0.

namero infinito de valores de solucdo de m e n ligados entre si por m; = k;n;. Portanto,
para cada valor de b;, n; = A; € m; = k;A;, onde 0s A;’s sd0 constantes arbitrarias.
Conhecidos n;, m;, b;, substitui-se nas solucGes experimentais, levando a formas
especificas de funcdes complementares.

’ ~ s - - . X
Se todas as raizes sdo niumeros reais dIStIntOS, [yc] = S bt = ] No caso
¢ ib;

Y A;b;

de raizes caracteristicas repetidas, montam-se termos independentes com m, bt +
mythte n bt + n,th para os y,’ s. n; e m; determinados respectivamente pelas
condicGes iniciais e pela relagdo entre x e y nas equagdes do sistema. No caso de raizes
complexas, as fungbes complementares sdo na forma y. = R*(4; cos 6t + A; sen 6¢).

_ Zmibzt]_ Y k;A;bf

Como sempre, a solugdo geral da equagdo completa é assoma da fungdo
~ . ~ .. Xt Xc X
complementar com a solucdo particular, na notagio matricial [yt] = [y |+ [}_,] Com as
c

condigdes iniciais, determinam-se 0s 4;’s. O tratamento matricial naturalmente pode ser
estendido para sistemas com n equagdes. Se n for muito grande, aparecerdo dificuldade
para resolver a equagdo caracteristica associada. Contudo, pode-se usar os teoremas de
Routh ou de Schur para uma abordagem qualitativa.

138



Equacdes diferenciais simulténeas

Analisemos, a titulo de exercicio, um sistema de equacgdes diferenciais lineares de
12 ordem. Em relacdo as equacdes a diferengas, mudam-se as solugdes experimentais da
homogénea associada para x(t) = me™ e y(t) = ne"™. Novamente imaginamos raizes
caracteristicas comuns r’s em x e y. Derivando-se, x'(t) = rme™ e y'(t) = rne".

Exercicio 35

Seja o sistema de equacdes diferenciais de 12 ordem com coeficientes e termo constantes

x'(t) + 2y'(t) + 2x(t) + 5y(t) = 77
y'(t) +x(t) +4y(t) =61
Sendo as condigdes iniciais x(0) = 6 e y(0) = 12, encontre a solucdo geral e definida
empregando o calculo com matrizes.

Comecemos pela representacdo matricial Ju + Mv = g, naqual J = [1 2], u=

0 1
x'(t) 2 5] . [x(t)] 77 . . .
[y’(t) , M= 1 4], v = y(t) €eg= [61]' Neste exercicio, note que J nao e a matriz

identidade. Se J € invertivel, existe J~! e podemos normalizar a equagdo matricial:
JYHu+ ] " Mv=]1g,lu+ Kv=d,emque K =J 'Med =] g, e temos 0 mesmo
formato que vinhamos trabalhando para equagdes a diferencas.

Agora, no entanto, manteremos a formulagdo matricial Ju + Mv = g. As solugdes
particulares sdo tentadas como constantes, x(t) = xe y(t) = y, e portanto x'(t) = y'(¢t) =

0. Se as solucdes constantes sdo validas, v = [;C;] eu= [8]. Sendo assim, J [g] +M [;:] =g,
3 » £ s
R A B [
3 3

O proximo passo é determinar as fungbes complementares. Usando-se a conheci-

da solucdo das equacdes homogéneas, v = [;8 =["ert, u= [;Eg =[] rer*. Substi-

tuindo-se na equagao homogénea Ju + Mv = 0,7 || ret + M| e = 0, a7 + M) 7] = 0.

Para solucdes ndo triviais, |r] + M| = 0, de onde se extrai as raizes caracteristicas

r;. A cada r;, ha uma correspondente relagdo entre m; e n;. Assim € que |r] + M| =
|r +2 2r+5
1 r+4

my 1 31(™M7 _ _ -1 —11[mM2] _ _ i
@ +m[T] =0, [1 3] [nl] =0, parar; = —1e| . 1] [nz] =0, parar, = —3. Ou seja,
m; = —3n, € m, = —n,. Atribuindo-se constantes a n, e n,, (n;,n,) = (—A4;, —4,), temos
que m1 = 3A1 emz = Az.

| =r2+4r+3=0, 1, =—-1e r, =—3. Substituindo-se essas raizes em

_[Eme"t]  [ZkiAeTt
- Znierit] B [Z —Ae"it
x(t) _ xc] + [Z] _ [ 34,7t + Ae 3t 4+ 1 ]
y(t) Ye y —Aje7t — A,e 3t + 15)
Empregando-se as condic¢des iniciais do exercicio, x(0) =6 e y(0) =12,
facilmente obtém-se A4; = 1 e A, = 2. Note que 0s mesmos fatores e~t e e3¢ aparecem

~ . ~ X ,
A funcdes complementares ficam entéo [yc] ] para raizes
[

reais distintos. A solucgéo geral é [
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em x(t) e y(t). Assim sendo, ambos convergem ou ambos divergem. No caso, comor; =
—1 e r, = —3, ambos convergem para x = 1 e y = 15 respectivamente, por se tratar de
expoentes negativos. Para equacdes diferenciais com n grande, pode-se usar o teorema de
Routh a fim de se obter conclus@es qualitativas.

Modelos dindmicos de insumo-produto

Em uma economia com muitas inddstrias, quanto se deve produzir em cada
industria de modo que os requisitos de insumos de todas elas e a demanda final pelos
consumidores sejam satisfeitos? No contexto estatico, trata-se de resolver um sistema de
equac0es simultaneas para os niveis de equilibrio de producéo de todas as industrias. Com
considerac@es adicionais, o0 sistema assume um carater dindmico. Temos agora um siste-
ma de equagdes dinamicas.

Suponha-se que haja n industrias numa economia. O produto da j-ésima indUstria
no periodo t é representado por x; .. Cada qual oferece um produto distinto cuja demanda
final, pelos consumidores, € d;. Assim € que x; ;, x, . 80 as quantidades de mercadorias
distintas ofertadas pelas industrias 1 e 2 no periodo t, cujas respectivas demandas sdo d,
e d,. Por simplicidade, trabalharemos com um sistema aberto de apenas duas industrias.
A notacdo matricial facilmente permite generalizar o modelo para n industrias. O valor,
em reais, da i-ésima mercadoria requerida na producdo do valor de 1 real da j-ésima
mercadoria € representado pelo coeficiente técnico a;;.

Defasagem de tempo na producao.

Considere um sistema aberto de apenas duas industrias. O produto da industria 1
é equacionado da seguinte forma:

X1 = aAq11X1 + A12Xo + dl (43)

A equacdo (36) indica que o produto da indUstria 1 é consumido, em parte, pela
prépria industria em questdo, dado o coeficiente técnico a,,; pela industria 2, que o
emprega como insumo em sua producdo, na quantidade que depende de a,, e pelos
consumidores finais que demandam d;.

Suponha a existéncia de uma defasagem de tempo na producdo, de modo que a
demanda total da mercadoria em t determina a producéo dela em t + 1. Assim, iremos
escrever a equacdo defasada como sendo:

X141 = QX1 + Ag2Xp +dy (44)

Sendo duas industriais com duas mercadorias distintas, temos entdo um sistema
de equacgdes a diferencas simultaneas, que configura a versdo dinamica do modelo
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X1,t+1
t

insumo-produto. Na notagdo matricial, x;,; — Ax; = d;, na qual x;,; = [xz oal

X1t _[A11 Q12 _ [due
[xz,t]' A= [a21 azz]’ de = dz,t]'

Na secdo anterior, tinhamos a equacdo Iu + Kv = d, agora temos x;,,; — Ax; =
d;. Sendo assim, o primeiro termo nao mais vem pré-multiplicado por I, mas isso nédo faz
diferenca. Note que agora o vetor demanda final d; é funcdo do tempo. De qualquer

modo, supomos que esse vetor tenha entradas constantes. Modifica-se 0 método se néo
for vetor de constantes.

A titulo de exemplo, vejamos um vetor de demanda final do tipo exponencial:
t
de = [gt] = [ﬂ 5t. Onde & é um escalar positivo. O sistema de equacgdes € representado

por x;,., — Ax; = d;. Na solucdo dele, comecemos procurando pelas solucdes particula-
res. Dado o vetor termo, sabemos que sdo solugdes na forma x; , = ;16 e x, . = B,6°,
nas quais f; e B, sao coeficientes indeterminados.

A solucdo tentativa candidata é na forma de x; = 3 St] [ ]62 e portanto
2

_ M”l]_[ﬁlﬁ] f_[6 0 [,81] : .
Xey1 = g,5t+1 | = 15,8 é —[0 6] 8, 6%, em que [0 6] trata-se de uma matriz

pré-multiplicativa conveniente.

O sistema fica entdo [6 O] ﬁl]S %11 alz [ ]St = [1] S8t.Como 8§t #

B- a21 az;
. . - .. 6 — —6112 1
0, simplifica-se para a equacao matricial para 4 o ] Supomos
—U21 — U322
. —aq1 —aq .. , . .
que a matriz a 5 — .| seR invertivel. Pela regra de Cramer, obtido o determi-
—U21 — U22
. 65— + 5— +
nante A dessa matriz, podemos calcular os betas: 8; = —a“ M2 o g, = MR gnde

A= (5—a;1)(6 —ayy) —ag,a,,. Insiram-se Bie B, na solugao tentativa e temos as
solugdes particulares.

As funcGes complementares de x,,; — Ax; = d; sdo as solucbGes gerais da
equacdo homogénea associada x;,; — Ax; = 0. A equacdo caracteristicas surge quando
se evitam as solucdes triviais forcando o determinante da matriz coeficiente a se anular.

Portanto, |bI — A| = b-an —an

= 0. Encontram-se as raizes caracteristicas b,
—dy;  b—ay

eb,.

Excesso de demanda e ajuste de producao

Vamos introduzir outra hipdtese no modelo: o excesso de demanda para cada
produto tende a induzir um incremento igual de producdo. No intervalo t, 0 excesso de
demanda € expresso por a; Xy ¢ + A1Xz ¢ + dyp — X1¢, EMQUE Ag1X1 ¢ + A1pXp +dy
represento a demanda nesse intervalo e x, , a oferta no mesmo periodo de tempo. Ocorre,
portanto, um ajuste na produgdo, Ax;; = x;¢41 — X1, IQual a esse excesso: Ax;, =
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a11X1¢ + A12%5¢ + di ¢ — x1 .. Cancelando-se —x; ¢, que aparece em ambos 0os membros,
X1p41 = A11X1¢ T Q12X + dyg Que € igual a equacéo (37). Portanto, trata-se do mesmo
modelo formal, mas com premissas econémicas diferentes.

Caso para tempo continuo

Como agora estamos no caso continuo, iremos substituir a notacdo de tempo
discreto, x; ., pela notacéo de tempo continuo x;(t). No lugar da diferenca Ax; ., escreve-
se a derivada temporal x;'(t) para o caso continuo. O modelo com ajuste de producao
fica, nesse caso, x;(t) = ay1x1(t) + as2x,(t) + di(t) — x1(t) € x5(t) = az1x,(t) +
a,,x,(t) + d,(t) — x,(t). Neste contexto, a taxa de fluxo de producéo, por unidade de
tempo (dia, més etc.), que prevalece em t = t, € x;(t;). A demanda final por “més” em
to € d;(to). Assim, do lado direto da equacéo tem-se o excesso de demanda por “més”
em t,. Do lado esquerdo da equagdo, a taxa de ajuste da produgdo “mensal” exigida pelo
excesso de demanda em ¢,.

Esse ajuste erradicara o excesso de demanda em 1 “més”, alcangando-se 0 equili-
brio, na hipotese de que o ajuste pelo excesso de demanda permanega Como um processo
inalterado. Se 0 excesso de demanda varia com o tempo, e 0 ajuste de producéo induzido,
ocorre entdo um processo como a cagada do gato ao rato. A solucdo do sistema, a trajetdria
de x;, € a historia dessa cacada. Se a solucdo for convergente, o gato, isto €, o ajuste de
producdo, ird alcancar o rato, o excesso de demanda, quando t — .

O modelo para o caso continuo é, portanto, representado no sistema de equac6es

(45):
Ix'+(—-A)x=d (45)
. [x(0) x1(t) ay; Az d,(t)
No qual, x = [xlm a [xl(t) “los al®?=a0)

Para a obtencdo das fungdes complementares, emprega-se 0 mesmo método ja
visto para o caso discreto. As raizes caracteristicas sdo obtidas da equac¢do matri-

. . r+1-— a1 —aiy —
Cla|,|7'1 + (I A)l - —ayq r+1-— ain =0

As solugdes particulares dependem do termo. Dados d,(t) e d,(t), introduzem-
se modificagbes no método de solugdo dependendo deles.

Exercicio 36

Seja o vetor de demanda final no modelo com ajuste de producéo para o caso continuo
[Alept
d= .
A,eP
res do correspondente modelo dindmico Ix'(t) + (I —A)x =d

A 3 ~ -
] = [ 11] ePt, em que A; e p sdo constantes. Encontre as solucdes particula-
2

Empregando-se 0 método dos coeficientes indeterminados, xl-(t) = BePt e

x;'(t) = pB;ePt. Nanotacio matricial, x = ﬁl] et x' =p ['81] eft = 0] [’81] eft
B2 pl1B;

142



substituindo na equacdo do modelo, e ja cancelando e”t, chega-se a [g 2] ﬂl] +

B2
[1 ~fn _a12 ] [ﬁl] = [/11]. Desenvolvendo-se, [p tlom -~ Hﬁl] =
—az1 —az: Az —az1 p+1—az|lp;

—ai ZY)

az1 p+1—ay
Ai(p+1—-azy)+A2a Ar(p+1—-aqq)+11a
Cramer chega-se as solucdes. 8, = 22 A“) 20126 g = 22l0 A“) 1221 onde A =

(p+1—a;1)(p+1—a,,)—a,a,,. Agora, basta substituir na solugdo experimental:
A1(p+1-az;)+Aza1,

A 1- A
x,(t) = A ePt e X, (t) = 2(p+ aA11)+ 1921 ,pt

[ ] Supomos que a matriz [p ] seja invertivel, e pela regra de

Formacéo de capital

Apresentaremos, nesta se¢do, um modelo com acumulacéo de estoques que gera
um sistema dindmico insumo-produto. Antes, tinhamos a matriz de coeficientes técnicos
de insumo-produto 4 = [a;;]. Agora, introduz-se a matriz de coeficientes de capital ¢ =

C . ., . .
[c;] = [C” 12]. Na qual c;; representa o valor, em reais, da i-ésima mercadoria que a
21 22

j-ésima industria necessita como novo capital (equipamento ou estoque) resultante de um
incremento da producéo de 1 real nessa j-ésima industria.

Suponha certa razdo marginal capital/produgio, para um so tipo de capital na
producdo da i-esima mercadoria. Trabalha-se com coeficientes de capital fixos. A quanti-
dade produzida de cada mercadoria satisfaz a demanda de necessidade de insumo, a
demanda final e também a demanda de necessidade de capital.

No caso de tempo continuo, o incremento de producédo da mercadoria i é represen-
tado pela derivada x;'(t). Constréi-se o sistema de equacdes (46) para a producdo de dois
bens na economia.

x1 () = ay121(£) + a1, (t) + 1121 (1) + €122, (t) + dy (£)
X2 (1) = Ap1%1 () + Az (t) + 211 (8) + Ca2x5(t) + dp(2) (46)

Onde 0s termos a;1x,(t) + a;,x,(t) € a1 x,(t) + a,x,(t) representam a necessi-
dade de insumo na producdo dos dois bens, 0s termos c;,x,'(t) + c12x,'(t) € cy1x1(t) +
x5 (t) associam-se a necessidade de capital no acréscimo de producdo. d, (t) e d,(t)
sdo as respectivas demandas finais.

O sistema (46) é agora representado em termos matriciais: Ix = Ax + Cx' + d,
ou, isolando-se d no segundo membro: Cx' + (A — x = —d.

O mesmo modelo pode ser montado para o caso de tempo discreto. Nesse caso,
no lugar da derivada escreve-se a variagdo discreta Ax;,_; = x; — x;,—1. ENntdo 0
sistema adquire a representagdo matricial dada por (47):

5 e v R

X2t Az1 Azl 1Xo: Ca1  Coal X2t — X1
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ai1 Q12

O produto de matrizes [a21 s

X . .
] [x;] expressa a necessidade de insumos, e 0
C12] [xl,t — X1,t-1 dyt
Cool X2t = X261 do
demanda final. Podemos sintetizar a representagdo matricial para Ix, = Ax; +
C(x; — x¢—1) + d;, cujas matrizes I, x;, A, C, d, sdo facilmente identificadas.

produto [21 ] a necessidade de capital. O vetor [ ]associa—se a

Na ultima equag&o, iremos adiantar os indices de t e isolar o vetor de demanda no
2°membro: (I — A — C)x;4q + Cx; = d;,,. TEM-se, portanto, uma equacdo a diferencas
de 12 ordem em que sabermos empregar 0 método de solugdo. Para o caso de n industrias,
apenas aumenta-se a ordem das matrizes na equagdo. Consideraces semelhantes séo
feitas a modelos de equilibrio geral.

Modelo de Inflacdo-desemprego

Vejamos agora equacdes dinamicas simultaneas de um so6 setor, caso do modelo
de inflacdo-desemprego. No caso continuo, desenvolvemos as equacfes de (22) a (24)
que escrevemos novamente: p = w —T = a—T — U + gm; % =jp—-m),0<j<1,e

‘Z—lt’ = —k(u — p), k > 0. Note que agora escrevemos u no lugar de m. Antes, condensamos

0 modelo em uma Unica equacdo de uma sé varidvel. Chegamos a duas equacdes
diferenciais simultaneas, uma para a inflacdo esperada = e outra para a taxa de
desemprego U.

. . - da
Representa-se agora a derivada de = pelo simbolo com linha, d—’z = 1'(t) e 0 mesmo

para a variavel desemprego U, ‘;—lt’ = U'(t). Substituindo-se as equag¢des umas nas outras,
tinhamos demonstrado que 7'(t) = j(a — T — BU) — j(1 — g)=, portanto, 7' (t) + j(1 — g)m +
+jpU = j(a —T), uma equacdo diferencial para expectativa de inflacdo e taxa de
desemprego. Outra equacdo diferencial para essas duas varidveis é deduzida assim: p =

%(n' +jm), U' = —k(u—p) = —k(u —%(n' + jm)). Substituindo-se a expressao em 7' (t)
nessa equacdo: U' = —k(u —%(j(a —T—BU)—jl— g +jr)) = —ku+r(a—T—

pU) — k(1 — g)m + km, portanto, U’ = k(a —T —p) — kBU + kgn — km + kmr, € assim
chega-se a segunda equacao diferencial do modelo, U’ — kgn + kBU = k(a — T — p).

Iremos reunir essas duas equacgdes e tratar o sistema de equacgdes na forma
matricial, obtendo a equacdo matricial (48):

1 01, [(t-9) JjB][™ _[ jla—T)
[0 1] [U’] + [ —kg Kf [U] - k(a—T—pw) (48)
Resolvendo-se a equacdo matricial, as trajetorias temporais da expectativa da

inflacéo m e da taxa de desemprego sdo encontradas simultaneamente. A equagdo do mo-
delop = a —T — BU + g € empregada a fim de se obter a trajetoria da inflagéo.
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Trajetorias de solugdo

Vimos anteriormente que o modelo de Phillips leva a trajetérias das variaveis
expectativa de inflacdo e desemprego com equilibrio estacionario no longo prazo, isto &,
essas variaveis mantidas em um nivel constante ao longo do tempo. Portanto, e U sdo
constantes e as derivadas temporais se anulam: =’ = U’ = 0. As solug¢des particulares séo
representadas por constantes.

Aplicando-se a regra de Cramer ao problema, vimos também que o equilibrio
estaciondrio da expectativa de inflagdo 7 € a taxa de crescimento nominal da moeda, 7 =
u. Ja o equilibrio estacionério da taxa de desemprego é a solugdo particular da equacgdo a

c kjla—T-m)+kgjm _ 1 [(a _T_

diferencas de 2% ordem (40), e ja vimos U = o, = B 7

m)+gm]-Param=u,U— [(@ =T —w) +gul = [a—T 1 -gul.

Vejamos agora as fungdes complementares, a solucdo geral da equacdo homogeé-
nea associada. Para tanto, comecemos escrevendo a equagao (48) na notacdo sintética
j(1 = g) Jﬁ _[m _[ j@=T) ]
Iu+ kv =d,ondeu= [ = ]k [ U_[U]ed_k(a—T—y)'A
homogénea associada é Iu + kv = 0. As soluc;oes experimentais desta sdo me"t e ne™
Substituindo-se na equacdo sintética e cancelando-se e, tem-se a equacgdo [rl +
my . [r+j(d—-g9) jB ]m_o ~ x
k] [n] =0, ou seja, [ kg r 4 KB [n] = [0]' Para solugdes ndo triviais, 0
determinante da matriz de coeficientes |r +]_(;g_ 2
r+j(1—-g) jB ) o1 o4 : — 2
kg e re+rkB+j(1—g)r+j(1—g)kB +jkBg =r*+ [kB +
jA = g)lr +kpj = 0.

Note gque essa é a equacao caracteristica associada a equacdo homogénea de 22
ordem associada a equacdo dindmica (25) que gera a trajetéria da expectativa de
inflacdo .*® J& discutimos a solugdo daquela. A equacio caracteristica de 2° grau tém
dois coeficientes: a; = kB +j(1 —g), a, =kBj. AS raizes caracteristicas sdo r,r, =
%(—a1 FJa? - 4a2). Note que a? ><= 4a,. De modo que todos os trés casos podem surgir.
Note ainda que a, = fkj > 0. Em todos os casos, conforme vimos, o equilibrio
intertemporal revelard ser dinamicamente estavel, pois, no caso 1, em que a? > 4a,,
Ja? —4a, </d? = |a,| €, portanto, r, r, < 0, pois predomina o sinal negatlvo do primeiro
termo na expressao entre parénteses. No €aso 2, af = 4a,,r,r, = ==+ < 0. No caso 3, h =
- % < 0. Em todos os trés casos, portanto, a parte real das raizes caracteristicas é negativa,
a trajetoria € sempre convergente.

r+Kﬁ| deve anular-se. Ou

seja,

Exercicio 37

Considere 0 modelo de inflagdo e desemprego do exercicio 11, relativo as equagoes:
p= %— 3U+m

18 | embrando: = + [Bk +j(1 — g)] — tiBkm = jBkm.
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der 3

dt=z(P—7T)
dU_ 1( )
dt | WP

Veja que agora substituimos m por u. Ou seja, supomos que ¢ — T = % p=3,g=1,j=
%e k = % Determine a trajetoria temporal de w e U.

Na solucdo do exercicio 11, vimos que a solucdo particular para a equacéo
diferencial de expectativa de inflagdo € =, = @ = », 0 equilibrio dindmico da expectativa
de inflacdo é a taxa de crescimento da moeda. Da equagéo (22), p = a — T — BU + g,
fazendo-se, no equilibrio estacionério, p = m = p = T = u, temos o valor estacionario da
taxa de desemprego de longo prazo, U = %[a —T — (1 - g)u]. O ultimo termo se anula

= 1 1/1 1
em g = 1e, portanto, U = - (a —T) =§(g) S

Vejamos a funcdo complementar. Dada a equacéo diferencial de 22 ordem (25),
que rege a expectativa de inflagdo, a homogénea associada é '227’2’ + [Bk+j(1 — g)] ‘;—’; +
jBkm =0, e assim a equacdo caracteristica fica 2+ [k +j(1—g)]r + jBk = 0.
Substituindo-se os valores do exercicio, r? + [3|r+232 =72 + 27 +2 = 0. As raizes

caracteristicas sdo nr, = %(—a1 + a2 - 4a2) = i(—— + |5— —) = — i. Complexos

conjugados em que h = —> ev ==,

Conhecidas as raizes caracteristica, iremos substitui-las na equacdo matricial vista

x A o [r+tid-g9)  jB m_

para a solucdo homogénea de (48), ou seja, [ kg r+ KB [n] =
T

1
-=r
2

3 [T;ll]z[g] Para r1=—%+%i=_%(1_i)1 r = —

3 _3._ 3 , _
2 Zl— 4(1+L)e asso

+ a0

2
21 -1

1

ciando-se cada raiz a um conjunto particular m;, n;, temos entdo S
—= S+
2 4

(1=

|= [8] nas quais as matrizes pré-multiplicativas devem ser

HEY
0 -1 2a-p

2

singulares, com determinantes nulos a fim de se evitar as solugdes triviais.

m;
[le

Sendo assim, para r, = —3(1—1), —3(1—)m; +2n, =0, 3(1 = )m, = 9n;, 2(1—

1
m, =n;, € para r, = —%(1 + 1), —%(1 + i)m, +%n2 =0, 5(1 +i)m, = n,. E, portanto, as
myent + mye™!
Tit + nzerzt

~ ~ T
funcbes  complementares  sdo  expressas  por [UC] = [
c

nye
Jht [mlevit + mze—vit] _ ht [(m1 + m,) cosvt + (m; —m,)isen vt]

n.eVit + n,e Vit (ny +n,)cosvt + (n; —n,)isenvt

Podemos simplificar a expressao rebatizando as constantes com novas constantes:
A5 = myq + m, e A6 = (m1 - mz)l E, pOI’tanto, nq + n, = %(1 - l)m1+%(1 + l)m2 =
1 . 1 - , 1 . 1
3 [(my + my) — (my — my)i] = E(AS —Ag). E ainda, (n; —ny)i= [5 (1-im, — 5(1 +

Dmy| i = $[(my —my) = (my +my)ili =3 [(mai = myi) + (my +my)] =5 [(my —my)i +
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(m1+m2)]=§(A6+A5).A solugdo da equacdo homogénea em termos de duas

3 3
Ascos—t + Agsen—t
4 4

- . T
constantes arbitrarias fica: [Uz] —e s L 4y cost + 2 (A 4 Ay sente|
S (A5 — Ag) cos t + - (As + Ag) sen

Para a determinacao das trajetdrias de = e U, combinam-se as solucGes particu-
lares com as respectivas funcGes complementares. Note que sdo as mesmas trajetorias ja
vistas quando se calculou cada trajetoria isoladamente, sem o tratamento matricial.

Modelo inflagdo-desemprego em equagdes a diferencas simultaneas

A formulacdo do modelo de Phillips no caso de tempo discreto € uma adaptacédo
do modelo em tempo continuo na qual se substituem as derivadas por diferencas e se
trabalha com subindices. O sistema de equacdes (49) representa 0 modelo em tempo
discreto:

pe= a—T—pU;+gm;
Ty — M = j(pr —m),0<j <1
Upyr — U = =kl — Pr41) (49)

Eliminando-se p, o sistema fica n,y; — 7, = j(a — T — BU; + gy — 7p), Tipq —
(1—j+jgmn, +jBU, = j(a —T). E para a taxa de desemprego, U;,; — U, = —k(u — a +
T+ BUi1 —9gmest), —kgmep1 + kBUiyq + Upypq — U = k(a — T — p). Tais equagdes nas
variaveis dependentes m, e U, podem ser sintetizadas na equacdo matricial (50).

[ig 1+Bk Z:i [_(1_5“9) " ] [k(](a ] (50)

Chamemos de J = [kg 1+ﬁk] k= [(1—1+Jg) Jﬁ]e d= [k(]c.z(oi;’i)y)'

Trajetorias de solucdo

Também no caso discreto, o equilibrio intertemporal corresponde a solucdo
estaciondriaemque T = m; = ey, € U = U, = Ug,4. Tal solucdo estacionaria do modelo
de Phillips para o caso discreto é analoga ao caso continuo, e assim sendo 7 = p e U =

1
gla—T—- (0 —gul

A funcéo complementar é obtida na solugdo da equagdo matricial ja vista (b] + k) [m] =

[O] [b—(1—1'+1'g) ]
—bkg b(1 + ﬁk) -1
impondo-se que a matriz seja singular, de determinante nulo. Ou seja, a equagao
caracteristica é |bJ+k|l= @A +Bk)b2—b—-(1—j+jg)(A+Bk)b+(1—j+jg)+

0] SO|UQO€S ndo triviais sdo encontradas
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bkgjp = (1 + Bk)b? —[1+gj + (1 —j)(1 + Bk)]b+ (1 —j + jg) = 0. Portanto, a equa-

N L, L. . 2 _ [1+gj+(1-)(1+BK)] (1-j+jg) _
¢ao caracteristica fica b eV b+t =

Trata-se do mesmo resultado visto anteriormente para o caso de tempo continuo,
com as mesmas trajetorias de expectativa de inflacdo e taxa de desemprego, s6 que agora
interpretada para variaveis discretas. Vide a analise anterior para os trés casos dependendo
do tipo de raiz caracteristica.

Obtidas as raizes caracteristicas, substitua em [*~( J+/9  J0 - J[m [
para obter-se a relacdo entre m; e n; que liga as solucdes de U as solucdes de 7. A equacao
com a solucdo completa da trajetéria de U e = obtém-se combinando as solucdes parti-
culares com as funges complementares.

Diagramas de fase de duas variaveis

Vimos como se constroem os diagramas de fase quando se tem apenas uma
./ ~ , g . d
variavel dependente, como a representacdo grafica da derivada d—’; = f(y). Em que a

variavel tempo t ndo aparece como argumento, ou seja, quando se trata de uma equacao
diferencial autbnoma. O gréafico abaixo, visto anteriormente, representa trés tipos de

. . d
linhas de fase. Quando a curva cruza o eixo real de y temos d—jt’ =0.

Grafico 41: diagramas de fase para trés casos.

A
dy A B
dt

v

Ya VB Ye yC’

Agora, veremos diagramas de fase para sistemas de equacdes diferenciais, que
podem ser lineares ou ndo. Para tanto, supomos inicialmente duas equaces diferencias
de 1% ordem: x'(t) = f(x,y) € y'(t) =g(x,y). Também neste caso, a variavel
independente t ndo entra como argumento, o sistema € autbnomo.

Busca-se entdo obter o espaco de fase, e com base nele avaliar qualitativamente a
direcdo do movimento das variaveis dependentes com as mudancas em t. Nesse espaco,
. . - . ~ . . - . dx
identificam-se as linhas de demarcacgéo, cada qual associada a condigéo respectiva ==

Oe % = 0. Evidenciam-se duas regides no espaco de fase, delimitadas pelas condigdes

ax d_y) E( d_y) i4
m (ou ) >0e—(ou—2)<0,e pela reta real, para cada variavel x e y.
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O eixo vertical do caso simples, anterior, ndo mais € necessario. A énfase da
L] . - .pe .~ . d. d .
analise recai em identificar-se regides nas quais d—’;(ou d—f) >< 0, assinaladas com os

sinais respectivos + e —. No caso de sistemas com somente duas variaveis dependentes,
sua dindmica pode ser representada no espago bidimensional.

Sejam as equagdes diferenciais x'(t) = f(x,y) e y'(t) = g(x,y). As curvas de
demarcacdo séo os graficos dessas equacdes na condi¢do em que elas se anulas, isto &, os
gréaficos de f(x,y) =0 e g(x,y) = 0, que determinam as correspondentes curvas x'(t) =

0 e y'(t) = 0. Facamos uso da regra da funcao implicita. A inclinacdo da curva x'(t) = 0
of

Je . dy _ % fx . . ~ .
€ obtida com —= o = ~ % Na qual os sinais de f_e f, sdo conhecidos, f, # 0.
oy
4 29
Por outro lado, sabe-se a inclina¢do da curva y'(t) = 0 pela expressédo d—z e - =
y = ay

Ix
—x g %0,
9y gy

Vamos a um exemplo: sejas as desigualdades f, <0, f, >0, g, > 0e g, <0, nas
quais as derivadas das fun¢des tem sinais contrarios nas duas variaveis, e sinais contrarios
em relagéo a g e f. Neste caso, x'(t) = 0 e y'(t) = 0 ambas tém inclinacdo positiva. Outra

hipotese é que s _9x gy seja, que x'(t) = 0 seja mais inclinada que y'(t) = 0. Esse

fy 9y

exemplo é representado no gréafico (42) que oferece linhas de demarcagéo com a indicagéo
de sinais e dos vetores nas direcdes x e y que condicionam a trajetdria das variaveis. Nele
identificam-se quatro regides de l a IV.

Gréfico 42: linhas de demarcacdo e dindmica das varidveis dependentes x e y.

x=0

y (H) +/- (I) y’= 0

Note que o ponto E indica o equilibrio intertemporal do sistema, quando x'(t) =
y'(t) = 0. Ja que % = f, < 0, por hipotese, a esquerda de x'(t) = 0 temos que x'(t) > 0,
pois, com a diminuicédo de x, x'(t), partindo de 0, deve crescer, 0 que no gréafico € indicado
com o sinal +. Temos ainda que, a direita de x'(t) = 0, x'(t) < 0, pois, com 0 aumento de
X, x'(t), partindo de 0, deve decrescer, 0 que no grafico é indicado com o sinal —.
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No caso dacurva y'(t) =0, ja que% =g, > 0, por hipotese, a esquerda de y'(t) =
0 temos que y’(t) < 0, pois, com a diminuicgdo de x, y'(t), partindo de 0, deve decrescer,
o0 que no gréfico é indicado com o sinal —. A direita de y'(t) = 0, y'(t) > 0, pois, com 0
aumento de x, y'(t), partindo de 0, deve crescer, 0 que no grafico é indicado com o sinal
+. Pensando agora nas quatro regides do grafico, as setas direcionais indicam o
movimento temporal de x e y em cada uma delas.

Linhas de fluxo

As linhas de fluxo sdo os caminhos ou trajetorias de fase que descrevem a
dindmica especifica do movimento das variaveis do sistema. O gréfico (43) indica as
linhas de fluxos do exemplo anterior:

Gréfico 43: linhas de fluxo das varidveis dependentes x e y.

O ponto E é ponto de equilibrio intertemporal globalmente estavel. A linha que
passa por A fica sempre na regido Il em que ja se encontra. J& as linhas que passam em B
e C, por exemplo, cruzam de uma regido a outra, a de B para a regido Ill a de C caminha
a regiao I. Quando a linha de fluxo que passa em C cruza a linha de demarcacao x'(t) =
0, neste ponto ela tem inclinacdo vertical. Quando a linha de fluxo que passa em B cruza
a linha de demarcacao y'(t) = 0 aquela tem, neste ponto, inclinacdo zero. Em suma, as
linhas de fase atravessam a linha de demarcacdo x'(t) = 0 com inclinacdo vertical e a
linha de demarcacdo y’(t) = 0 com inclinacdo nula.

As linhas de fluxo ndo indicam velocidade ou aceleracdo, s6 indicam a direcédo e
o0 sentido na trajetdria das variaveis dependentes do sistema. Sdo trajetorias de fase. As
unicas informaces de velocidade que fornecem € que em x'(t) = 0 a velocidade em x é
zero, e em y'(t) = 0, a velocidade em y é nula. Pois, nesses pontos ocorre mudanca de
direcdo na trajetoria da variavel cuja velocidade é zero.
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Tipos de equilibrio

Nesta secdo, iremos examinar quatro tipos de equilibrio: nds, pontos de sela,
equilibrio do tipo “foco” e vortices ou centros de equilibrio.

Nos nos, todas as linhas de fluxo fluem de modo ndo-ciclico em direcdo a um
ponto, 0 nd em questdo, quanto sdo nos estaveis. Ou entdo todas as linhas de fluxo fluem
de modo ndo ciclico afastando-se dele, no caso de nos instaveis. O grafico (44) mostra
um padrdo de linhas de fluxo do tipo nd divergente.

Gréfico 44: linhas de fluxo do tipo n6 divergente.

T T/ L
« E /+; y=0
N

No equilibrio caracterizado como ponto de sela, ele € estavel em algumas direcdes
e instavel em outras. Identificam-se entdo ramos estaveis e ramos instaveis no padrdo
ponto de sela. Ramos estaveis aproximam-se e ramos instaveis afastam-se do equilibrio
em E. No grafico 45, representa-se a situacdo de um ponto de sela em que o equilibrio é
estavel vindo-se de noroeste a sudeste, ou em sentido contrério, e instavel quando se
caminha de sudoeste a nordeste, ou o contrario. Outras trajetérias em que ocorrem
deflexdo nas linhas de fluxo estdo representadas na figura.

Gréfico 45: linhas de fluxo do tipo ponto de sela.
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No equilibrio tipo foco, as trajetorias sdo giratorias. No caso de foco estavel, fluem
em ciclos em direcdo ao ponto de equilibrio E. No foco instavel, fluem em ciclos
afastando-se desse ponto. As linhas de fluxo cruzam de uma regido a outra descrevendo
uma trajetdria espiral. No gréafico 46, ilustra-se uma trajetdria espiralada e convergente.

H4, de fato, varios outros tipos de linhas de fase. Finalizaremos essa discusséo,
apresentando as linhas de fluxo que descrevem um vortice, em que a trajetéria é fechada.

Gréfico 46: linhas de fluxo do tipo foco.

No equilibrio no padrdo vortice, as trajetorias formam um circuito completo.
Fluem em circulos ou ovais. Orbitam ao redor do equilibrio em movimento perpétuo. O
equilibrio E é sempre instdvel. As linhas de fluxo cruzam de uma regido a outra
descrevendo uma trajetdria fechada. No grafico 47, ilustra-se uma trajetoria circular que
se desloca no sentido horario.

Gréfico 47: linhas de fluxo do tipo vortice.

y
+
x=0
0 X
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Note que em todos os exemplos vistos as duas curvas de demarcacao interceptam-
se apenas uma vez no ponto E. Em um caso mais geral, as curvas podem se cruzarem
mais de uma vez, formando equilibrios multiplos.
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