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Questoes

1. Quais as caracteristicas basicas de um modelo DEA
radial?

2. O que sao e quais sao os modelos DEA hibridos?

3. Como se pode construir matematicamente os modelos
hibridos da DEA?

4. Qual é o método para se determinar retornos de escala
em que se utiliza os resultados dos modelos hibridos?

5. Quais sao as principais caracteristicas do modelo FDH?
6. Como o FDH é construido a partir do modelo BCC?

7. O que é relacao de dominancia e como esse conceito se
relaciona com o modelo FDH?
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W Modelos n3o-radiais

* Nao trata os inputs e outputs de maneira uniforme;
— Inputs/outputs tem deslocamentos diferentes até a fronteira

Podem ter orientacoes mistas:
— Olha ao mesmo tempo para os inputs e outputs

* Nao estao sujeitos aos problemas das folgas;
— As folgas tem um outra interpretacao nesses modelos;

Modelos nao radiais:

— Aditivo ou Pareto-Koopmans (PK)
— Slack Based Measure (SBM)

— Enhanced Russell Measure (ERM)
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Modelo aditivo
* Origem:
— Charnes, Cooper, Golany, Seiford e Stutz (1985)

— Titulo: “Foundations of data envelopment analysis and
Pareto—Koopmans empirical production functions”;

e Caracteristicas
— Primeiro modelo nao-radial proposto;

— |ldentifica apenas unidades que sao eficientes pela
definicao de Pareto-Koopmans (sem falsos eficientes)

— Permite calcular a contribuicao de cada variavel e as
metas e benchmarks para DMUs ineficientes;

— Nao permite calcular um indice de eficiéncia;
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Eonc‘éito de Folga nos modelos ra
e nao-radiais

* Modelos radiais:

— Apenas aparecem quando a projecao radial leva a um ponto
ineficiente;

— S30 as sobras de inputs ou falta de outputs necessarias para
gue a projecao se torne eficiente;

— Pode ser interpretado como um viés no modelo;

* Modelo aditivo;
— Nao tem projecao radial e as folgas aparecem sempre;
— A folga é a distancia de cada output ou input até a fronteira;
— A folga é utilizada para a determinacao da eficiéncia;
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Folgas e orientacao no modelo aditivo

/N
A orientacao muda Uma DMU é projetada
de unidade para no ponto da fronteira
unidade mais distante a ela;
-

Faolgas de
oLt

Folgas de  feputs

q."--
I e
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Modelo aditivo na forma do envelope

m n
i i Pode ser adaptado
Maxz S+ z S) para retornos de
=1 =1 escala constantes,
Sujeito a: variaveis ou hibridos
) z
Zyik A —SI=YVYi, , paratodoi
k=1

z

ijk A, + 5] = X0 , paratodo j

k=1

A SjieSi20
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N/I' odelo aditivo na forma dos

mUIt|p||Cadores Pode ser adaptado
o i para retornos de
Min> v, X =D Uy, +W escala constantes,
= = variaveis ou
Sujeito a: hibridos

ZVX Zu Y, W20, paratodo k

uizlparai=1,2..m

vj2 1para j=1,2...n

w sem restricao de sinal
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. Modelo aditivo x Radial

e Toda DMU eficiente no modelo aditivo também sera no modelo
radial correspondente;

— DMUs eficientes nos modelos radiais podem nao ser no modelo aditivo;

* O resultado dos modelos radiais tem um sentido pratico:

— O resultado do modelo aditivo é a soma de valores (folgas) expressos
em unidades diversas;

* Invariancia a unidade de medida:

— O resultado dos modelos BCC e CCR sao invariantes a unidade de
medida das variaveis;

— O resultado do modelo aditivo depende das unidades de medida;

— Ex: Mudar de “Km” para “m” nao muda a eficiéncia nos modelos radiais,
mas muda no aditivo
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Metas, benchmarks e contribuicao relativa

* Contribuicao relativa:
— A partir do peso na forma dos multiplicadores;

— Divisao da contribuicao individual de uma variavel
pelo output ou input virtual total

 Benchmarks:
— Pelas variaveis lambda da forma do envelope;
— Se forem O ou diferente de O;
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Metas no modelo aditivo

* Procedimento 1:

* Procedimento 2:
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Considere

Exercicio
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um conjunto
de 7 DMUs
com dois
inputs e um
output

O modelo
Aditivo com
retornos
constantes
de escala foi
rodado
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Exercicio

A |1({1{0|0]|0|0|O0|05[05]|0]|0] Ineficiente| 3 3 | 1
B |4/{4(0]0(0/|0|O0|05|0,5/0|0]| Ineficiente 3 3 1
C |0/l0O[O|O|O|O|1|0|0]|0|0]| Eficiente 8 1 1
D [0|0[0|0|O0|0[|0|1]|0|0|0]| Eficiente 4 2 1
E |0|0]0| 0| 0|0{0]|0|1|0|0]| Eficiente 2 4 | 1
FI[2]|2 |00 |0|0[1]|0|0]|0|0] Ineficiente 8 1 1
G |4|{1|(3|0[0(|0[0|0]|1]0]0]Ineficiente 2 4 1

@’EEP Curso DEA Enzo Barberio Mariano 13

ppppppppppp



Modelo SBM

Slack Based Measure (SBM)
— Medida baseada em folgas;

* Origem:
— Desenvolvido por Kaoru Tone em 2001;
— Artigo publicado no EJOR;
— “A slacks-based measure of effciency in data envelopment analysis”

e Caracteristicas:
— Usa as folgas do modelo aditivo para construir um indice de eficiéncia;

— O modelo SBM é invariante a unidade de medida;

* Pode ser expresso na forma dos multiplicadores ou do envelope;
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Eficiencia no modelo SBM

e EumvalorentreOe 1:

— Representa a reducao média dos inputs e o aumento médio dos
outputs necessario para se chegar a fronteira;

— Os valores nao mais equiproporcionais, por isso € uma média;
* Pode ser dividido em dois componentes:

— Eficiéncia relativa aos inputs;
— Eficiéncia relativa aos outputs;

* A eficiéncia global é a multiplicacao dos dois componentes
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Medida baseada em folgas

L Lym SI”
P = m J=% Xjo
- 1 «, Sit
1+ - * iz %
Eficiéncia dos inputs Eficiéncia dos outputs

D G

Meédia das folgas relativas Sl Folga relativa
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Modelo SBM fracionario

-1, Z}thlsf_
) m on
Min FO = 1 S+ Modelo de
o L+ ?:1),—, programacao
Sujelto a: 0 fraciondria

Z Yic ‘A4 —S;" = Vi, paratodo i
k=1

Z
D XA +S) = Xjo, para todo j
k=1

Passivel de
‘ ajuste

A SjieSi20
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e L
Linearizacao do modelo SBM

* Usa-se o método desenvolvido por Charnes e Cooper
(1973);

 Deve-se acrescentar uma variavel de linearizacao
chamada “t”

— Deve-se multiplicar o numerador e o denominador por t;
— Deve-se igualar o denominador a 1;

* A variavel t deve ser utilizada para ajustar os valores
das variaveis obtidas;
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Modelo SBM na forma do envelope

S] ApOs a resolucao as
MinFQ =t ——_+ %0 varaveis novas devem
J=1 ser divididas por t
Sujeito a: sit para se obter as
—k Y= antigas

Zyik A, —S}—t-y, =0, para todo i

ijk A4 +S; —t-X;,=0, paratodoj Passivel de ajuste:
constante,

variavel ou
hibrido

A SjeSi=0 et>¢
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Metas no modelo SBM

* Procedimento 1:

* Procedimento 2:

ijk-/lk Zyik’/lk
Meta = *-L Meta = ==—
t

@ FEELB curso DEA Enzo Barberio Mariano 20

nnnnnnnnnnn



Considere

Exercicio
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um conjunto
de 7 DMUs
com dois
inputs e um
output

O modelo
SBM com
retornos
constantes
de escala foi
rodado
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DMU

A 1 0{0(0|1/0|0|0

B 0 0{0(0|1/0|0|0

C 0| 0 0/{0(1/0/0|0(0

D 0] O 0{0(0|12/0|0(0

E 0| O 0{0(0|01]0(0
F|0,90/{1,00f 2 | O | O |O|0|1{0|0|0|0O]| 8 1 1
G |0,62|0,67f O (0,67/0,33)0/0(0|/0|1|{0|0| 3 | &6 |15
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" Modelo SBM na forma dos

multiplicadores

Max<&
Sujeito a: m "
D ViXjo =D Uy Y+ =1
i=1 j=1

m n
_Zvi_xjk +Zuj -y, <0 para todo k
= =1

u; =
m:-Yyy;

1
n* Xy,

paraj = 1,2..n

v, =

i ,para i = 1,2..m
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Modelos SBM orientados

* O modelo SMB pode ser adaptado para as
orientagoes aos inputs ou aos outputs;

* O modelo SBM orientado também esta sujeito ao
problema dos falsos eficientes;

* Teorema:

— A eficiéncia dos SBM orientado sera sempre maior que a
do SBM sem orientacao;

— Devido ao viés da eficiéncia das folgas omitidas;
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'R/Iodelos SBM Orientados

SBM ao Input SBM ao output
m
. 1 2; _ 1 o Sit
MinFO=1——x Sj /xjo Max FO =1 + — % —
Sujeito a: Sujeito a:

Z Yic -4 —Si = Yo, para todo i Z Yic A —S; = Vi, paratodoi
k=1 k=1

Z Z
kZXjk ‘A +S; =Xy, para todo kZXjk A +S; =X, para todo j
=1 =1

A SjeSi20 A SjesSi20
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DMU

SBM ao input

QAMmMm|OO | T |>
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DMU

QA|M(mMm OO | | >

uuuuuuuuuuu

Enzo Barberio Mariano 27




Enhanced Russell Measure (ERM)

* Desenvolvido por Pastor, Ruiz e Sirvent em 1999;
— Artigo também publicado no EJOR,;
— “An enhanced DEA Russell graph efficiency measure”

* Baseia-se no calculo de um valor de eficiéncia para cada input e
para cada output:

— 0Oj — Eficiéncia relacionada ao input j
— ni — Inverso da eficiéncia relacionada ao output i;

e A eficiencia total da DMU é uma medida baseada nessas
eficiéncias individuais;

* O modelo ERM é equivalente ao SBM
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Enhanced Russell Measure (ERM)

1 om A linearizagao
. . j=1 j Vé Y 5
Min Fo =1t também é feita
1 sn como
E =1 771

acréscimo de
uma variavel de
linearizacao “t”

Sujeito a:

Zyik 'ﬂ« 21, Yo ,paratodoi

k=12

X A <0, X ara todo j
2%y A =0, X0 J Passivel de

k=1
ajuste

A20 N1 020,21
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Para voltar as
variaveis

T originais,
Enhanced Russell Measure (E  devese
1 m dividir o valor
Min FO = —z 0; das variaveis
m
=1 por t
Sujeito a: Z p =11 = 1 Pode ser
D Vi A= Yio para todo i RE[IELIE
= para outros
ijk A <0, X, paratodo ] tipos de
k=1 retorno de
ni-t20  paratodoi escala:
6,—t<0 ,paratodoj Zz:/lk:t
k=1

A>0e0<t<1
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Metas no modelo ERM

* Procedimento 1:

* Procedimento 2:

ijk-/lk Zyik’/lk
Meta = *-L Meta = ==—
t
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Considere

Exercicio
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um conjunto
de 7 DMUs
com dois
inputs e um
output

O modelo
SBM com
retornos
constantes
de escala foi
rodado
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0,67/0,57
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