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Modelo CCR —
forma dos multiplicadores

Enzo Barberio Mariano
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Questoes - revisao

1. Qual a diferenca entre eficiéncia e eficacia?
2. Qual a diferenca entre eficiéncia absoluta e relativa?
3. O que é produtividade? Como se determina a

produtividade parcial (PPF) e a produtividade total dos
fatores (PTF)?

4. Como se determina a eficiéncia produtiva?
5. Qual a diferenca entre fronteira de eficiéncia e funcao

producao?

6. O que é a orientacao de um modelo DEA e qual sao as

duas mais comuns?
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Revisao

 Produtividade:

Ui- Yi+U2- Y2+ U3-Ys...

Produtividade = =0,/1,
Vi-X1+V2-X2+V3- Xs...

e Eficiencia Produtiva:

Eficiéncia=P /P

Mmax
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Exemplo 2
- . Servicos
Agencia Empregados  Transacoes bancégrios
A 20 125 50
B 16 40 20
C 17 68 55
D 11 23 12
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Produtividade parcial dos fatores

Produtividade Produtividade

Agéncia (transagoes) (servigos)
A 6,25 2,50
B 2,50 1,25
C 4,00 3,24
D 2,09 1,09
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Modelo CCR ou CRS

* Desenvolvido no trabalho original de Charnes, Cooper e
Rhodes (1978):

* CCR: Charnes; Cooper; Rhodes
* CRS: Constant Returns to Scale

* Pressuposto de retornos constantes de escala;
* O outputs crescem com oS inputs ha mesma proporcao;
* A fronteira tem formato linear centrado na origem;

 Modelo radial
* Admite duas orientagoes: Ao input e ao output;
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Modelos radiais

* O CCR é um exemplo de um modelo radial;
— Outros modelos radiais: BCC, FDH, IRS, DRS

* Trata todos os inputs e todos os outputs como se fossem um so;
— Todos terao o mesmo comportamento;

* A eficiéncia pode representar:

a) A diminuicao equiproporcional de todos os inputs para a DMU
atingir a fronteira , mantendo os outputs constantes

b) O aumento equiproporcional de todos os outputs para que a DMU
atinja a fronteira mantendo os inputs constantes;

Para o modelo CCR o resultado das duas orientacdes sempre
sera igual devido a fronteira ser linear
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Exemplo de eficiéncia radial

Uma DMU com 3 inputs e 2 outputs teve uma
eficiéncia pelo modelo CCR de 80%

Para as duas orientacoes, determine a projecao dessa
DMU na fronteira:

— 11 =1200
— 12 = 14,37 Projecao (I) = E * |
— 13 =0,005

— 01=18,00 Projecdo (O) = O/E

— 02=12.345.618,00
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Resposta

1 1200 960 1200
2 14,37 11,97 14,37
0,005 0,004 0,005

01 18 18 22,5

02|12.345.618 | 12.345.618 |15.432.022,5
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Programacao matematica

e Variaveis de decisao:
— S30 as variaveis que o modelo vai fornecer como resultado;

No caso da DEA sao os pesos dos inputs e outputs

* Funcao objetivo:
— E uma funcdo que deve ser maximizada ou minimizada;
— O objetivo da programacao € otimizar essa funcao;

* Restrigcoes:

— Conjunto de inequacoes que limitam os valores que a FO pode
assumir;
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Notacao — indices das varaveis
0
— Representa a DMU em analise;
— Todas as DMUs da amostra uma hora serao a DMU,

k - de 1az(niumero de DMUs)

— Indica a DMU ao qual esta se referindo no momento
— A DMU, continua tendo mantendo o seu indice k nas restricdes;

| 2 de 1 até n (numero de outputs):
— Refere-se ao output de numero i

j > de 1 até m (nimero de inputs)
— Refere-se ao input de numero j
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Notacao das variaveis

* Variaveis de decisao:
— v;: peso do input j;
— u; : peso do output i;

 Parametros do modelo
— VY- Output i da DMU em analise;
— Xo: Input j da DMU em analise;
— y,- Output i da DMU k;
— x;: Input j da DMU k.
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Modelagem Fracionaria

* E aformulac3o original dos modelos DEA;

* E um modelo de programacdo matematica
gue possui infinitas solucoes ;

* Nao possui aplicacdoes praticas, apenas
didaticas.
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Orientacoes
* Orientagao ao input:
— Maximizar:
. N O resultado da
* Orientagao ao output S A
— Minimizar invertido
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CCR ao input fracionario

FO: Max E, = PO/

Sujeito a:

Sempre sera 1

a) P.<1, paratodo k
b) v,eu;2¢, paratodoie]

£: NUmero nao-arquimediano (muito proximo de zero)

@ FEB curso DEA Enzo Barberio Mariano 16

AAAAAAAAAAA
URU



unesp ™

CCR ao Input Fracionario

m
Z U; - Yio
1
T N
> V- Xjo
j—1

Max PO

Sujeito a:
Z U; - Yik
i=1
D VX,
i—1

<1, parak=1,2....2
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Exemplo 2

Agéncia Empregados Transacoes Servicos
A 20 125 50
B 16 40 20
C 17 68 55
D 11 23 12

Monte o modelo CCR fracionario orientado aos inputs para as DMUs Ae C
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Para a agéncia A

125*u1+50*u2
20*171

FO: Max

Sujeito a:
125*xu1+50%*u,
20*vq
40*xuq+20*U,
16*v4
68*uq+55*U,
17*v4
23*Uuq+12+xu,
11xvq

e) Uy, Uy, V1 = €

<1

<1

a)
b)
c) <1
d) <1

ppppppppppp
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Para a agéncia C

68*U1+55*U2
17*171

FO: Max

Sujeito a:
125*xu1+50%*u,
20*vq
40*xuq+20*U,
16*v4
68*uq+55*U,
17*v4
23*Uuq+12+xu,
11xvq

e) Uy, Uy, V1 = €

<1

<1

a)
b)
c) <1
d) <1
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S —
Linearizacao do modelo

* Procedimento desenvolvido por Charnes e Cooper
em um artigo de 1962;

— Charnes, A.; Cooper, WW. (1962). Programming with
linear fractional functionals. Naval Research Logistics
Quarterly 9, 67-88.

 E acrescentada uma restricio adicional limitando o
denominador da FO:
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CCR orientado aos inputs na forma dos multiplicadores

m
MAX Zui'yio
i=1
Sujeito a: n
2. Vj-Xjo=1
J=1
m N
2 UiYjk — 2 Vj -Xjk =0Qpara k=12....z
11— J=
u eve
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Para a agéncia A

FO: Max 125 * uq; + 50 * u,
Sujeito a:
a) 20xv,=1
b) 125*xuy +50*u, —20*xv, <0
c) 40xu; +20*xu, —16xv; <0
d) 68*xu; +55xu, —17*xv; <0
e) 23*xu;+12*xu, —11 v, <0
f) uq,u, v = ¢
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Para a agéncia C

FO: Max 68 * u; + 55 * u,
Sujeito a:
a) 17 xv,=1
b) 125*xuy +50*u, —20*xv, <0
c) 40xu; +20*xu, —16xv; <0
d) 68*xu; +55xu, —17*xv; <0
e) 23*xu;+12*xu, —11 v, <0
f) uq,u, v = ¢
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Resultados do exemplo

o DA £E8 Peso~ Peso
Agéncia Eficiéncia Emp(r‘tlelg)ados Tran(ialg)oes Servicos (u2)
A 100% 0,050 0,008 0
B 45,5% 0,0625 0,0045 0,0137
C 100% 0,059 0,0043 0,0129
D 39,06% 0,091 0,0065 0,022
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qojegéo radial na frontel
orientacao ao input

Agéncia Empregados Transagoes Servigos
A 20 125 50
B 7,28 44 20
C 17 80 55
D 4,29 23 12
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Modelo orientado ao output

e Parte de uma logica diferente do modelo
orientado ao output;

e Ao invés de maximizar a eficiencia da DMU em

analise busca-se:
— Minimizar o inverso da eficiéncia da DMU em analise;

* O resultado final da funcao objetivo é inverso da
eficiéncia;
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CCR ao output fracionario

FO: Min 1/, =(P,,,,)/P

1Sempre sera 1

Sujeito a:

P, <1, para todo k
vieu,2¢€:, paratodoie]
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Sujeito a:

Z U; - Yik
i—1

n
Z Vj-XJ'k
i=1
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Modelo CCR orientado aos outputs na forma dos
multiplicadores

MIN ZVj°on

Sujeito a: m
2. Ui -Yip =1
1=1
m n
2 Ui.Yjk — 2 Vj-Xjk =<0, para k=1,2....z
i=1 j=
u e v e
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Para a agéncia A

FO: Min 20 * v,
Sujeito a:
a) 125*xu; +50xu,=1

b) 125*xuy +50*u, —20*xv, <0
c) 40xu; +20*xu, —16xv; <0
d) 68*xu; +55xu, —17*xv; <0
e) 23*xu;+12*xu, —11 v, <0

f) uq,u, v = ¢
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Para a agéncia C

FO: Min 17 * v,
Sujeito a:
a) 68xu; +55xu,=1

b) 125*xuy +50*u, —20*xv, <0
c) 40xu; +20*xu, —16xv; <0
d) 68*xu; +55xu, —17*xv; <0
e) 23*xu;+12*xu, —11 v, <0

f) uq,u, v = ¢
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Peso Peso

Agéncia dlle:glt(alc;g) Empregados Transacgoes Servli::;: (u2)
(v1) (ul)
A 1 0,050 0,008 0
B 2,19 0,14 0,0098 0,030
C 1 0,059 0,004 0,012
D 2,56 0,233 0,017 0,051
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Projecao radial na fronteira

Agéncia Empregados Transagoes Servicos
A 20 125 50
B 16 87,90 43,95
C 17 68 55
D 11 58,88 30,72
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Pesos do CCR na forma dos multiplicadores

 Os pesos trazem duas informacoes:
— Estimativa do nivel de importancia da variavel dada pela DEA;

— Compensacao pelo fato de os inputs e outputs terem ordens de
grandeza diversa;

* Limitacgoes:
— Determina os pesos matematicamente (pesos mais vantajosos);
— Nao leva em conta nenhuma informacao de mercado;
— Pode levar a pesos irreais (necessidade de restricdes adicionais);
— Multiplos conjuntos de pesos 6timos para as DMUs eficientes
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Contribuicao relativa de um input ou
output

* Contribuicao relativa de um input:

Contribuicao =v. * x. A contribuicdo

_1_

| relativa elimina
\' . N .

a influéncia da
ordem de
grandeza

* Contribuicao relativa de um output:

Contribuicdo = u;, * vy,
O

\'
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S —
Contribuicao relativa — orientacao

aos inputs

A 1 1 100% | 100% 0%
B 1 0,455 | 100% 40% 60%
C 1 1 100% 29% 1%
D 1 0,39 100% 39% 61%
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S —
Contribuicao relativa — orientacao
aos outputs

A 1 1 100% 100% 0%

B 0,455 1 100% 40% 60%
C 1 1 100% 20904 1%
D 0,39 1 100% 39% 61%
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Limitacoes do modelo CCR

* A maior parte dos processos produtivos tem um
comportamento de retornos variaveis de escala;

* Arelacao entre inputs e outputs nao é linear;

* O critério de maximizar os pesos:
— Pode conduzir a resultados irreais;

— Pode conduzir a um numero elevado de DMUs
eficientes (empates);
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