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Parte I

AULA o1 - HELLO MODELLING WORLD!

Os novos recursos computacionais disponiveis contribuem comprova-
damente para o sucesso e progresso da simulagdo de sistemas dina-
micos. Porém, existem conceitos obrigatérios na utilizagdo dessa tec-
nologia. Muitos profissionais que iniciam suas aplicagdes encontram
dificuldades, pois o aprendizado de uso de software é feito sem base
conceitual, confundindo o aprendizado de manuseio de programa com
o conhecimento tedrico. Justifica-se portanto, a filosofia de abordagem
do Prof. Avelino, [8]: Se o engenheiro nio sabe modelar o problema sem ter o
computador, ele ndo deve fazé-lo tendo o computador! O MATLAB, do inglés
Matrix Laboratory, é um ambiente de programagdo de alto desempenho
voltado para a resolucdo de problemas que podem ser expressos em
notacdo matematica.
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Freeman John Dyson, fisico e matematico inglés que trabalhou para o British Bom-
ber Command durante a Segunda Guerra Mundial, descreve sua conversa, em
1953, com Enrico Fermi, fisico italiano naturalizado estadunidense que se des-
tacou pelo seu trabalho sobre o desenvolvimento do primeiro reator nuclear, e
recebeu o Prémio Nobel de Fisica em 1938:

... l asked Fermi whether he was not impressed by the
agreement between our calculated numbers and his
measured numbers. He replied, How many arbitrary
parameters did you use for your calculations? 1 thought
for a moment about our cut-off procedures and said,
Four. He said, I remember my friend Johnny von Neumann
used to say, with four parameters I can fit an elephant, and
with five I can make him wiggle his trunk.

O mundo é tridimensional, dindmico e nio linear. Se esta afirmacdo fosse
levada ao pé da letra, poucos problemas seriam resolvidos em engenharia. Na
verdade, dependendo do problema, algumas grandezas sdo menos importantes
que outras e podem ser desprezadas, simplificando-se a solugdo. Assim, neste
ambito, modelar um problema significa adotar hipéteses que o simplifiquem e
permitam equaciona-lo para se chegar a uma solugdo, ainda que aproximada.

A titulo de exemplo, tomemos o seguinte problema exemplo: um trem sai da
cidade A com uma velocidade média estimada de 100 Km/h, dirigindo-se a cidade
B distante, em linha reta, cerca de 100 km. Em quanto tempo o trem chegard na
cidade B? Se o engenheiro, na solugdo deste problema, tiver que se preocupar
com variagdes de velocidade e com as curvas da via férrea ao longo do caminho,
encontrar uma solucéo satisfatoria poderia ser uma tarefa dificil se ndo impossivel.
Se, por outro lado, ficarmos satisfeitos com uma resposta menos precisa, o modelo
de célculo fica bastante simplificado e a resposta é simplesmente: cerca de 1 hora.

Claro que nem todos os problemas sdo tdo simples. A resposta procurada no
exemplo anterior é um escalar, mas ha problemas que necessitam de solugdes ve-
toriais, enquanto outros necessitam de solu¢des em forma de uma fungao. O papel
do engenheiro, portanto, serd de construir um modelo, a partir de um problema
que ndo possui solucdo exata, e achar uma solugdo aproximada 6tima.

Imagine que um tronco de arvore seja colocado sobre um rio com o intuito de
servir como um ponte improvisada e proviséria, como mostra a Figura 1a. Que
tipo de avaliagdo pode ser feita no sentido de dar alguma confianca a pessoa que
deseja fazer a travessia?

Para resolver o problema, algumas hipoteses precisam ser inicialmente formu-
ladas (Figura 1b), tais como:

1. O tronco tem secdo transversal constante e a madeira é homogénea;

2. O tronco se encontra sobre apoios ideais, firmemente assentado sobre as
margens;

3. O peso do transeunte é suposto concentrado na posi¢do correspondente ao
centro de gravidade de seu corpo;

4. Serdo desprezados quaisquer efeitos dinamicos, pressupondo-se que a pes-
soa, até porque deveréd estar receosa, se movera lentamente.
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(a) Sistema real.
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(b) Modelo.

Figura 1: Modelamento em Engenharia.
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Com essas hipéteses, tanto quanto possivel apenas uma versdo simplificada da
realidade, estd formulado um modelo fisico, representando os aspectos mais im-
portantes do sistema, correspondente a uma viga biapoiada. E preciso ter uma boa
capacidade de discernimento em termos de engenharia para propor um modelo fi-
sico adequado. O ideal em primeiro lugar usa-se um modelo mais elementar, que
sera refinado gradativamente para obter resultados tdo mais precisos quanto ne-
cessaio. Vale ainda ressaltar que, em decorréncia das simplifica¢des, os resultados
deverdo ser interpretados a luz de apropriado coeficiente de seguranga pois, como
é 6bvio notar, em quase todas as hip6teses existe razodvel margem de incerteza.

O préoximo passo consiste em adotar um modelo matematico que conduza ao
equacionamento do modelo fisico proposto. As equagdes que descrevem o sistema
estdo normalmente na forma de um conjunto de equagdes diferenciais parciais.

O problema proposto na Figura 1 é muito bem representado pela Teoria Sim-
ples de Viga que, nunca é de mais lembrar, possui, e introduz, novas hipoteses
simplificadoras, tais como:

1. Pequenos deslocamentos e deformacdes;
2. O eixo neutro é inextensivel na flexao;
3. SeccOes planas permanecem planas;

4. Apenas deformacgdes por flexdo sdo contabilizadas, desprezando-se a defor-
macdo por cisalhamento.

Por essa teoria, uma carga distribuida sob o véo livre (a exemplo do peso proé-
prio do tronco) relaciona-se com a flecha (deslocamento lateral como resultado da
flexdo) através da seguinte equagdo diferencial:

Elw =p (x) (1)

que é obtida dos seguintes resultados conhecidos da Resisténcia dos Materiais :

_dQ
p(x)= ™
Q=" @
dZ
M (x) = EId—X\Z)

onde, por definigao,
* v (x) deslocamento lateral ou flecha mm;
¢ M (x) momento fletor Nmm;
* Q (x) esforgo cortante N;
* p(x) carregamento distribuido N/mm (peso préprio da viga, por exemplo);
e E moédulo de elasticidade do material N/mm? = MPa;
e I inércia a flexdo da secdo transversal mm?;

* Elrigidez a flexdao Nmm?.

O carregamento W entra como condi¢do de contorno. A resolucdo da equa-
¢do diferencial (1), de equilibrio estatico de uma viga em flexdio com um peso
concentrado W na posi¢do x = a, leva a uma familia de duas fun¢des com qua-
tro constantes de integragdo cada, constantes estas que somente serdo conhecidas
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quando forem aplicadas as condi¢des de contorno arbitradas no modelo fisico.
Assim, tomando-se a viga biapoiada e sendo v; a flecha para o trecho 0 < x < a,
a esquerda da carga concentrada W e, analogamente, v, a flecha para o trecho a
direita a < x < L, temos:

1. v1(x = 0) =0, flecha nula no apoio a esquerda;

2. v2(x =L) =0, flecha nula no apoio a direita;

3. M (x =0) = 0, momento nulo no apoio a esquerda;

4. My (x =0) = 0, momento nulo no apoio a direita;

5. vi(x = a) = v, (x = a), flechas iguais no ponto da carga;

6. vi(x = a) = vj(x = a), rotagdes iguais no ponto da carga;

7. Mj(x = a) = M (x = a), momentos iguais no ponto da carga;

8. Qi1(x =a)—Qz2(x = a) =W, balango de forgas verticais no ponto da carga.

A solucédo do problema assim formulado é um caso classico da Resisténcia dos
Materiais e ndo serd aqui visto em detalhes. Por se tratar de estrutura isostéatica, é
possivel, alternativamente, obter o equilibrio diretamente das equagdes da estética
no plano. Assim, se a titulo de uma nova simplificagdo, desprezarmos o efeito do
peso préprio, o maximo momento fletor ocorre no ponto de aplicagdo da carga
concentrada, valendo:

M:Wa(]—%) 3)

do qual se pode calcular a maxima tensdo normal na flexao, o qx, para comparé-
la com a tensdo admissivel:

Omax = 7Y K 0qq = — (4)

onde,
e y é a distdncia da fibra mais externa ao eixo neutro;

® 044, 0r 530, respectivamente, a tensdo admissivel médxima e a tensao de rup-
tura da madeira;

* 1 é o coeficiente de seguranca (> 1).

Se a desigualdade expressa por (4) for satisfeita para um coeficiente de segu-
ranga, digamos, igual a 4, é razodvel admitir que a travessia possa ser feita sem
sobressaltos. Caso contrario, dadas todas as incertezas do célculo, é mais sensato
ndo a recomendar. Note-se que, mesmo nesta parte final da avaliagdo, novas incer-
tezas aparecem, a exemplo do valor da tensdo de ruptura que sera arbitrado para a
madeira. Com base em dados encontrados em catalogos, vé-se que esse valor va-
ria muito como fungdo do tipo e estado da madeira: admitir qualquer coisa acima
de 0,5 Kgf/cm? (1/8 do valor médio do aco) j& seria temerario.

1.1 MODELAMENTO EM SISTEMAS DINAMICOS

O modelamento cldssico considerado neste curso discretiza o sistema em elementos
baésicos,

¢ Elementos de armazenamento de energia:
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Figura 2: Modelamento em Engenharia - 1/4 de um veiculo.

7

— Elementos de inércia (massas);

- Elementos de rigidez (molas).

¢ Elementos de dissipagdo de energia:
— Amortecedor;

— Atrito.

Por exemplo, a Figura 2 mostra a suspensdo de 1/4 do veiculo, que pode ser
modelada aplicando-se a segunda lei de Newton as massas m,, e mc, respectiva-
mente,

MawXw + bsXw + (ki +ks) Xy = bsXe + ksxe +Kexr

MceXe +bsXe +KsXe = bsXp + Ksxow

(5)

O modelo matemaético, como mencionado, envolve a solucdo de equacoes dife-
renciais parciais. Solugdes analiticas exatas (fechadas) existem em casos especiais
de geometria e condi¢des de contorno simples, para certos tipos de carregamento
e material homogéneo (como nosso caso exemplo). Algumas arduas solugdes ana-
liticas para materiais anisotrépicos e geometrias complicadas aparecem na lite-
ratura, como heran¢a de uma época em que os recusros computacionais eram
€sCassos.

Quando o problema se torna complexo, ao invés de seguir pelo médoto suge-
rido na Figura 3, o engenheiro deve utilizar métodos numéricos, que sdo aproxi-
macoes dos modelos matematicos.

HOW DO THEY KNOW THE | | THEY DRINE BIGSER AND || THEN THEY WEIGH TUE 4. T DEAR, IF YOU
LOAD LIMIT ON BRIDGES, | | BIGGER TRUCKS OVER THE LAST TRUCK AND SHOULD'VE | DON'T KNOW
BRIDGE UNTIL IT BREAKS REBUILD THE BRIDGE . GUESSED. | THE ANSHWER,

S - J JUST TELL

i
i
K
3
IR
5
H

Figura 3: Calvin na engenharia.

Por fim, a solugdo das equagdes governantes fornece os deslocamentos, veloci-
dades e aceleragdes das vérias massas do sistema. Simulagcdo e modelagem por
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Figura 4: Erros de projeto custam vidas.

Figura 5: Resposta errada 6bvia!

computadores sdo mecanismos de aumento de produtividade para o ocupado en-
genheiro e cientista. Eles permitem trabalhar de forma mais inteligente na solugao
de sistemas dindmicos complexos. Mais tempo pode ser gasto pensando no mo-
delamento problema real, em vez de trabalhar nos detalhes da analise numérica.

Porém, nenhum método de simplificacdo deve ser uma caixa preta ao enge-
nheiro; é uma ferramenta que ndo se deve abusar... E uma aproximagao! Cuidado
no modelamento e andlise e interpretacdo de resultados!

Para um engenheiro, ndo existe um pequeno erro de projeto - Figura 4. Se vocé ja
escutou a frase You aren’t a real engineer until you make one $50000 mistake!!!!, por
favor, esqueca-a!!!!

Na Figura 5, por exemplo, seu conhecimento de vida sabe informar o que tem
de errado. Em uma andlise dindmica, a resposta errada pode nédo ser tdo ébvia.
Avalie os resultados sempre com uma certa dose de ceticismo... Ndo se impressi-
one pelas cores que vocé aprenderd a colocar nos graficos no Capitulo 5 (Fancy,
colorful contours can be produced by any model, good or bad!!), e sim pela resposta que
parece ser convincente.
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Os resultados devem ser interpretados a luz da finalidade da andlise e das pos-
siveis implica¢des dos resultados no projeto. Bom senso e julgamento de um bom
engenheiro projetista sdo muito mais importantes que os resultados do computa-
dor. Para isso, o engenheiro precisa

¢ de conhecimento da drea (estrutural, térmica, etc.);

* de entendimento fisico do problema e habilidade para resolver uma versido
simplificada via métodos analiticos;

* de conhecimento das limita¢des e aproximagdes utilizadas no software;

¢ discutir modelo e resultados com colegas.

Para encerrar a introducdo, citamos dois alertas de grandes engenheiros, pes-
quisadores da drea de Elementos Finitos,

ENG. P. E. JOHN MCLEOD: Solving scientific and engineering problems should
be fun and not a tedious chore. Modern high level computer simulation
environments make this a reality. However, always remember, Computer Si-
mulation is a hopeful fake when the real thing is just too much... (Founder of the
International Society for Modeling and Simulation).

PROF. DR. ROBERT D. COOK: The Finite Element Method is a very useful tool
which can make a good engineer great, but it can make a bad engineer
dangerous (texto do Prof. Cook, University of Wisconsin, Madison, autor de
vérios livros em EF).



INTRODUCAO

2.1 FERRAMENTA MATLAB

MATLAB é uma abreviacdo para MATrix LABoratory.

M ATL AB O MATLAB, portanto, é um sistema interativo cujo ele-

“ mento bésico da informagdo é uma matriz que ndo re-

‘ quer dimensionamento. Trata-se de um ambiente de
alto nivel que possui ferramentas avangadas de anélise

numérica, cdlculo com matrizes, processamento de si-

nais e visualizagdo de dados. O MATLAB também possui caracteristicas de lin-
guagem de programagcdo. O software possui fun¢des matematicas ja existentes,
programadas em linguagem prépria e agrupadas de acordo com a drea de inte-

resse em toolboxes.
Assim, o MATLAB pode ser usado para:

¢ (Célculos matematicos;

* Desenvolvimento de algoritmos;

* Modelagem, simulagéo e visualizacdo de sistemas;

* Andlise, exploracdo e visualizacdo de dados;

* Graficos cientificos e de engenharia;

* Desenvolvimento de aplica¢des, incluindo a elaboracado de interfaces graficas

com O usudrio.

2.2 OBJETIVO

O nosso objetivo neste laboratério é aprender a utilizar o software MATLAB®
para resolver alguns problemas comuns da drea de dinadmica e controle dos siste-
mas.

Nao é objetivo esgotar todos os temas e opgdes de uma ferramenta tdo poderosa.
Alias, quando estiver com dificuldades no uso do software, tenha sempre em
mente que existe uma grande chance deste seu problema j4 ter sido discutido nos
intimeros sites de ajuda e tutoriais disponiveis na internet, ou em livros didaticos
- por exemplo, [16].
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Execute o MATLAB, clicando no icone. A tela principal do programa é mostrada
na Figura 6. A tela contém, em sua visualizagdo padrdo, uma janela de coman-
dos, Command Window; uma janela para exibi¢cdo da area de trabalho, Workspace,
onde ficam armazenadas as varidveis definidas pelo usudrio; e o Command His-
tory, ou histérico de comandos. A janela de comando fornece a principal forma
de comunicacdo entre o usudrio e o interpretador MATLAB, que exibe um sinal
de prontiddo, prompt, para indicar que estd pronto para receber instrugoes.

. 5 e
> Prompt do operador

Janela de comandos

Histérico
de
comandos

Seect e toview cetsk

Figura 6: Tela principal do MATLAB2015a.

Antes de iniciar a sessdo de trabalho é conveniente aumentar a fonte da letra
usada na janela de comando. Clique em Preferences — Fonts, em seguida em Desk-
top Code Font, conforme Figura 7 e ajuste o tamanho da fonte para (no minimo)
12 pontos. Acredite: muitos erros de digitacdo pode ser evitados com esta simples
providéncia!

3.1 CONCEITOS BASICOS DA JANELA DE COMANDOS

H4 diversas maneiras de se obter mais informagdes sobre uma fungdo ou tépico
do MATLAB. Se o nome da fungdo for conhecido pode-se digitar, na janela de
comando:

» help <nome da funcgao>

Também é possivel fazer uma busca por palavra-chave com o comando lookfor.
Por exemplo, o comando:

» lookfor identity
retorna uma descri¢do curta de fungbes relativas a matrizes identidade. Além
dessas formas, pode-se consultar a documentacdo do MATLAB clicando no icone
de ajuda da janela de comandos.

As fungdes abaixo também ajudam no controle da janela de comandos,

clc,home: limpa a janela de comandos;

clear : limpa da memoria variaveis e fungoes;

10
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Figura 7: Ajuste da fonte usada na Janela de Comandos.

computer: retorna string contendo o computador que estd executando MATLAB;
delete : apaga um arquivo ou um objeto gréfico;

demo : abre a janela MATLAB examples;

ver : mostra o numero da versdo do MATLAB e dos toolboxes instalados;
version : retorna a versido em uso do MATLAB;

who : lista 0 nome das varidveis armazenadas;

whos : lista as propriedades das varidveis atuais (nomes, dimensdo, ntimero de
bytes e classe).

load : carrega varidveis armazenadas em arquivos .m;

3.2 COMANDOS E EXPRESSOES

Para inserir algum comando, simplesmente digite na janela de comandos. Se vocé
cometer algum erro, digite ENTER até aparecer o sinal prompt novamente e redi-
gite o comando. O MATLAB guarda na memoria seus comandos, portanto, para
rever comandos anteriores use as teclas 1 ou |.. Para facilitar a repeti¢do de coman-
dos é possivel também dar um duplo-clique nos itens da janela de histérico. Nao
se esqueca de que todo comando deve ser finalizado teclando ENTER.

Comece com a seguinte instrugéo,

» a=5/10
a:

0.5000

Para vocé aprender uma operagdo diferente do MATLAB, digite a seguinte ex-
pressédo e deduza a fungdo do comando < \ >,

11



3.3 STRINGS

A Tabela 1 mostra as principais operagdes aritméticas escalares do MATLAB.

Simbolo Operagéo MATLAB
A exponenciagio a® a”b

* multiplicagdo ab a*b

/ divisdo a direita a/b = ¢ a/b

\ divisdo a esquerda a\b = % a\b

+ adicdo a+b a+b

— subtracdo a —b a—">b

Tabela 1: Operagoes escalares. Tabela extraida de Palm III [16].

O resultado de qualquer comando que ndo seja atribuido a uma variével espe-
cifica é armazenado em uma varidvel padrdo chamada ans. Exemplo:

» 5/10
ans=

0.5000

Quando for interessante omitir a exibicdo do resultado de qualquer comando
basta encerra-lo com ponto-e-virgula. Exemplo:

1 >> a=5/10; % armazena a variavel mas nao exibe na tela

O simbolo de porcentagem serve para criar comentdrios de uma linha, tanto na
janela de comandos quanto no ambiente de programagdo do MATLAB.

Quando se deseja continuar o comando na préxima linha, o sinal utilizado pelo
MATLAB é representado por 3 pontos < ... >. Ou seja:

» a=10; b=20;
» c=a+t...

b

c =

30

Vale informar que este comando nédo funciona para comentarios.

O usudrio pode interromper a execugdo do MATLAB, a qualquer momento,
pressionando o Crtl-c.

3.3 STRINGS

O MATLAB define como string o conjunto de caracteres (vetor de caracteres) colo-

cados entre aspas simples. Para acessar a varidvel é necessario definir a localizacao
dos caracteres. Isto é,

12



3.4 VARIAVEIS

» a=’exemplo com string’

a:

exemplo com string
» a(l3:18)
ans =

string

3.4 VARIAVEIS

No MATLAB os nomes das varidveis devem ser palavras tinicas, sem a inclusao
de espagos e ndo devem conter acentos. O MATLAB é sensivel a caixa, ou seja,
diferencia letras maitisculas de mintsculas e aloca automaticamente o espaco de
memoria necessdrio para as varidveis usadas. As trés regras bdasicas para nomen-
clatura de varidveis sdo apresentadas na Tabela 2.

As varidveis sdo sensiveis a letras maitisculas VAR, Var, var sdo trés varia-
e minusculas veis distintas.

As varidveis podem possuir até 31 caracteres EstouEntendendoTudoAteAgora

- 0 excesso de caracteres sera ignorado. pode ser uma varidvel.

O nome da varidvel deve comecar com uma X51, X_51 podem ser uma va-
letra, seguida de qualquer ntimero, letra ou ridveis.
caracter de sublinhado.

Tabela 2: Nomenclatura de varidveis.

Existem algumas varidveis especiais utilizadas pelo MATLAB, tais como pi
(constante 7 ~ 3,1416),1, j (nimero imagindrio v/—1), ans (varidvel padrdo para
o dltimo resultado), etc... Vocé pode redefinir estas varidveis, mas ndo convém...

3.5 FORMATOS NUMERICOS

O MATLAB mostra um resultado numérico em um determinado formato, con-
forme Tabela 3. O formato default de um ntimero real é aquele definido como for-
mat short, com aproximagdo de quatro casas decimais. Se os digitos significativos
estiverem fora desta faixa, 0 MATLAB mostra o resultado em notacdo cientifica.
Vocé pode definir um formato diferente. A forma de representacdo dos ndmeros
internamente ndo muda, somente a exibi¢do dos resultados.

36 FUNQ()ES COMUMENTE UTILIZADAS

A Tabela 4 e a Tabela 5 mostram, respectivamente, algumas funcdes trigonométri-
cas e elementares comumente utilizadas.

3.7 EXERCICIOS

1. Calcule as seguintes expressdes e confira usando MATLAB,
® 2/2%3
* 6—-2/54+7"2—1
* 10/2\15—3+2x4

13



3.7 EXERCICIOS

Formato Resultado Exemplo
format short Ponto fixo; 4 casas deci- 0.2857
mais
format short e Not. cientifica; 4 casas de- 2.8571e-01
cimais
format long Ponto fixo; 14 casas deci- 0.285714285714286

format long e

mais
Not. cientifica; 14 casas
decimais

2.857142857142857€-01

format hex Hexadecimal 3fd2492492492492
format rat formato racional (aprox.), 2/7
i.é, razdo de inteiros
format bank valor monetdrio 2 casas 0.29
decimais
format + simbolos +,- e espagosem  +
branco
Tabela 3: Formatos numéricos para 2/7.
e 372/4
e 3A2A3

2. Tente entender o significado dos comandos round, floor e ceil,
- round(6/9+ 3% 2)
. floor(6/9 +3*2)
- ceil(6/9+3%2)
« round(1/9+3%2)
. floor(1/9+3%2)
. ceil(1/943%2)

14



3.7 EXERCICIOS 15
sin(x) seno de x sinh(x) seno hiperboélico de x
cos(x) coseno de x cosh(x) coseno hiperbélico de x
tan(x) tangente de x tanh(x) tangente hiperbolica de x
cot(x) cotangente de x coth(x) cotangente hiperboélica de x
sec(x) secante de x sech(x) secante hiperbélica de x
csc(x) cosecante de x csch(x) cosecante hiperbdlica de x
asin(x) arco cujo seno é x asinh(x) arco cujo seno hiperbdlico é x
acos(x) arco cujo cosseno € x acosh(x) arco cujo coseno hiperbdlico é x
atan(x)  arco cuja tangente x atanh(x) arco cuja tangente hiperbélica é x
acot(x) arco cuja cotangente x | acoth(x) arco cujo cotangente hiperbdlica é x
acsc(x) arco cuja cosecante x acsch(x)  arco cujo cosecante hiperbdlica é x
asec(x) arco cuja secante x asech(x) arco cujo secante hiperbdlica é x
Tabela 4: Fungdes trigonométricas.
abs(x) valor absoluto, ou seja, médulo de x
exp(x) exponencial (base e)
fix(x) arredonda para inteiro, em direcdo ao zero - p. ex,
fix(4.89) =4
floor(x) similar ao comando fix
round(x) arredonda para o inteiro mais proximo - p. ex,
round(4.89) =5, round(4.27) =4
ceil(x) arredonda para o préximo inteiro acima - p. ex,
ceil(4.27) =5
gcd(x,y) maximo divisor comum entre x e y
lem(x,y) minimo multiplo comum entre x e y
log(x) logaritmo natural (base e)
log10(x) logaritmo decimal (base 10)
log2(x) logaritmo base 2
[F,E] =1log2(X) desmembra X em ponto-flutuante, i.é, retorna X =F - 2F
rem(x,y) resto da divisdo de x por y - p. ex., rem(8,3) =2
sign(x) funcéo sinal de x
sqrt(x) raiz quadrada de x

Tabela 5: Fung¢des elementares.



MANIPULACAO DE MATRIZES

O tipo numérico padrédo usado pelo MATLAB ¢é a matriz de valores em ponto flu-
tuante: ntimeros reais ou complexos sdo armazenados em matrizes 1x1. A maneira
mais simples de se armazenar uma matriz na memoria é com uma atribuigdo da
seguinte forma:

» A= [2 1 3 4 5]

O resultado do comando anterior é mostrado na Figura 8. Note que o comando
passou a fazer parte do histérico do programa e que a matriz foi armazenada na
drea de trabalho.

Figura 8: Atribuigdo de valores.

A alocagdo da matriz também pode ser confirmada pelos comandos who (mos-
tra o nome das varidveis armazenadas) ou whos (mostra os nomes e espagos
ocupados pelas varidveis), ja mencionados,

» whos

Name Size Bytes Class Attributes
A 1x5 40 double

» who

Your variables are:

A

A matriz deste exemplo é chamada de vetor linha, jd que se trata de uma matriz
com apenas 1 linha. Na digitagdo, os valores do vetor podem ser separados por
espagos, como no exemplo, ou por virgulas. Para criar um vetor coluna deve-se
separar cada linha das demais usando ponto-e-virgula. Exemplo:

16



MANIPULAQAO DE MATRIZES

» B = [5; -4; 6.5]
B=
5.0000
-4.0000
6.5000
Para criar uma matriz bidimensional basta combinar as sintaxes anteriores:
» M= [2 1 3; 46 7;, 3 4 5]
M=
2 1 3
4 o6 7
3 4 5

Os elementos de uma matriz podem ser acessados pelo nome da varidvel, se-
guido de indices entre parénteses, sendo que o primeiro elemento é sempre o de
indice 1. Exemplo de acesso:

» X=B(2)
x=

-4

Se uma nova informacgéo for atribuida a um vetor ou matriz os redimensiona-
mentos necessdarios serdo feitos automaticamente. Exemplo:

» A=[4 5 9];
» A(6)=8
A=
4 5 9 0 0 8

Para acessar os elementos de uma matriz escreve-se o conjunto de indices entre
parénteses, separados por virgula. Exemplo:

» x=M(2,3)
x=

7

Todos os elementos de uma certa dimensdo de uma matriz podem ser indexa-
dos em conjunto, como no comando abaixo que cria um vetor linha com todos os
elementos da segunda linha da matriz M.

» vl = M(2,:)
vl =

4 6 7

Esse comando pode ser traduzido como armazene em v1 os elementos de M que
estdo na linha 2 e em todas as colunas. Da mesma forma, o comando a seguir cria um
vetor coluna com os elementos da primeira coluna da matriz M:

» v2 = M(:,1)

v2 =

17



4.1 SEQUENCIAS

O uso do sinal <:> também permite a atribuicdo de valores a uma dimensédo
completa de uma matriz. Por exemplo, a seguinte instru¢do sobre a matriz M
atribui o valor 5 a todos elementos da primeira linha da matriz:

» M(1,:) =5
M =
5 5 5
4 o6 7
3 4 5

O arranjo vazio, expresso por [] ndo contém nenhum elemento. E possivel eli-
minar uma linha ou coluna de uma matriz igualando-se a linha ou coluna selecio-
nada ao arranjo vazio. Por exemplo, a instrugdo a seguir remove a segunda linha
da matriz M.

» M(2,:) = []
M =

5
4 5

Finalmente, matrizes podem ser concatenadas por meio de atribui¢des diretas.
Exemplo:

M= [[5; 5; 5] v2 vl1']
M =
2 4
5 4 6
3 7

O termo v1’ significa utilizar a transposta de v1.

4.1 SEQUENCIAS

A defini¢do de uma sequéncia de ntimeros no MATLAB é muito simples. O sim-
bolo <:> serve para criar uma sequéncia igualmente espagada de valores, entre
dois limites especificados, inteiros ou ndo. Por exemplo, a instrugdo abaixo cria
um vetor linha com os valores 3, 4, 5, 6, 7 e 8 (0 incremento padrado é unitério).

» v3 = 3:8
v3 =
3 4 5 6 7 8

O incremento pode ser definido pelo usudrio se a seqiiéncia for criada sob a
forma [Valor inicial: Incremento: Valor final].Exemplo:

» vd = 2:0.5:4
vl =

2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000

Outra forma de se obter um vetor com valores igualmente espagados é pelo uso
da funcdo linspace. Por exemplo, a instrucdo abaixo gera um vetor linha com
25 valores igualmente espagados entre 10 e 200. Se o pardmetro que controla o
ntmero de pontos for omitido, a seqiiéncia terd 100 valores.

» y = linspace(10,200,25);

18



4.2 OPERACOES MATEMATICAS 19

A diferenca entre usar o operador <:> e a fun¢do linspace é que a primeira
forma exige o espacamento entre os valores enquanto a segunda requer a quan-
tidade de valores.

Sequéncias com valores linearmente espacados sdo usados, normalmente, para
fornecer valores de varidveis independentes para fung¢des. Por exemplo, as instru-
¢Oes a seguir criam um vetor com 50 valores da funcdo y = sin(x), para x € [0, 27]:

» X

» Yy

= linspace (0, 2*pi, 50);

= sin(x);

Conforme mencionado anteriormente, ‘pi’ é uma funcédo interna do MATLAB
que retorna o valor de 7. Neste tipo de operacdo, chamada de vetorizada, o MA-
TLAB cria o vetor y com a mesma dimensdo do vetor x.

Em situagdes que exijam grandes variagoes de valores pode ser interessante
que essa variagdo seja logaritmica, o que pode ser obtido com o uso da fun-
¢do logspace, de sintaxe semelhante & de 1inspace. Por exemplo, a instrucdo
abaixo cria um vetor com 50 valores espacados logaritmicamente entre10® = 1 e

10% = 1000.
» £ = logspace(0,4,50);
4.2 OPERACOES MATEMATICAS

O MATLAB reconhece os operadores matematicos comuns a maioria das lingua-
gens de programacdo nas operagdes com escalares (ntiimeros reais e complexos).
Nas operacdes com matrizes é preciso respeitar as regras da Matemdtica em rela-
¢do as dimensdes envolvidas. Por exemplo, considere:

» A= [6,3];

» B=[4,8];
» b=2;
A Tabela 6 resume algumas das principais operagdes elemento a elemento do
MATLAB.
Simb. Operagdo Exemplo
+ Adicdo escalar-arranjo A+b [63]+2=[85]
— Subtragdo escalar-arranjo A—b [63]—2=1[41]
+ Adicdo de arranjos A+B [63]+[48]=[1011]
— Subtragdo de arranjos A—B [63]—[48]=[2-5]
& Multiplicagdo de arranjos A.xB [63].%[4 8] =[6x43x8] =[24 24]
./ Divisao de arranjos a direita A./B [63]./[48]=1[6/43/8] =[1.50.375]
A Divisdo de arranjos a esquerda A.\B [63].\[4 8] =[4/68/3] =[0.667 2.667]
A Exponenciagao de arranjos ANb [63].7°2=[6232] =[3679]
b.AA 27 [63] =1[20 23] = [64 8]
ANB [63].7[4 8] =[e*38] =[1296 6561]

Tabela 6: Operagdes elemento a elemento. Extraida de Palm III [16].



4.3 OUTRAS OPERA(;@ES COM MATRIZES

Considere as seguintes matrizes,

1 4 5 5 5 5
A=12 3 9 B=14 6 2
6 0 1 345

Para as operagdes:

1. C = A+ B (Soma);

2. C = A — B (Subtracio)

3. C = AxB (Multiplicacdo matricial)

4. C = A.xB (Multiplicagdo elemento-a-elemento)
5. C = A./B (Divisdo elemento-a-elemento)

6. C = A.A2 (Potenciacdo elemento-a-elemento)

Verifique que, de acordo com as defini¢des da matemaética e as convengdes do
MATLAB, obtém-se os seguintes resultados:

6 9 10 4 -1 0 36 49 38
1.C=16 9 1|2C=|-2 -3 7| 3C=[49 & 6l
9 4 6 3 4 -4 33 34 35)

5 20 25 02 08 1.0 1 16 25
4C=18 18 18/5.C= (05 05 45| 6C=|4 9 s
18 0 5] 20 0 02 36 0 1)

Importante observar que, no item C, a multiplicagdo de uma matriz A(n x k)
por uma matriz B(k x m) produz uma matriz n x m. Para as outras operagdes
mostradas, as matrizes A e B devem ter as mesmas dimensdes.

4.3 OUTRAS OPERACOES COM MATRIZES

Para o vetor linha v = [16 5 9 4 2 11 7 14|, verifique os seguintes co-
mandos,

v (3)

v([l 5 6])

v2 = v([5:8 1:4]
4 v(5:end) Extrai do quinto ao ultimo elemento de v

v([2 3 4]) = [10 15 20] % Substitui alguns elementos de v

o\

Extrai o terceiro elemento de v

o

Extrai o primeiro, quinto e sexto elemento de v

o

Extral e inverte as duas metades de v

o

Ou ainda,

A = magic(4) %Quadrado magico 4x4: mesmo valor de soma dos
elementos ao longo de qualquer linha, coluna ou da diagonal
principal.

A(2,4) % Extrai o elemento da linha 2 e quarta coluna 4

A(2:4,1:2) % Forma uma nova matriz com os elementos das linhas 2, 3
e 4 e colunas 1-2

A(14) % usando um indice, MATLAB trata a matriz como se seus
elementos fossem alinhados em um vetor coluna (esq para dir,
sup para inf).
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5 1dx = sub2ind(size (A),

A (idx)

indices (linha,coluna)

encontrados anteriormente

[2 3 4],

4.3 OUTRAS OPERAQ@ES COM MATRIZES

[1 2 4]) %sub2ind converte os

em um indice linear
%$valores de A correspondentes aos indices lineares

Ha uma série de fung¢des disponiveis no MATLAB para geracdo ou alteragdo
de matrizes e vetores, exemplificadas na Tabela 7. Além disso, a Tabela 8 fornece
algumas matrizes especiais existentes no MATLAB.

Funcdo

Operagédo

X=max

x=min

[vmax

X =

[m n]

X
Il

d=eig

(B);

(A);

imax] = max(v);

size (A);

= size (A);

length (A7) ;

det (A) ;

(A);

[V,D]=eig(A);

inv (A

poly(

norm (x

>
 Z

sort (A) ;

sum (A

)i

Retorna o maior componente de A. Se A for
uma matriz, o resultado é um vetor linha con-
tendo o maior elemento de cada coluna. Para
vetores, o resultado é o maior valor (ou o
nimero complexo com maior médulo) entre

seus componentes.

Semelhante ao max (A), mas retorna os valo-
res minimos.

Para o vetor v, retorna o maior elemento em
vmax e o indice correspondente em imax.

Retorna as dimensdes da matriz A em um
vetor linha, x = [m,n], contendo o ntmero
de linhas (m) e colunas (n) da matriz.

Retorna o niimero de linhas e colunas em va-
ridveis separadas.

Retorna o comprimento do vetor A ou o
comprimento da maior dimensdo da ma-
triz A. Nesse ultimo caso, length (A) =
max (size (A))

Retorna o determinante da matriz quadrada
A.

Determina autovalores de A.

Determina autovalores e autovetores de A.
Calcula a inversa de A.

Calcula a equacédo caracteristica de A.
Retorna o comprimento geométrico do vetor

2 2
X7 X5+ XA

Rearranja em ordem crescente cada coluna
de A e retorna uma matriz com as mesmas
dimensdes de A.

Soma os elementos de cada coluna de A e re-
torna um vetor linha que contém o resultado
das somas.

Tabela 7: Outras operagdes.

Vale a pena ainda mencionar o comando find para obtengdo de elementos de
uma matriz ou vetor que obedecem uma determinada condigdo,

» X

= find(expresséao);
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4.3 OUTRAS OI’ERAQ@ES COM MATRIZES

Funcao Operagao

x = eye(n); Retorna uma matriz identidade com dimen-
sdo m X m, isto é, com valores unitdrios na
diagonal principal e nulos nas demais posi-
coes.

x = zeros(n); Cria uma matriz quadrada com dimensdo
n x n de elementos nulos.

X = zeros (m,n); Cria uma matriz retangular com dimensado
m X n de elementos nulos.

X = ones(n); Semelhante ao comando zeros, gera matrizes
com valores unitdrios (preenchidas com 1’s).

rand (n) ; Cria uma matriz quadrada n x n de elemen-

tos aleatdrios distribuidos entre o e 1.

randn (n) ; Cria uma matriz quadrada n x n de elemen-
tos aleatérios que seguem uma distribuicdo

normal, com média o e variancia 1.

Tabela 8: Matrizes especiais do MATLAB.

Encontra e retorna todos os elementos de um vetor ou matriz que satisfazem
a uma certa expressdo légica. Normalmente, usam-se argumentos a esquerda da

instrucdo de busca para armazenar os indices dos elementos de interesse. Exem-

plo:
» A = [3 -2 1; 02 -1; 41 2]1;
» [L C] = find(A>2 & A<=4)
L =
1
3
C=
1
1

Nesse exemplo apenas os elementos A(1,1) e A(3,1) atendem ao critério dese-
jado. Percebe-se que L é o vetor contendo a localizagdo na linha e C na coluna. As
expressdes vdlidas podem incluir operadores relacionais e 16gicos, resumidos na
Tabela 9.

Esses operadores se aplicam a escalares e matrizes, de acordo com regras que
podem ser consultadas na documentagdo do MATLAB. Veja um exemplo légico
em Tabela 10. Se o argumento da fung¢do for apenas o nome de uma matriz ou
vetor, serdo retornados os indices de todos os elementos da matriz ou vetor que
forem diferentes de zero.

Finalmente, os comandos all e any analisam o nimero de valores nulos de
cada coluna de uma matriz. Isto é, o comando all retorna 1 para cada coluna da
matriz A que contenha somente valores ndo nulos e 0 em caso contrario, gerando
um vetor linha. Por exemplo,
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4.3 OUTRAS OPERAQ@ES COM MATRIZES

Operadores relacionais

Menor que
Menor ou igual
Maior que
Maior ou igual
Igual a
Diferente de

Operadores l6gicos

» x = all(A)

0o 1 1

& AND
| OR
~ NOT
x0T OR EXCLUSIVO
Tabela 9: Operadores relacionais e 16gicos.
Entrada AND OR NOT XOR
A B A&B A|IB ~A xor(A, B)
(0] (0] (0] (0] 1 (0]
o 1 0 1 1 1
1 (0] (0] 1 (0] 1
1 1 1 1 0 0
Tabela 10: Exemplo de resposta de operadores légicos.
» A= [3 -2 1; 02 -1; 41 27;

Para vetores, a fungdo retorna 1 se todos os elementos forem nao nulos e 0 em
caso contrario.
A funcdo any retorna 1 para cada coluna da matriz A que contenha algum
valor ndo nulo e 0 em caso contrério, gerando um vetor linha. A fun¢do também
trabalha com vetores. Exemplo:

xX=

» x = any (A)
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4.4 SISTEMAS DE EQUAQ@ES LINEARES

4.4 SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES

Todo sistema de equagdes lineares pode ser escrito sob a forma matricial Ax = b.
Por exemplo, para o sistema,

3x1 —2xp +x3 =—4
+2xp —x3 =7
4x1+x2+2x3 =0

tem-se
3 =2 1 X1 —4
A=10 2 —1|:;x=|xx|:;b=1]7
4 1 2 X3 0

Se a matriz dos coeficientes (A) for quadrada e ndo-singular, ou seja, sem linhas
ou colunas linearmente dependentes, a solucdo (tinica) do sistema é dada por:

x=A"Tb

Essa solugdo pode ser calculada de forma direta pelo MATLAB por qualquer
uma das instrugdes:

» x = 1inv (A) *b ;

» x = A\b

As duas formas fornecem as mesmas respostas, mas os célculos envolvidos
no uso do operador < \ > exigem menos memdria e sdo mais rdpidos do que
os envolvidos no célculo de uma matriz inversa. O MATLAB também resolve
sistemas sob a forma xA = b ou sistemas com mais de uma soluc¢do, mas essas
solugdes ndo serdo discutidas neste material.

4.5 EXERcCicIOs

Antes de iniciar qualquer nova atividade no MATLAB é recomendavel limpar a
janela de comando digitando clc. Em seguida, deve-se remover todas as varidveis
da memoria, usando o comando clear. Se quiser eliminar apenas uma variavel,
deve-se usar a sintaxe clear <nome da varidvel>.

1. Treine (Extraido de Braun [2]):
'9:[1; 2, 3; 4}
‘9:{1234;5678}
° 9_2
e 2xg—1
'9:{1234;5678;91011 12}

h=[1 1 11,2222 333 3
e g—h
e gxh
* hxg
® g.xh
g9./h
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4.5 EXERCIcIOS

h.\g

g*h’

g’'xh
62{123;456;780}

f=l9 87 65 4 3 2 1
exf
fxe

q =rand(3)

2. Armazene as seguintes matrizes

2 -1 5 -2 3
M1 =13 1 M2Z=10 5 2
2 0 2 -1 0 4

3. Calcule as seguintes operagdes:

M1+ M2;
M1 —-M2;
M1 x M2;
M1.x M2;
M1.\M2;
M1.A2;

4. Obtenha a matriz transposta de M1

5. Obtenha a matriz inversa de M2

6. Com uma linha de comando, calcule a multiplicacdo entre M1 e a inversa
de M2

7. Com uma linha de comando, calcule a multiplicagdo entre M1 e a transposta
de M2

8. Gere uma matriz de dimensdo 5 x 5 com a diagonal igual a 3 e todos os
outros elementos iguais a zero.

9. Obtenha os indices e os valores dos elementos da matriz M1 que contém
valores menores do que zero.

10. Obtenha os indices e os valores dos elementos da matriz M2 que sejam
maiores ou iguais a -2 e menores ou iguais a 2.

11. (Extraido de Palm III [16]) Escreva uma sentenca de atribuicdo no MATLAB
para cada uma das seguintes fung¢des, considerando que w, x, y, z sdo vetores
linha de mesma dimens&o e c, d sdo escalares:

1
\/2mc/x

— xtw/(y+z).
— x+w/(y—=z)’
_ e ¢/(2x)
" (Iny)vaz’

S — x(2.15+0.35y)'8
- z(1—x)Y 4
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12. Declare a matriz A =
3 12 25 9

¢ Altere o elemento A(2,1) para [18].

21076]
e

¢ Acrescente uma terceira linha a matriz com os elementos (30 21 19 1].
¢ Defina o elemento A(2,8) como [—16]
* Defina uma matriz B que contenha as trés primeira linhas da matriz A

e as colunas de 2 a 4.

13. Dada a matriz:

3 7 —4 12
A -5 9 10 2
6 13 8 11
15 5 4 1

Ordene cada coluna e armazene o resultado em Al.

Ordene cada linha e armazene o resultado em A2.

Some cada coluna e armazene o resultado em bl.

e Some cada linha e armazene o resultado em b2.

Avaliar o valor méximo no vetor resultante da multiplicacdo elemento
a elemento da segunda coluna de A2 pela primeira coluna de A.

Utilizar a divisdo elemento a elemento para dividir a primeira linha de
A pela soma dos trés primeiros elementos da terceira coluna de Al.

14. Extraido de [13]. Melancolia I é uma famosa gravura de 1514 elaborada pelo
mestre alemao renascentista e matemdtico amador Albrecht Diirer (Figura ).
Mostra muitos objetos matemadticos, incluindo uma esfera, um romboedro *
truncado e, no canto superior direito, um quadrado mégico de ordem 4.

Figura 9: Melancolia I.

1 Um romboedro é um poliedro de seis faces (hexaedro), todas elas losangos idénticos.
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N

Porém, os quadrados mégicos sdo ainda anteriores & histéria registrada.
Uma antiga lenda chinesa conta que uma tartaruga emergiu do rio Lo du-
rante uma inundagdo. O casco da tartaruga mostrou um padrdo muito in-
comum - uma grade trés por trés contendo vérios niimeros de manchas
(Figura 10). Cada uma das trés linhas, as trés colunas e as duas diagonais
contém um total de 15 pontos. As referéncias a Lo Shu e ao padrdo numé-
rico Lo Shu ocorrem ao longo da histéria chinesa. Hoje, é a base matematica
para o Feng Shui.

Figura 10: Lo Shu. Extraido do site http:/ /www.formation-fengshui-
romandie.ch/historique-loshu.html.

O comando A = magic (3) define a matriz,

A = 1 6
3 5 7
4 2

O comando sum (&) mostra que a soma de cada coluna vale 15; e 0 comando
sum(diag(A)) soma a diagonal principal e mostra que o valor também é
15. A diagonal oposta, menos importante na Algebra, pode ser somada com
o seguinte comando: sum (diag (flipud(a))). Veja que a soma de linhas
e colunas também dé 15, sum (A (1, :)).

O comando A = magic (4) define a matriz,

A = 16 2 3 13
5 11 10 8
9 7 6 12
4 14 15 1

Novamente, os comandos
sum(A), sum(A’), sum(diag(A)), sum(diag(flipud(A)))

mostram que esse &, de fato, um quadrado magico, porém ndo é o mesmo
de Dirrier. Para tal, devemos trocar a segunda e terceira coluna,

A=A(:,[1 3 2 41]).

Para explorar mais os quadrados mégicos, recomenda-se [13].

15. Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares.


h

16.

17.

4.5 EXERCIcIOS

X1 —2x) +x3 =—4
+2x2 —x3 =7
4x1 +x2+2x3 =0

X1 +4xy +7x3 =5
—3x14+0xy —9x3 =1
2x1 + 5% + 11x3 = —2

X1+ 2x =—4
3x1+6x2 =5
xX1+2x, =4
3x1+4x2 =5

Considere a Figura 11 representando um sistema de 4 molas ligadas em
série sujeito a uma forca F de 270N. Determine as rela¢des de equilibrio, e
os deslocamentos x; no MATLAB, dadas as constantes das molas (em N/m):
k] = 150, kz = 50, k3 =75e k4 = 225.

= e e — —=
2 X3 | Xa
1
1
1

kl k:,_\ k3 k-’l— F
<
Figura 11: Molas em série.

Uma transportadora tem trés tipos de caminhdes, Cy, C; e C3, que estdo
equipados para levar trés tipos diferentes de maquinas, de acordo com a
seguinte tabela:

Caminhdo madaquina A mdquina B maquina C

1 1 1 1
2 0 1 2
3 2 1 1

Por exemplo, o caminhdo 1 pode levar uma maquina A, uma médquina B e
uma méquina C.

Supondo que cada caminh&o vai com sua carga mdxima, quantos caminhdes
de cada tipo devemos enviar para transportar exatamente 27 médquinas A,
23 maquinas B e 31 mdquinas C?
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Parte II

AULA o2 - GRAFICOS E PROGRAMACAO

Aqui sdo apresentados os comandos bdsicos empregados na plota-
gem de gréficos bi- e tri- dimensionais e nogdes sobre programacao.
Ressalta-se que esta parte da apostila tem apenas o suficiente para
vocé iniciar o uso das poderosas ferramentas graficas e de programa-
¢do disponiveis no MATLAB.



GRAFICOS

O MATLAB possui diversas ferramentas para tragados de graficos bidimensionais
ou tridimensionais.

5.1 GRAFICOS BIDIMENSIONAIS

A maneira mais simples de tracar um grafico xy é pelo uso da fungdo plot. A
forma plot (x,y) desenha um gréfico bidimensional dos pontos do vetor y em
relacdo aos pontos do vetor x, sendo que ambos devem ter o mesmo nimero
de elementos. O gréfico resultante é desenhado em uma janela de figura com as

escalas automadticas nos eixos x e y e segmentos de reta unindo os pontos. Por
exemplo, para desenhar o gréfico da fungdo sinc:
y = sin(x)/x

no intervalo x € [—15,15], pode-se utilizar a seguinte sequéncia de comandos:

x = -15:0.1:15;
y = sin(x)./x;
plot (x,y)
4 Figure 1 — [m] hed
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help k]
Dadde | h RGOV EL- (S| 0EH | e
1 T T ™ T T
I".
08 | |
|I I|
| |
1
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|I II
II I|
) |
0.4 I' ‘,I 1
| 1
|r I|I
0.2 \ 1
N\ ‘ ‘. A
- . /_: \\ .'I I'| i \\ .
o N/ \ \ b / ]
il N/ \ Nt
\ / \ /
e \\ S "\ / B
04 . . 1 1 1
-15 -10 -5 0 5

Figura 12: Exemplo de resultado gréfico da fungdo plot.

O resultado, apresentado na Figura 12, é exibido em uma janela de figura iden-

tificada por um ndmero (Figure 1). O mesmo resultado é obtido com a funcdo
fplot, basta identificar a string a ser representada no dominio do grafico,
y='sin(x)./x";

fplot (y, [-15 15])

2
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Com a funcdo plot vocé precisa definir manualmente os valores e calcular a
fungéo correspondente e dada. Com plot vocé define a funcdo de forma genérica,
por exemplo como uma fun¢do andnima (Anonymous Functions)®,

xt = @(t) cos(3.xt); %
yt = @(t) sin(2.xt); % Funcao anonima
3 fplot (xt,yt)

Funcao anonima

Em algumas ocasides é interessante que as escalas dos eixos sejam represen-
tadas em escala logaritmica (ao invés da escala linear padrdo). Nestes casos, é
possivel usar as fungdes semilogx, semilogy ou loglog, que alteram, respec-
tivamente, a escala do eixo x, do eixo y e de ambos. Normalmente os valores que
compdem tais graficos também sdo gerados com espacamentos logaritmicos, via
fungdo logspace. Teste os seguintes comandos:

figure;
> f = @(x) sin(1/x); % Funcao anonima
fplot (£, [-1 11);
figure (2);
semilogx (x) ;

A fungdo plot pode trabalhar com vérias duplas de vetores, sobrepondo mais
de um gréfico em uma mesma janela. O resultado da seqtiéncia de comandos a
seguir estd representado na Figura 13.

figure(1l);
x=-1:0.1:1; % Cria vetor 'x': valores entre 1 e -1 espacados de 0.1
y=x."2; % Calcula y
z=x."3; % Calcula 2z
5 plot(x,y,'r+«',x,z,'b:"'") % Traca os dois graficos - x vs y € X Vs z
xlabel ('Valor de x'") % Nomeia o eixo x
ylabel('y e z") % Nomeia o eixo y
title('Graficos sobrepostos') % Atribui um titulo ao grafico

legend('y','z") % legenda

)

0 grid > Ativa as linhas de grade da janela

Note que foram usadas fungdes para nomear os eixos (xlabel e ylabel) e 0
titulo do gréfico (title), além de exibi¢do de linhas de grade (grid). O estilo
e cor da linha estdo definidos no comando plot. A Tabela 11 mostra as confi-
guragdes de cores, marcadores e linhas, op¢des essas vdlidas para plotar graficos
no MATLAB, em 2D e 3D. Todos os resultados graficos aparecem na janela de
figura ativa. Como vocé ja deve ter percebido, uma nova janela pode ser criada ou
ativada pelo comando figure. Quando usada sem argumentos, esta fungéo cria
uma janela de titulo Figure No. xx, sendo xx um ntmero sequencial, considerado
disponivel pelo MATLAB. O uso do comando figure (n) cria a janela de figura
T e a torna ativa.

Outra forma de se obter graficos sobrepostos é com o uso da fun¢do hold, que
faz com que todos os resultados gréficos subsequentes ao seu uso sejam dese-
nhados em uma mesma janela de figura. Exemplo (considerando as varidveis do
exemplo anterior):

plot (x,y, 'Linewidth', 1) ; % Desenha o grafico de uma funcao
hold on % Ativa a 'trava' de exibicao grafica
plot (x,z, 'LineWidth',2); % Desenha outro grafico na mesma Jjanela

em outra espessura

As fungdes andnimas permitem que vocé defina uma fungdo sem criar um programa. Uma aplicagédo
comum de fung¢des andnimas é definir uma expressdo matematica.
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Cores de linhas Marcadores de ponto Tipos de linhas
Simb. Cor Simb. Marcador Simb. Tipo
Y amarelo ponto - solida
m  magenta 0 circulo pontilhada
c azul-claro X X — trago-ponto
T vermelho + + — tracejada
g verde * asterisco
b azul escuro | s quadrado
w branco d losango
k preto v triangulo
N tridngulo
< triangulo para esquerda
> triangulo para direita
P pentagrama
h hexagrama

Tabela 11: Cédigos para cores, marcadores e tipos de linha em graficos no MATLAB.

4 Figure 1

File Edit View

AEE L

&

Insert  Tools Desktop  Window  Help

+\-i\-@@gﬂ' @ DlE =0

Graficos sobrepostos
T T T
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04

0.2 -

yez
(=]
T

Figura 13: Gréfico com duas fung¢des superpostas.
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o

‘ hold off % Desativa a 'trava' de exibicao grafica

Para que os gréficos sejam plotados no mesmo grafico, mas um por um, usa-se
a sequéncia de comandos hold on e pause,

1 x=linspace (0,2%pi, 100);

y=sin(x);

z=0.5%sin (3%x);

plot(x,y, 'r*x")

pause % pausa ate ser pressionada uma tecla
6 hold on $ Mantem o grafico atual

plot(x,z, 'b:")

pause

close

O comando subplot (nl,nc,ng) pode ser usado para plotar mais de um
gréfico na mesma janela; nl, nc sdo, respectivamente, o ntiimero de linhas e o
nuimero de colunas de gréficos; e ng é o nimero do grafico em questdo. Por
exemplo, a sequéncia de comandos abaixo gera a Figura 14.

1 K= [1:100].72;
Y = K. (-0.4);
subplot (3,1,1);
plot (K, Y);
grid on

6 subplot(3,1,2);
semilogx (K, Y);
grid on
subplot (3,1, 3);
loglog (K, Y);

1 grid on

4 Figure 1 = O X
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Figura 14: Funcdo subplot.

A escala dos eixos é feita automaticamente. No entanto, esta pode ser alterada
através do comando axis ([xmin, xmax, ymin, ymax]), que gera 0s eixos nos
limites especificados.

Quando os argumentos para plotar sdo complexos, a parte imagindria é igno-
rada, exceto quando é dado simplesmente um argumento complexo. Para este
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caso especial é plotada a parte real versos a parte imagindria. Entdo, plot (Z),
quando Z é um vetor complexo, é equivalente a plot (real (Z), imag (Z) ). Na-
meros complexos serdo tratados mais adiante.

5.2 GRAFICOS TRIDIMENSIONAIS

A fungdo plot3 funciona de forma semelhante a fungdo plot para o tracado de
gréficos de linha em 3D. Por exemplo, a sequéncia de comandos a seguir produz o
gréfico de uma hélice tridimensional. Note o uso da fun¢do zlabel para nomear
o eixo z do gréfico. O resultado estd representado na Figura 15.

t = linspace (0, 6%xpi,100);
plot3(sin(t),cos(t),t);
xlabel ('seno(t) ') ;

4 ylabel ('cosseno(t)"'");
zlabel('z = t');
title('Grafico de helice');
grid on;

4. Figure1 — [m] *
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]

‘jjlﬂé I +\-_'\-§ﬂ?@@tf€' '?—9 O0FE =@

Grafico de helice

cosseno(t) A

Figura 15: Gréfico de linha tridimensional.

O MATLAB também pode construir graficos de superficies a partir de um con-
junto de coordenadas tridimensionais xyz. Inicialmente, é preciso gerar matrizes
X e Y com, respectivamente, linhas e colunas preenchidas com os valores das va-
ridveis x e y. Isto pode ser feito diretamente pela funcdo meshgrid (omita o <; >
das duas tdltimas linhas de comando para entender a l6gica da funcdo),

x = linspace(0,2,3) % Geracao de valores para 'x',
y = linspace(3,5,2) % Geracao de valores para 'y'

3 [X,Y] = meshgrid(x,y) % Criacao da matriz da malha 'xy'
Z=X.*Y

A partir dessas matrizes, que representam uma grade retangular de pontos no
plano xy, qualquer fun¢do de duas varidveis pode ser calculada em uma matriz
Z e desenhada pelo comando mesh. Exemplo para o grafico de um paraboléide
eliptico (Figura 16):
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4] Figure 1 — [m] x
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help
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Figura 16: Parabol6ide eliptico gerado com a fung¢do mesh.

1 x = -5:0.5:5; % Definicao da malha de pontos no eixo 'x'
y = X; % Repeticao da malha do eixo x para o eixo 'y'
[X,Y] = meshgrid(x,y); % Criacao da matriz da malha 'xy'

Z = X.N2 +Y." 2; % Calculo da funcao z = f(x,y)

mesh (X, Y, Z) % Tracado do grafico da funcao 'z'

Verifica-se que a malha gerada é colorida. O usudrio pode escolher um dos
mapas de cores existente no MATLAB (veja o proximo exemplo). Porém, se essa
matriz for omitida, como no exemplo anterior, as cores das linhas serdo relaciona-
das com a altura da malha sobre o plano xy.

A funcdo mesh cria uma malha tridimensional em que cada ponto é unido por
segmentos de reta aos vizinhos na malha. Usando a fun¢do surf é possivel gerar
um grafico de superficie em que os espagos entre os segmentos sdo coloridos,
conforme o mapa de cores definido pela fungdo colormap. O cédigo hsv da
listagem abaixo refere-se a um dos mapas de cores disponiveis no MATLAB (veja
Figura 17). Outros mapas de cores estdo listados na Tabela 12.

[X,Y] = meshgrid(-8:.5:8);
R = sgrt(X.”2 + Y."2) + eps;
7Z = sin(R) ./R;
surf (X,Y,7)
5 colormap hsv % define o mapa de cores
colorbar % para colocar a barra de cores

A Figura 18 mostra o uso de diferentes mapas de cores e, aproveitando, mostra
também a opcdo de como eliminar as linhas de grade da superficie. A Figura foi
gerada através dos comandos,

x=-3:0.1:3; y=x; [X,Y]=meshgrid(x,y); Z=X.” 3 + Y."3 — 5xX.xY + 1/5;
surf (X,Y,2), colormap ([summer])

pause
4 surf(X,Y,Z, 'EdgeColor', 'none'), colormap ([winter])
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4\ Figure1 i O X
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help R
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Figura 17: Superficie gerada pela funcdo surf.

Funcao Mapa de cores

hsv Escala com cores saturadas

hot Preto-vermelho-amarelo-branco

gray Escala linear de tons de cinza

bone Escala de tons de cinza levemente azulados

copper Escala linear de tons acobreados

pink Tons pastéis de rosa

white Mapa de cores totalmente branco

flag Vermelho, branco, azul e preto alternados

jet Uma variante do mapa hsv

prism Mapa de cores denominado prisma

cool Tons de ciano e magenta.

lines Mapa de cores que usa as mesmas cores do
comando plot

colorcube Mapa de cores denominado cubo colorido

summer Tons de amarelo e verde

autumn Tons de vermelho e amarelo

winter Tons de azul e verde

spring Tons de magenta e amarelo

Tabela 12: Mapas de cores utilizados pelo MATLAB.
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(a) Summer.

(b) Winter, sem linhas.

Figura 18: Exemplo de uso do mapa de cores.

5.3 EXERCICIOS

1. Plote a fun¢do 2D sin(7/x), para x = —1..1 (atengdo ao intervalo adotado
entre os pontos a serem plotados...).

2. Veja o exemplo abaixo:

» A = [1,2,3,4,

A =
1 2 3 4
2 0 1 2
31 0 1

» plot (A(:,1),

5; 2,0,1,2,1;

A(:,2:end))

» legend(’Coluna 2’,’Coluna 3’,’Coluna 4’,’Coluna 5')

3,1,0,1,2]."

A Tabela 13 mostra a varidveis temperatura e vento, em fungdo da hora. Crie
uma varidvel similar a A do exemplo e faca o que é pedido abaixo.

Horas Temperatura Vento
0 9 12
2 8 13
4 6 14
6 6 15
8 8 17
10 10 13
12 14 19
14 17 11
16 15 7
18 13 8
20 11 7
22 10 14

Tabela 13: Valores da temperatura do ar e velocidade do vento.
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Plote,
* somente a varidvel temperatura;

¢ utilize o comando area para preencher a drea sob a curva do item
anterior;

¢ plote as duas varidveis no mesmo grafico, mas em cores diferentes;

* plote as duas varidveis no mesmo gréfico, mas em espessura de linha
diferente;

* plote as duas varidveis no mesmo grafico, somente com marcadores.

3. Plote, para uma malha quadrada adequada [x,y], a funcdo z = xel*=v?).
Coloque legenda.

¢ Faca duas malhas: uma pouco e outra bastante refinada.

e Useocomando surf (x,y, z,gradient (z)) para que a opgdo gradient (z)
determine a distribuicdo de cores.

¢ Com ajuda da fungdo view (azimute, elevacao), gere uma figura
com 4 gréaficos (comando subplot), com as seguintes combinagdes
de vista: view (0,0), view(0,90), view(90,0), wview(45,30)
. Em caso de duvidas, consulte:

http://www.mathworks.com/help/matlab/visualize/setting-the-viewpoint-

with—-azimuth-and-elevation.html

4. A Figura 19 ilustra as forcas atuantes no avido em linha reta, em nivel e com
velocidade constante. A forca de sustentagdo é da ordem de 10-20 vezes
a forca de arrasto; o CG estd sempre a frente do ponto de aplicagdo da
sustentacdo, para que a aeronave possa ser controlada (a forca estabilizadora
é pequena, mas controla o0 momento resultante do deslocamento do CG); o
arrasto é distrubuido por toda a superficie do avido.

As partes do avido destinadas a sustentacdo (asa, leme, estabilizadores, hé-
lice, ...) sdo chamadas genericamente de aerofdlio. Aerofélio tem secéo trans-
versal tipica, achatada e alongada, conforme Figura 19b.

Para facilitar o estudo das forcas de um aerofélio, a resultante aerodindmica
é dividida em duas componentes:

* Sustentacdo (L de Lift): é a componente da resultante aerodinamica per-
pendicular a dire¢do do vento relativo. Esta é a forca ttil do aerofédlio.

* Arrasto (D de Drag): é a componente da resultante aerodindmica pa-
ralela a diregdo do vento. E geralmente nociva e deve ser reduzida ao
minimo possivel. Essa forca depende de alguns fatores como geometria,
a sua rugosidade e o efeito induzido resultante da diferenca de pressao
entre a parte inferior e superior da asa.

As seguintes férmulas sdo comumente utilizadas para estimar as forcas de
sustentacdo, L, e arrasto, D, de um aerofélio:

1 2
L=5pCiSV
D= %pchv2

em que V é a velocidade do ar, S é a drea de referéncia, p é a densidade do
ar,e Cy e Cp séo, respectivamente, os coeficientes de sustentagdo e arrasto.
Cada perfil de aerofélio apresenta uma curva caracteristica de C; e Cp
contra o angulo de ataque «.
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Figura 19: Forgas atuantes em um avido e detalhamento do aerofdlio.

[Extraido de Palm III [16]] Experimentos em ttinel de vento para um aerof6-
lio em particular resultaram nas seguintes férmulas:

Cp =447 x107203 +1.15x 1030 +6.66 x 10 2ot +1.02 x 107!

Cp =575x107°a3 +5.09 x 107 %o + 1.8 x 107+ 1.25 x 102
para o expresso em graus.
Dessa forma,

¢ Plote as forcas de sustentacdo e arrasto desse aerofélio versus V para
0 <V < 300Km/h, para uma é4rea de 30m? com um angulo de ataque
de 4°, massa especifica do ar nas condi¢des de pressdo e temperatura
de voo de aproximadamente 1 kg/m3.

® A razdo sustentagdo-arrasto (L/D = CL/CD) é uma indicac¢éo da efica-
cia de um aerofdlio. Plote L/D versus o para —2° < « < 22°. Deter-
mine o angulo de ataque que maximiza a eficiéncia.

As seguintes linhas de c6digo ajudam a encontrar o valor maximo (pes-
quise na Internet, caso o c6digo ndo fique claro para vocé),

1 maxF max (F) ;
indexOfFirstMax = find(F == maxF, 1, 'first');
maxyY F (indexOfFirstMax)

maxX = alpha (indexOfFirstMax)

5. Dado o amortecedor com émbulo mostrado na Figura 20, a seguinte expres-
sdo para a constante ¢ de amortecimento pode ser deduzida [18],

3nD31 2d

onde D, 1530 o didmetro e comprimento do pistdo, respectivamente, que se
move a uma velocidade v, dentro de um cilindro cheio de um liquido de
viscosidade p; d é a folga entre o pistdo e a parede do cilindro.
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Figura 20: Amortecedor de émbulo. Figura adaptada de Rao [18].

Plote o gréfico do amortecimento em funcédo da relagdo d/D.
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PROGRAMACAO

Um dos aspectos mais importantes para nosso curso é a possibilidade de se criar
programas em uma linguagem de programacdo interpretada’ usando a mesma
notagdo aceita na janela de comando.

Arquivos contendo c6digo MATLAB sdo arquivos de texto com a extensdo .m
chamados de arquivos-M (M-files). Estes arquivos podem conter o cédigo de
scripts ou fungdes, cujas principais caracteristicas estdo relacionadas na Tabela 14.

Arquivos de script Arquivos de funcoes

Nao aceitam argumentos nem retor- Aceitam argumentos e retornam valo-
nam valores ao workspace. res ao workspace.

Trabalham com as varidveis definidas Trabalham com varidveis definidas lo-
no workspace. calmente ao arquivo.

Principal aplicagdo: automatizacdo de Principal aplicagdo: adaptacdo da lin-
comandos que precisam ser executa- guagem MATLAB a qualquer situacdo
dos em uma certa sequéncia. de programagdo necessdria.

Tabela 14: Caracteristicas das formas de programagao MATLAB.

Sendo assim, uma vez escolhido o tipo de c6digo, vocé deve abrir um arquivo
.m. E possivel usar qualquer editor de textos para sua criagio, mas o uso do
editor embutido no MATLAB é preferido por fornecer recursos tteis ao progra-
mador como auto-indentagdo, destaque de palavras reservadas, ferramentas de
depuracdo, etc. Portanto, siga o seguinte caminho: HOME — New — Script
ou HOME — New — Function. Neste arquivo aberto em uma nova janela que
deve ser escrito o programa. Uma vez escrito o programa a ser executado, deve-se
salvar o arquivo: EDITOR — Save e rodar EDITOR — Run ou F5.

6.1 CRIANDO UM SCRIPT

Um script é meramente um conjunto de comandos MATLAB que sdo salvos em
um arquivo. Eles sdo tteis para automatizar uma série de comandos que se pre-
tende executar em mais de uma ocasido. O script pode ser executado digitando
o nome do arquivo na janela de comando ou chamando as op¢des de menu na
janela de edic¢do: Debug ou Run.

Por exemplo, digite o cédigo listado a seguir e salve-o com o nome freefall.m. Os
comentarios podem ser omitidos.

1 % Script 1 - script file to compute the
%velocity of the free-falling bungee jumper for

$the case where the initial velocity is =zero.

clear all $limpa toda a memoria

clc %$limpa a janela de comando

= 9.81; m = 68.1; t = 12; cd = 0.25;

g = gravity (m/s"2)

m = mass (kg)

do oo \Q

1 Como a linguagem de programagao do MATLAB ¢ interpretada, todos os cédigos precisam ser execu-
tados a partir do MATLAB. E possivel criar executéveis independentes, assunto que néo sera discutido
neste material.
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6.2 CRIANDO UMA FUNGAO

t = time (s)
cd = second-order drag coefficient (kg/m)
= sqrt(g * m / cd) * tanh(sqgrt(g * cd / m) * t)

de oo

<

Os arquivos do tipo script sdo tteis quando se deseja efetuar uma sequéncia
de comandos com muita frequéncia. Como mostra o exemplo acima, os scripts se
utilizam dos dados presentes na memdoria (workspace) para efetuar os comandos.

As primeiras linhas comentadas do arquivo .m sdo exibidas caso o usudrio uti-
lize o comando help + nome do arquivo. Ou seja:

» help freefall
Script 1 - script file to compute the
velocity of the free-falling bungee Jjumper for

the case where the initial velocity is zero.

A primeira linha de comentério, chamada de linha H1 é usada nas buscas por
palavra-chave do comando lookfor. Assim, por exemplo:

» lookfor script

freefall Script 1 - script file to compute the

Explicite a variével g,

»
g’:
9.8100

6.2 CRIANDO UMA FUNGAO

Arquivos de fungdo sdo arquivos-M que comecam com a palavra function. Em
contraste com arquivos de script, eles aceitam argumentos de entrada e saida.
Portanto, eles sdo andlogos as fungdes definidas pelo usudrio em linguagens de
programacado como Fortran, Visual Basic ou C.

A sintaxe para o arquivo function pode ser representada generalizada como

function outvar = funcname (arglist)
% helpcomments
statements

4 outvar = value;

onde outvar = nome da varidvel de saida, funcname = nome da fungio, arglist = lista
de argumentos da fungio (i.é, valores delimitados por virgula que irdo passar pela
fungdo), helpcomments = texto usado para informar o usudrio sobre a fungio (esta parte
pode ser chamada digitando help funcname na janela de comandos), e state-
ments = fungdes do MATLAB para computar o valor de saida outvar.

A primeira linha de helpcomments (H1) é usada nas buscas por palavra-chave do
comando lookfor. Entdo, inclua palavras chave nessa linha. O arquivo deve ser
salvo como funcname.m. Pode-se rodar a func¢ao digitando funcname na janela de
comando. Importante ressaltar que, apesar do MATLAB diferenciar maitisculas e
mintsculas, o sistema operacional de seu computador pode nédo diferenciar. En-
quanto o MATLAB trata fungdes como freefall e FreeFall como varidveis diferentes,
para o sistema operacional elas podem ser a mesma coisa.

Cada fungdo trabalha com varidveis locais, isoladas do espago de meméria do
workspace. As func¢des podem ser executadas mais rapidamente que os scripts,
pois quando um arquivo de func¢do é chamado pela primeira vez, os comandos

42



63 CONTROLE DE FLUXO

sdo compilados e colocados em memoria, de modo que estdo sempre prontos para
executar. E permanecem assim enquanto durar a sessio MATLAB.

O programa script descrito anteriormente, por exemplo, se adequa ao formato
function da seguinte forma:

1 function v = freefall(t, m, cd)

freefall: bungee velocity with second-order drag
v=freefall (t,m,cd) computes the free-fall velocity
of an object with second-order drag

% input:
6 % t = time (s)
% m = mass (kg)
% cd = second-order drag coefficient (kg/m)
% output:
% v = downward velocity (m/s)

= 9.81; % acceleration of gravity
sgrt (g » m / cd)*tanh(sgrt(g * cd / m) * t);

< Q

Exemplo de execugdo da fungdo freefall,

» freefall(12,68.1,0.25)
ans =
50.6175

Tente explicitar a varidvel g,

» g
Undefined function or variable ’"g’.

6.3 CONTROLE DE FLUXO
Como a maioria das linguagens de programacdo, o MATLAB permite o uso de

estruturas condicionais e repetitivas para controle de fluxo. Nesse trabalho discu-
tiremos algumas formas de uso dos comandos if, while, for,switch?

6.3.1  Estrutura condicional if

O comando if avalia uma expressdo e, dependendo de seu valor, executa um
determinado conjunto de instru¢des. Em sua forma mais simples, usa-se:

if expressao
<COMANDOS>
3 end

Se a expressao logica for verdadeira todos os comandos até o finalizador end
serdo executados. Em caso contrério a execugdo do c6édigo continuaré na instrucdo
ap6s o finalizador end. A forma completa da estrutura inclui a declaragdo else
para a indicagdo de comandos a serem executados se a expressdo for falsa:

if expressao
2 <COMANDOS V>
else
<COMANDOS F>
end

2 O MATLAB reconhece 6 estruturas de controle de fluxo: if, switch, while, for, try-catch,
return.
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63 CONTROLE DE FLUXO

As expressdes podem incluir operadores relacionais e l6gicos, como mostrado
na Tabela 9, definida no Capitulo 4. Exemplo:

if x ==
y = sin(3xt+a);
else
y = cos (3*t-a);
5 end

6.3.2  Estrutura repetitiva while

O lago while executa um grupo de comandos enquanto uma expressdo de con-
trole for avaliada como verdadeira. A sintaxe para este tipo de lago é:

while expressao
<COMANDOS>
end

Exemplo de um trecho de cédigo que simula a operacdo da fungdo interna sum:

while i < = length (V)
S+V (i) ;
i = i+1;
end % Neste ponto, S = sum(V)

6.3.3 Estrutura repetitiva for

O lago for executa repetidamente um conjunto de comandos por um ndimero
especificado de vezes. Sua forma geral é:

for variavel de controle = valor inicial: incremento: valor final
<COMANDOS>
end

O incremento pode ser negativo ou omitido (caso em que serd adotado um
incremento unitario). Exemplo de um trecho de cédigo que simula a operagdo da
funcdo interna max:

M = V(1l);
2 for i = 2:length (V) % O incremento foi omitido!
if v(i) > M
M = V(i);
end
end % Neste ponto, M = max (V)

6.3.4 A estrutura switch

A estrutura switch é uma alternativa a utilizacdo de if, elseif, else. A
sintaxe geral ¢,

switch expressao_de_entrada %$escalar ou string
case valorl
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6.4 VETORIZAGAO

grupo de sentencas 1
4 case valor2
grupo de sentencas 2

otherwise
grupo de sentencas n
9 end

A estrutura switch é capaz de lidar com muiltiplas condi¢des em uma tnica
sentenca estrutura case. Veja o exemplo abaixo.

1 switch angulo
case {0,360}
disp ('Norte')
case {-180,180}
disp('Sul'")
6 case {-270,90}
disp('Leste')
case {-90,270}
disp ('Oeste')
otherwise
11 disp('Direcao desconhecida')
end

6.4 VETORIZAGAO

O lago for é facil de implementar e entender. No entanto, para MATLAB, nao é,
necessariamente, o meio mais eficiente para repetir agdes um ntmero especifico
de vezes. Devido a capacidade MATLAB para operar diretamente sobre matrizes,
vetorizagdo fornece uma op¢ao muito mais eficiente. Por exemplo, o seguinte para
a estrutura loop:

i = 0;

for t = 0:0.02:50
5 1 =1+ 1;

y (i) = cos(t);

end

pode ser representada na forma vetorizada como,

t
y

0:0.02:50;
cos (t);

Deve-se notar que, para um cédigo mais complexo, a vetorizagdo pode nao ser
tao evidente. Dito isto, a vetorizacdo é recomendada sempre que possivel.

6.5 ENTRADA DE DADOS

A funcdo input permite a entrada de dados ou expressdes durante a execugao
de script ou function, exibindo (opcionalmente) um texto ao usudrio. Exemplo:

N = input ('Digite o tamanho do vetor: ');

Se o valor de entrada for uma expressdo, seu valor serd avaliado antes da atri-
buicéo a varidvel usada no comando,
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6.6 COMANDO FPRINTF 46

» a=1:3;

» v=input (' Enter Matlab vector expression for a: ')
Enter Matlab vector expression for a: a. 2

v =

1 4 9

Se o valor de entrada for um texto ou caractere s’ (string) deve ser incluido na
lista de argumentos da funcdo. Exemplo:

y'st);

Titulo_Grafico = input ('Titulo do grafico:

Outra forma disponivel de interagdo via teclado é dada pela fun¢do pause.
Quando usada sem argumentos, a instrugdo interrompe a execugdo de um script
ou fungdo até que o usudrio pressione alguma tecla3. A fun¢do pause é especial-
mente 1til para permitir ao usudrio a leitura de varias informagdes impressas em
tela ou durante a fase de depuragdo do programa.

O comando load também pode ser utilizado para importar dados, salvos em
formato ASCII ou de texto. No entanto, as varidveis devem estar no formato MA-
TLAB,

‘ load nome_arquivo

ou

‘ nome_variavel= load nome_arquivo

6.6 COMANDO FPRINTF

O objetivo nédo é esgotar o assunto, e, portanto, o exemplo abaixo mostra como
fazer uma fungdo interativa, e organizar a saida de dados. Pesquise mais sobre a
fungdo, se precisar.

function freefalli

freefalli: interactive bungee velocity
freefalli interactive computation of the
free-fall velocity of an object

o0 o0 oo oo

with second-order drag.

g = 9.81; % acceleration of gravity
m = input ('Mass (kg): ");
cd = input ('Drag coefficient (kg/m): ');
9 t = input('Time (s): ');
v = sqgrt(g * m / cd)*tanh(sgrt(g * cd / m) * t);
disp(' ")

fprintf ('The velocity is %$8.4f m/s\n', v)

Rode a fungdo e perceba que os dados serdo inseridos dentro da fungdo, e ndo
serdo armazenados na workspace,

3 A fungdo pause também pode ser usada com argumentos. Quando usada sob a forma pause (N), a
funcdo interrompe a execucéo do cédigo atual por N segundos.



6.7 EDICAO DE FUNGCOES EXISTENTES

» freefalli

Mass (kg): 68.1

Drag coefficient (kg/m): 0.25
Time (s): 12

The velocity is 50.62 m/s

6.7 EDIGAO DE FUNGOES EXISTENTES

O cédigo da maioria das fungdes discutidas nesse texto pode ser visualizado ou
editado, digitando-se:

» edit <nome da funcao>

Apesar de possivel, ndo é recomendavel alterar diretamente o cédigo das fun-
¢Oes internas do MATLAB, como inv, max, etc... Se desejar, crie uma nova ver-
sdo com outro nome.

6.8 SUBFUNGCOES

Os arquivos-M podem conter mais de uma fun¢do. A primeira delas, cujo nome
deve coincidir com o nome do arquivo, é a fungdo primdria, enquanto as demais sao
subfungdes. As subfungdes podem ser definidas em qualquer ordem apés a funcao
primdria e suas varidveis sempre tem escopo local. Ndo é preciso usar qualquer
indicagdo especial de fim de fun¢do porque a presenca de um novo cabegalho
indica o fim da fungdo (ou subfuncéo) anterior. Como exemplo, analise o cédigo
da funcdo Baskara, listado a seguir.

BASKARA.M - Exemplo de uso de uma subfuncao para
calculo de raizes de equacao do 20 grau ax”2+bx+c=0

o° o° o°

variavel v=[a b c];

o

% Funcao primaria: mesmo nome que o do arquivo .M
function x = Baskara (v)

8 a=v(l); b=v(2); c = v(3); % Obtem coeficientes
D = Delta(a,b,c); % Calcula "a"

% Calcula raizes reais, se existirem
if isreal (D)

13 rl = (-b+D)/(2%*a); % Calcula raiz
r2 = (-b-D)/ (2*a); $ Calcula raiz
if rl == r2

X = rl; % Retorna apenas uma raiz

else

18 x = [rl; r2]; % Retorna raizes distintas
end

else

disp ('A equacao nao possui raizes reais');
x = []; % Retorno nulo
23 end
% Subfuncao para calculo de
function d = Delta(a,b,c)
d = sqgrt (b"2-4~xax*c);

nan

A
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6.9 EXERCICIOS 48

6.9 EXERcCicIOS

1. Paraosvetores:X:[] 2 3 4 5} y:[20.4 126 17.8 88.7 120.4]

Crie uma funcéo que organize os dados da seguinte maneira,

Xy

1 20.40
2 12.60
3 17.80
4 88.70
5 120.40

Dica: Crie uma variavel z = [x;y} euse fprintf.

2. Escreva um programa que transforme a temperatura de Celsius para Fahre-
nheit e, utilizando a funcdo switch, defina a temperatura como high, mode-
rate, low ou very low.

2

3. O célculo da exponencial de uma matriz é muito importante na area de
sistemas dindmicos. Uma aplicacdo de exponencial de matriz é a solucdo
homogénea (devido a condi¢do inicial) de uma equacao diferencial ordindria.
Crie uma function que realiza o cdlculo da exponencial de uma matriz
a partir da sua expansdo em séries. A expansdo em série de uma fungao
exponencial é dada por:

1 1 1
A_qo a2, a3 1 a4
e _I+2!A +3!A ++4!A + ...
onde A é uma matriz de dimensdo nxn e I é a matriz identidade de di-
mensdo nxn. Essa fun¢do deve receber uma matriz quadrada de dimens&o
qualquer, o ntimero N de termos da série e retornar a exponencial e?* calcu-
lada com N termos.

Para testar o seu script crie uma matriz com dimensdo nxn pequena e cal-
cule a sua exponencial com diferentes niimeros de termos na série (diferen-
tes valores de N). Utilize, por exemplo, N variando de 3 a 100. Compare o
resultado da sua func¢do com a funcido exp do MATLAB.

A funcdo exp do MATLAB calcula exponencial de matrizes. Note que a
palavra exp é utilizada pelo MATLAB e, portanto, ela ndo pode ser utilizada
como nome de uma fungdo criada pelo usudrio.

4. Verifique o script listado abaixo, que calcula e traga a posigdo, velocidade
e aceleragdo do pistdo, para duas revolugdes do mecanismo biela-manivela
da Figura 21. Assume-se condicdes iniciais nulas.

Figura 21: Extraido de [3].

% Matlab codes to simulate the Piston-Crank mechanism
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6.9 EXERCICIOS

% Font: Modeling and Simulation od systems using MATLAB and
Simulink, pg. 96

% author: D. K. Chaturvedi

clear all

theta_dot=500; % rpm

r=0.12; c=0.25; $ m

t_rev=2+pi/ theta_dot % Time for one revolution

t=linspace(0,t_rev, 200); % time vector

theta=theta_dot*t ; % calculate theta at each time.

h=rxsin(theta);

d2s=c”2-r"2xsin(theta) .”2; %calculate d2 square

d2=sqrt (d2s) ;

x=r+cos (theta)+d2; % calculate x for each theta

x_dot=-r*theta_dot+*sin (theta)- (r"2+«theta_dot*sin (2*«theta) ./ (2xd2));

x_dot_dot=-rxtheta_dot”2+cos (theta) - (4*r"2«theta_dot”"2%*

cos (2+theta) .*d2s+ (r"2+sin (2+xtheta) rtheta_dot) .”2) ./ (4*d2s.” (3/2));

subplot (2,2,1)

plot (t,x) % plot Position vs t

xlabel ('Time (s) ")

ylabel ('Position (m) ")

subplot (2,2,2)

plot (t,x_dot) %

xlabel ('Time (s) '

ylabel ('Velocity (m/s) ")

subplot (2,2, 3)

plot (t,x_dot_dot) % plot Acceleration vs t

xlabel ('Time (s) ")

ylabel ('Acceleration(m/s"2) ")

subplot (2,2,4)

plot (t,h) % plot h vs t

xlabel ("Time (s) ")

ylabel ('h(m)")

plot Velocity vs t
)

5. Crie uma function que calcule a constante eldstica equivalente de um tam-
bor de icamento equipado com cabo de a¢o e montado conforme a Figura 22.

lt —

_ zu

Figura 22: Tambor de icamento.

6. Crie um script que plote a constante eléstica torcional equivalente de um
eixo de um propulsor a hélice de ago (E = 200 GPa e G = 80 GPa), em funcao
da espessura 50mm < t < 220mm das paredes (constante para as duas
secdes), conforme Figura 23.

7. O

filme Contatos Imediatos do 3° grau (em inglés, Close Encounters of the Third

Kind, algumas vezes abreviado como CE3K ou simplesmente Close Encoun-
ters), de 1977, foi escrito e dirigido por Steven Spielberg. O nivel 3° grau é
tirado da classificacio de contatos imediatos com alienigenas criada pelo ufolo-
gista J. Allen Hynek - veja Figura 24.

A

comunica¢do entre os humanos e a raca alienigena era feita através de

uma sequéncia de tons que os cientistas acreditavam ser reconhecida pelos
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Figura 23: Figura adaptada de Rao [18].

.

CLOSE ENCOUNTER OF THE FIRST KIND: . ~
Sighting
CLOSE ENCOUNTER OF THE SECOND KIND:
Evidence

CLOSE ENCOUNTER OF THE THIRD KIND:
Contact

Figura 24: Close Encounters
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alienigenas. Esta sequéncia era composta por 5 tons nas frequéncias 493,9Hz,
554,4Hz, 440Hz, 220Hz e 329,6Hz. Sua tarefa consiste em criar um programa
MATLAB que gere esta sequéncia de tons, considerando todos com a mesma
duracdo. Mais precisamente vocé deve criar uma fungdo contatos (T) em
que T é a duracdo de cada tom da sequéncia. Por exemplo, ao digitar:

» contatos (5)

devera ser gerada a sequéncia de tons nos alto-falantes do PC com duragdo
total de 5s.
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Parte 111

AULA 03 - EQUACOES DIFERENCIAIS

A simulagdo de um sistema dinamico consiste na solugdo de equagdes
diferenciais para condig¢des iniciais de contorno. Em diversos proble-
mas préticos de mecanica, as equagdes matemadticas que descrevem o
seu comportamento sdo equagdes diferenciais ordindrias ndo lineares.



SISTEMAS LINEARES - REPRESENTACAO NO ESPACO DE
ESTADOS

O problema modelado, deve ser agora analisado. Por exemplo, a suspensdo de
nosso automoével, como se comportard quando o motorista, sem querer, subir no
meio fio? Isto é, qual a resposta de um sistema a uma determinada entrada? Nesse
caso, a entrada seria uma fungdo degrau e o sistema a suspensdo, que modelamos
no Capitulo 1. E a saida? O movimento da massa que representa 1/4 do veiculo?

Para analisarmos de forma correta, temos que organizar as ideias. O que é
entrada do sistema? Qual a saida que me interessa?

Neste capitulo, teremos uma recordagdo da representacdo das equagdes dife-
renciais de nosso sistema em espaco de estados. Para modelos simples, obter sua
resposta para uma fungdo impulso, degrau, rampa... é simples com ajuda de um
software comercial (obviamente, resolver equagdo diferencial na raga, ndo é nunca
uma tarefa facil!).

7.1 SLIT - SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO TEMPO

SISTEMA LINEAR a resposta de um sistema linear a uma soma ponderada de
sinais de entrada é igual a mesma soma ponderada dos sinais de saida as-
sociados a cada um dos respectivos sinais de entrada. Em outras palavras,
sistemas sdo lineares se satisfazem duas propriedades: homogeneidade e aditi-
vidade:

HOMOGENEIDADE quando o sinal de entrada x(t) é multiplicado por um
valor k, entdo o sinal de saida y(t) fica também multiplicado por este
mesmo valor k;

ADITIVIDADE quando o sinal de entrada é a soma de dois sinais x1(t) e
x2(t), que produzem individualmente sinais de saida y(t) e y,(t) res-
pectivamente; entdo o sinal de saida é a soma dos sinais de saida y(t)

eya(t).

INVARIANTE NO TEMPO € aquele sistema que para uma entrada x(t) o sinal de
saida é y(t), independente de quando é aplicada esta entrada. Ou seja, as
condigdes dindmicas do sistema ndo mudam com o passar do tempo. Obvi-
amente, nenhum sistema é, na realidade, invariante no tempo, mas pode-se
considerar assim muitos sistemas cuja variagdo é muito lenta.

Importante relembrar (vide nosso primeiro capitulo) que, em Sistemas Dina-
micos, o grande passo é aprender a modelar. Algumas hipéteses devem ser con-
sideradas para modelar um problema fisico. Por exemplo, nenhum corpo real é
rigido ao ser acelerado e o elemento de inércia é um modelo, ndo um objeto fisico.
Exemplos de hipéteses simplificadoras estdo na Figura 25, extraida de [7].

7.2 REPRESENTAQAO DE EQUA(;f)ES DIFERENCIAIS NO ESPACO DE ESTADOS

Vamos, inicialmente, adicionar algumas defini¢des importantes na andlise de um
sistema dindmico. Define-se como estado o menor conjunto de varidveis que de-
terminam completamente o comportamento do sistema para qualquer instante t.
Para tal, é necessario o conhecimento dessas varidveis no instante t = ty e das
varidveis de entrada no instante t > t,.
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1 — Todas as massas sio rl’gidas e tém valores constantes.

2 — As molas sio puras e lineares. Ndo tém perda de energia ¢ nio possuem
massa. Os seus respectivos coeficientes sdo constantes.

3 — Os amortecedores sdo puros e lineares. No tém efeito de mola e nao
possuem massa. Os seus respectivos coeficientes sio constantes.

4 — Quando a massa pode transladar, o seu movimento ¢ em uma s6 diregio.
5 — Quando a massa pode girar, a sua rotagio ¢ em torno de um sé eixo.

6 — Todas as condigdes iniciais sio nulas.

7 — Superficies em contato tém atrito nulo (planos, mancais, etc.).

8 — As variacbes das grandezas do sistema sdo relativamente pequenas, a fim de
manter o comportamento do sistema praticamente linear.

Figura 25: Hip6teses Gerais de Sistemas Mecanicos. Tabela extraida de [7].

Qualquer sistema dinamico linear de m entradas: uy(t), uz(t), ..., um(t); p sai-
das: yi(t),yz2(t),...,yp(t) e n varidveis de estado: x1(t),x2(t),...,xn(t), pode ser
escrito na seguinte forma:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) equagdo dos estados

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)  equagdo de saida ©)

® x(t)- vetor de variaveis de estados (dimensdo nx1);

® u(t) - vetor de varidveis de entrada (dimensdo mx1);

* y(t) - vetor de varidveis de saida (dimensdo px1);

* A(t)- matriz de transmissdo dos estados (nxn);

¢ B(t) - matriz de coeficientes de entrada (nxm);

e C(t) - matriz de coeficientes de saida ou matriz dos sensores (pxn);
e D(t) - matriz de coeficientes de alimentacdo direta (pxm).

As varidveis de estado x(t) representam a condicdo instantanea do sistema. Im-
portante ressaltar que a primeira derivada das varidveis de estado sempre esta
presente nas equacgdes dindmicas. Quando o modelo matematico é obtido usando
as leis da fisica, entdo as varidveis de estado sdo aquelas associadas as diversas
formas de energia armazenadas no sistema. Por exemplo, em um sistema meca-
nico, geralmente posi¢do e velocidade, associadas a energia potencial e cinética,
respectivamente, sdo as varidveis de estado.

As variaveis de entrada u(t) aqui consideradas sdo geradas por agentes exter-
nos (fontes) que alteram as condicoes de energia do sistema. Existe diferenca entre
variaveis de entrada e de perturbagdo. As varidveis de entrada sdo utilizadas para
controlar o sistema, enquanto que as varidveis de perturbacdo sdo desconhecidas
e, geralmente, dificultam o controle.

As variéaveis de saida y(t) sdo medidas por sensores instalados no sistema, sdo
as varidveis controladas.

A forma da Equacdo 6 de representar o modelo matematico de um sistema di-
namico é conhecida como forma do espaco dos estados. Nessa forma, um sistema
dindmico de ordem n é representado por um conjunto de n equagdes diferenciais
de primeira ordem. A forma do espago de estados é usada em Controle Moderno
e serd utilizada aqui para resolver sistemas lineares e ndo lineares. Para maiores
detalhes, estude o capitulo 2 do livro texto da disciplina [15]. Existe ainda a repre-
sentacdo pela func¢do de transferéncia, usada em Controle Cldssico, assunto a ser
tratado futuramente.
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Figura 26: Sistema mecanico massa-mola-amortecedor. Figura adaptada de Ogata [15].

Como exemplo considere o sistema massa-mola-amortecedor da Figura 26, cujo
modelo é representado pela seguinte equagédo diferencial de 2¢ ordem:

my(t) +by(t) + ky(t) = u(t) @)

Como o sistema é de segunda ordem, contém duas varidveis de estado. Define-
se os estados do sistema como sendo a posigdo e a velocidade da massa, respectiva-
mente:

x1 (1) = y(t) ®
x2(t) =y(t)

e a entrada,
ug (t) = u(t) (9

No caso, a entrada é um escalar e ndo um vetor, (m = 1). Colocando na forma
de espaco dos estados (Equacdo 6), por substituicdo na Equacao 7, tem-se
X1 =X2
) 1 1
x2 = — (=kx7 —bxz) + —uq(t)
m m

Define-se o vetor de estados, de dimensao 2x1 (i.é, n = 2), como

Portanto, define-se a equagdo de estado sob a forma matricial como,

x1(t) 10 1 x1(t) 0
Lzm] i L ;?] Lzm et "
A equagdo de saida é,
y(t) =x1(t) (11)

ou, na forma matricial,

y(t) = [1 o} tﬁ;ﬁﬂ

Comparando-se Equacdo 10 e Equagdo 11 com Equacao 6, tem-se,

i ]b] B:l?] c=[1 o D=0

m m m

A=
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Como as matrizes ndo envolvem a funcdo tempo t explicitamente, tem-se um
sistema invariante no tempo.

Existe uma classe propria no MATLAB para sistema lineares descritos na forma

do espago dos estados criada pela fungio ss (que representa, em inglés, state space)
e definida pelas matrizes A,B,C e D.
Por exemplo, o sistema:

X1 _ 0 1 x1(t)
X2 =3 =2 |x2(t)

pode ser armazenado em uma varidvel tipo sys no MATLAB pela seguinte seqiién-
cia de comandos:
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» A = [0 1; -3 -2]
» B = [0; 3]
» C = [1 0]
» D = [0]
» sys = ss(A,B,C,D)
A=

0 1

-3 =2
B =

0

3
CcC =

0 1
D =

0
sys =
a:

x1l x2
x1 0 1
X2 -3 =2
b =

ul
x1 0
X2 3
c:

x1 x2
yl 1 0
d =

ul
vyl
Continuous-time state-space model.

7.3 SIMULAGAO DE SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Existem fungdes especificas para simular o comportamento de sistemas lineares e
invariantes no tempo a entradas do tipo impulso, degrau ou de formas genéricas.
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7.3.1 Fungdo impulso

A fungdo impulso unitario é definida como,

0, t#0
1, t=0
Para simular a resposta a um impulso unitario (em t = 0s) de um sistema utiliza-
se a fungdo impulse, fornecendo as matrizes representativas do sistema pela
variavel tipo sys. Considerando o sistema sys do exemplo anterior, a resposta ao
impulso é obtida com o comando:
» impulse (sys);
O resultado da simulagdo é apresentado em uma janela gréfica, como mostra a
Figura 27a. Opcionalmente, pode-se fornecer um valor em segundos para o tempo
final de simulagdo. Por exemplo, para simulacdo de 10s deve-se digitar o comando

3(t) = (12)

(Figura 27b),

» impulse (sys, 10);

E possivel, ainda, armazenar os vetores do tempo de simulagio (criado auto-
maticamente pelo MATLAB) e da resposta do sistema, sem desenhar o grafico
correspondente. Por exemplo, o comando,

» [y t] = impulse(sys,10);
retorna vetores de tempo e saida. Verifique a resposta a fungdo impulso do sistema
dado como exemplo, modificando varidveis como rigidez ou amortecimento.

Impulse Response Impulse Response

Amplitude
Amplitude

"o 1 2 3 4 5 6 i 8
Time (seconds)

(a) Andlise automdtica. (b) Andlise 10s.

Figura 27: Funcdo impulso.

7.3.2  Fungdo degrau unitdrio

A simulacdo da resposta a uma entrada em degrau unitério é feita pela funcdo

step, como em:

» step(sys);

O resultado desta simulagdo estd representado na Figura 28.

Nao é possivel alterar a amplitude do degrau usado na simulagdo. Porém, como
se trata da simulacdo de um sistema linear, a saida para uma entrada em degrau
de amplitude A pode ser calculada como ya (t) = Ay(t).

E possivel controlar o tempo de simulagdo e armazenar os vetores de resposta
(saida e tempo). No exemplo,

» [y t] = step(sys,10);
sdo armazenadas a saida y e tempo t para o intervalo de 0 — 10s.

As fungbes impulse e step permitem que o usudrio fornega um vetor de

tempo a ser usado na simulagdo. Exemplo:
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Step Response
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/
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Figura 28: Fungao step do MATLAB
t = 0:0.01:15;
step (sys,t);

7.3.3 Entrada genérica
Para simular a resposta de um sistema linear a uma entrada genérica é preciso

usar a fun¢do 1sim, fornecendo a especificagdo do sistema e os vetores de entrada
e de tempo de simulagdo. Para o sistema sys definido anteriormente,

% Vetor de tempo de simulacao

com mesma dimensao de t

= 0.5

t =
u =
3 u(21:30)

lsim(sys,u,t);

Vetor de entrada,

0:0.1:10;
zeros (length(t),1); %
Atribuicao de valores nao nulos constantes

(t
= 0.5; %

Simulacao

o
S

Figura 29.

Linear Simulation Results

(=]
o

=
(2

Amplitude
o

o
s

O resultado da simulagdo é apresentado em uma janela grafica, como mostra a

©

Time (seconds)

Figura 29: Resposta a um sinal genérico.
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A resposta para uma funcdo rampa é de grande importancia para o curso. O
MATLAB néo possui um comando direto, mas pode-se usar a fungdo 1sim. Ainda
para o sistema sys definido anteriormente, a resposta para uma func¢do rampa de
entrada é vista Figura 30.

1t = 0:0.1:10; % Vetor de tempo de simulacao
u = zeros(length(t),1l); % Vetor de entrada, com mesma dimensao de t
for i=21:length(t) % Atribuicao de valores nao nulos linearmente

crescentes

u(i) = t(i)-2; % Atribuicao de valores nao nulos
end
6 lsim(sys,u,t); % Simulacao

Linear Simulation Results

8 T T T T T T T T T

Amplitude

L I o 1 1 1 1 L 1 1
5 B 7 8 9 10

Time (seconds)

0 1 2 3

Figura 30: Entrada genérica tipo rampa.

Importante ressaltar que a andlise da resposta obtida em comparacéo a entrada
imposta serd discutida mais adiante, no estudo de sistemas de primeira e segunda
ordem. Aqui nos contentamos a simular sem interpretar a resposta.

O comando 1sim também pode ser utilizado na seguinte forma,

» lsim(b,a,u,t);

quando a equagdo diferencial tem a forma geral,

n n—1 d m d
T (t)+an_1 Wy(t) +.otaq ay(t) +apy(t) = bmdt—mu(t) +...+b; au(t) +bou(t)
(13)
onde

b = [bm,bm—1,bm—_2,...b1,bp] é 0 vetor de coeficientes especificados no lado
direito da Equagao 13;

a=I[1,an_1,an-2,..,a1,apl é o vetor de coeficientes do lado esquerdo da Equa-
gdo 13;

u = é o vetor de instantes conhecidos do sinal u(t) especificados na Equacao 13;

t = vetor da mesma dimensdo de u, o k-ésimo elemento t(k) de t é o tempo, em
segundos, no qual ocorre a entrada u(k);

y = vetor da mesma dimensdo de u e t que representa instantes do sinal y(t)
que satisfazem a Equagao 13.
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F

y(©)

Figura 31: Sistema massa-mola-amortecedor.

Por exemplo, pode-se comprovar que a relagao entre a altura u(t) de uma via e
o deslocamento y(t) do carro contendo um sistema de absorcdo de energia massa-
mola entre as rodas e o chassis é (Figura 31),

my(t) + 90+ y(t) =g+ ) + u(t (1)

Veja que, nesse caso, u(t) é um deslocamento (perturbagdo) e ndo uma forga!

Por fim, pode-se converter a equacdo no formato da Equacdo 14 em equagdes
no espago de estados, conforme Equacéo 6, através do comando t£2ss, do inglés
transfer function to state-space:

« [A,B,C,D]=tf2ss (b, a)

A listagem a seguir exemplifica o caso ilustrado na Equacao 14 quando a pertur-
bagdo u(t) na pista é um degrau. Valores de massa, rigidez e amortecimento sao,
respectivamente, m = 1000; k = 2000 e b = 500, definidos em unidades coerentes.
A titulo de ilustragdo, o amortecimento é duplicado e quadruplicado.

% Resposta do veiculo a obstaculos na pista
%$%Parametros
clear all; clc; %close all;

4 m=1000;
k = 2000;
b = 500;

t = 0:0.01:10;

u = 0.25.x[zeros(1,100),ones(1l,length(t)-100)];
9 pl=plot(t,u, 'r-.");

hold on

o

Equacao diferencial:
d*"n/dt*n {y} + a_(n-1) d"n-1/dt"n-1 y + a_1 d/dt {y} + a_0 {y} =
b_m d*m/dt"m {u} + b_(m-1) d*m-1/dt"m-1 u + b_1 d/dt {u} + b_0 {u}

onde:

b=[b_m,b_{m-1},...,b_1,b_0] vetor de coeficientes (lado direito);
a=[1, a_{n-1},...,a_1l,a_0] vetor de coeficientes (lado esquerdo);
u= vetor de instantes conhecidos do sinal u(t);

t= vetor tempo da mesma dimensao de u, o k-esimo elemento t (k) de

t eh o tempo, em segundos, no qual ocorre a entrada u(k);

y= vetor da mesma dimensao de u e t que representa instantes do sinal
y(t) que satisfazem a equacao.

24 O comando MatLab : y=lsim(b,a,u,t)

S
o o0 o O O o A o O o o° ° o° J° o

dr2/dt”2 {y} + b/m d/dt {y} + k/m {y} = b/m d/dt {u} + k/m {u}
al=b/m; al0=k/m; bl=b/m; b0=k/m;
a=[1,al,a0];
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b=[bl,b0];
y=lsim(b,a,u,t);
p2=plot (t,y, 'b=-");
grid on

hold on

= 2%x500;
al=b/m; al=k/m; bl=b/m; bO0=k/m;
a=[1l,al,al];
b=[bl,b0];
y=lsim(b,a,u,t);
p3=plot (t,y, 'g-");
hold on

%% Duplicando o amortecimento de novo....

= 4x500;
al=b/m; al0=k/m; bl=b/m; b0=k/m;
a=[1l,al,a0];
b=[bl,b0];
y=1lsim(b,a,u,t);
pé4=plot (t,y, 'm-");
xlabel ('Tempo [s]');
ylabel ("Altura [m]");
title('Reacao do carro a obstaculo na pista');
legend([pl,p2,p3,p4], 'Altura obstaculo u',...
'Resposta y do carro y, para b','Resposta y do carro, para 2b',...
'Resposta y do carro, para 4b');
hold off

Obviamente, essa é somente a introdugdo do assunto, que serd tratado com

muito mais profundidade no decorrer do seu curso de Mecatronica.

7.4 EXERcic1os

1. Adaptado de [20]: Para os sistemas abaixo determine se o sistema é linear
ou ndo linear e invariante ou ndo invariante no tempo.

e y(t) =ult+1);
yt) = 1/u(t);
3G(t) +y(t) —ylt) = ult);

e y(t) =u(t)sint;
* yt) =u(t)+2
* y(t) =u(t)cos2mt

2. Dada a equagdo diferencial abaixo que representa a dindmica de um sistema:
2G(t) +y(t) +3y(t) = Su(t)

Pede-se:

* Dado que a saida do sistema é a varidvel y(t), coloque o sistema na

forma do espago dos estados e defina as matrizes A, B, C e D do sistema.

Faca manualmente as matrizes e compare com o resultado do MatLab
(usando a funcéo tf2ss).

Importante ressaltar aqui que sua resposta pode ser diferente daquela dada
pelo MatLab. O MatLab usa um modelo chamado Controllable Canonical Form,
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enquanto que o método utilizado em nossa andlise é conhecido como Observable
Canonical Form. Mas a fungao de transferéncia (i.€, relagdo entre saida e entrada
do sistema, que vocé aprenderd mais adiante) serd sempre a mesma. Tudo isso
é para tranquiliza-lo, sua resposta pode estar certa e para mostrar que falta
ainda muito conhecimento...

Defina o sistema no MATLAB usando uma varidvel tipo sys.

Simule a resposta do sistema para uma forca externa de entrada u(t)

na forma de degrau unitario no intervalo de tempo de o0 a 30 segundos.

Apresente os gréficos da entrada degrau e da varidvel y(t).

Defina uma forca externa de entrada u(t) senoidal com frequéncia de
2rad/s no intervalo de tempo o a 10 segundos. Note que a fungao
senoidal é dada por sin(2t). Use um vetor de tempo com incremento

de 0.01 segundos. Simule a resposta do sistema para a entrada senoidal.

3. O sistema mostrado na Figura 32 possui as seguintes caracteristicas k; =
ko =5N/m, a=0,25m, b =0,75m, L = 1m, M = 2kg, m = 1kg.

Derive sua equagdo de movimento para a rotagdo em torno de O;

Coloque o sistema na forma do espago dos estados e defina as matrizes
A,B,C e D do sistema;

Mostre a resposta do sistema para a fungdo impulso F(t) = 5005(t)N

Mostre a resposta do sistema para a funcdo F(t) = 500sin(wt)N, com
w = 1,10 e 100rpm. Discuta os resultados.

— Barrarigida de massa m
Cer ——— M
— l@
0
Ky

Figura 32: Barra uniforme, rigida, apoiada em duas molas.

4. A Figura 33 mostra um modelo mais completo de 1/4 de veiculo, onde m; é
1/4 da massa estrutural do veiculo, m; é a massa da montagem roda-pneu-
eixo; k1 e by sdo, respectivamente, a rigidez e amortecimento da suspensao,
k representa a rigidez dos pneus; z(t) é o deslocamento da superficie da
rodovia; o atuador de forga, representado por f é controlado por feedback
e representa os componentes ativos do sistema de suspensdo. Suponha que
um automével em movimento passe por diferentes obstdculos (elevagdes) na
pista.

Desenhe os diagramas de corpo livre e derive as equagdes diferenciais
de movimento;

Determine a representagdo em espaco de estados;
Usando MATLAB, defina o sistema na forma de espago de estados;

Analise a resposta do modelo para um degrau na pista, conforme Fi-
gura 34. Despreze a parte ativa da suspensdo. Dados: m; = 350Kg,

63



7.4 EXERCICIOS

Jx1
m

k=x) S b )

Figura 33: Um quarto de veiculo. Figura extraida de [6].

m, = 70Kg, by = 2500Ns/m, k1 = 176000N/m e k,; = 27000N/m.
Duplique e quadruplique o amortecimento, e compare as respostas.
Considere a saida como a amplitude de deslocamento da massa my. Caso
queira verificar a amplitude de deslocamento de ambas as massas, estude mais
sobre o comando:

opts = stepDataOptions (/' InputOffset’, [0 0],’StepAmplitude’, [0
0.251).

Figura 34: Entrada da pista.



SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Como jé discutido, a simulagdo de um sistema consiste na solucdo de suas equa-
¢Oes diferenciais para condi¢des iniciais e condi¢des de contorno diferentes de
zero. Condigdes de contorno séo as entradas do sistema.

Neste Capfitulo serd visto como se pode utilizar o MATLAB para resolver equa-
¢Oes diferenciais lineares e ndo lineares. No MATLAB, ha diversas funcdes, cha-
madas solucionadores, do inglés solvers, que utilizam o método Runge-Kutta em
passo varidvel para resolver equacdes diferenciais numericamente. Os dois soluci-
onadores mais utilizados sdo a func¢do ode45 e a fungdo odel5s. A fungdo bésica,
e que deve ser sempre testada primeiro, é a ode45, que utiliza combinagdo dos
métodos de Runge-Kutta de quarta e quinta ordem. Se a solugdo da equagdo com
esse solucionador apresentar problema de convergéncia ou erro, entdo utilize a
funcdo odel5s.

A sintaxe para equagdes diferenciais de primeira ou segunda ordem é basica-
mente a mesma. No entanto, os arquivos .m sdo bastante diferentes.

8.1 EDO DE PRIMEIRA ORDEM
A funcdo ode45 foi projetada para lidar com o seguinte problema geral:

y="flt,y)  ylto) =yo (15)

onde t é a varidvel independente, y é um vetor de varidveis dependentes a serem
encontradas e f(t,y) é uma funcdo de t e y. O problema matematico é especificado
quando o vetor de fung¢des do lado direito da Equacdo 15, f(t,y), é definido e as
condigdes iniciais, y = yg no instante tg, sdo fornecidas.

A sintaxe bésica para ode45,

» [tout,yout]=o0ded5 (@ydot, tspan,y0,options);
onde @xdot é uma function cujas entradas sdo t,y e a saida é um vetor coluna
(ntimero de linhas igual & ordem da equacdo) que representa dy/dt, isto é, f(t,y).
O vetor tspan=[t0, tf] define o intervalo de tempo da simulacdo’; e y0 é
a condigdo inicial. O argumento options refere-se aos recursos avangados dos
solucionadores, e ndo serdo tratados aqui. Procure na Internet informacoées sobre
o argumento, que é criado com a fung¢do odeset.

Enfim, essa funcdo integra o sistema de equagdes diferenciais definido por y =
f(t,y) do tempo inicial t0 ao tempo final tf com condig¢des iniciais y0. Melhor
maneira de entender essa confusdo toda é com um exemplo...

Dado o sistema descrito pela Equacao 15:

2. _
{ty —y+3t 1<t<4
y(1) =-2

Inicialmente, cria-se a fungdo ydot,

function dydt= ydot(y,t);
dydt=(y+3xt) /t"2;
3 end

1 Quaisquer valores intermedidrios especificos entre t0O e tf em que se deseja saber a solugdo podem
ser adicionados em tspan, utilizando tspan = [t0, tl, t2, ..., tf]
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A condigdo inicial dada é que y = —2 para tp = 1 e queremos integrar 1 <t < 4.
O seguinte conjunto de comandos mostra explicitamente a solucéo,

tspan = [1 4]; $vetor intervalo de integracao
2 y0 = =-2; %$condicao inicial
[tout,yout] = oded5(@ydot,tspan,y0); %$resolve o problema

plot (tout, yout)

8.2 EDO DE SEGUNDA ORDEM

Para resolver uma equacdo de segunda ordem (ou superior) com os solucionado-
res de EDO do MATLAB vocé deve, inicialmente, escrever as equagdes na forma
de varidveis de estado (i.é, reduzir a ODE dada para uma série de equagdes de
primeira ordem). Considere o exemplo,

5+7y+4y=ut) 0<t<e6

para u(t) = sin(t) e condigdes iniciais y(0) =0 e y(0) = 9.
Define-se duas novas variaveis, x(1) e x(2) de modo que,

x(1) =y
x(2) =y;
e
x(1) =x(2)
X(2) = = gult) — 3x(1) — Lx2)

Préximo passo é criar uma fun¢do que calcule os valores de x(1) e x(2) e
armazene-os em um vetor coluna,

1 function xdot=estado_1 (t, x)
xdot=[x(2); (1/5)*(sin(t)—-4*x(1)-7*x(2))]1;
end

E, para utilizar a fungdo ode45,

[t,x]=0ded5 (@estado_1,[0,6],[0,9])
> plot(t,x(:,1))}

A matriz x tem o comprimento da varidvel t. Cada coluna de x é uma varidvel
dependente diferente. Por exemplo, em nosso caso, a primeira coluna representa
y a cada instante e a segunda coluna, . Para plotar as duas fung¢des x(1) e x(2)
versus t, utilize a funcdo plot (t, x); no exemplo, serd plotado apenas x(1) =y
usando o comando plot (t,x(:,1)).

8.3 MODELO DE UM PENDULO NAO LINEAR

Esta se¢do é um resumo do exemplo apresentado em Palm III [16], capitulo 9,
péginas 389-392. O exemplo refere-se a um péndulo de massa m concentrada na
extremidade de uma haste de massa desprezivel, como mostrado na Figura 35. A
equacdo de movimento do sistema &,

éJr%sinB:O

Suponha L = Tm e g = 9,81m/s?. Utiza-se 0 MATLAB para resolver a equagio
para 0(t) em dois casos: 8(0) = 0,5rad e 0(0) = 0, 8nrad, sempre com 6(0) = 0.
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(o)

s
L
| T

Figura 35: Péndulo.

8.3.1 Linearizagdo do problema

Para 4ngulos pequenos, sin® ~ 6, tornando a equagéo linear,
0+-0=0
1

cuja solugdo é trivial,

o(t) = 0(0) cos \/gt

para 0(0) = 0. Assim, a amplitude de oscilagio é 0(0) e o periodo é T = 2rt\/L/g =
2,006s

8.3.2  Equacgdes de estado

Sejam x(1) =0 ex(2) = 8,

x(1) =06 =x(2)
x(2) =6 = —% sinx(1)

Dessa forma, soluciona-se os dois casos propostos gerando a function,

function xdot=pendulum(t, x)
g=9.81; L=1;
3 xdot=[x(2); -(g/L)*sin(x(1))];
end

e os comandos (cuidado com o comando gtext, aprenda a usé-lo),

[ta,xa]=0ded5 (@pendulum, [0,5],[0.5,0]);
[tb, xb]=0de45 (@pendulum, [0,5], [0.8%pi,01);
plot (ta,xa(:,1),tb,xb(:,1));

xlabel (' Tempo [s]');

ylabel (" Angulo [rad]’);

gtext ("Caso 1i’),gtext ('Caso 27);

A solugdo estd ilustrada na Figura 36.

84 SISTEMA DE VARIAS EQUAQ(N)ES NAO LINEARES ACOPLADAS

Para o seguinte sistema acoplado de equacdes diferenciais,

2

=z~ +tanz
1{ L (16)
z=yYy+z+cosz
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Figura 36: Solucdo do péndulo para duas condigdes iniciais.

define-se as seguintes varidveis,

(17)

(18)

A solugdo, via MATLAB, é a seguinte (Figura 37),

couplode = Q@ (t,x) [x(2); x(4)"2 + tan(x(3)); x(4);
X (2)+x (4)+cos (x(3))1;

[t,x] = oded5 (couplode, [0 0.4999xpi], [0;0;0;01);

figure (1)

% Lembrando que x = [y, ydot, z, zdot]

plot (t, x)

grid

str = {'S$S$ y $8','S$S \dot{y} $$', 'S$S z $S', 'S$S$ \dot{z} S$S'};

legend(str, 'Interpreter',6 'latex', 'Location', 'NW'")

% ou

y=x(:,1);

ydot=x(:,2);

z=x(:,3);

zdot=x(:,4);

figure (2)

plot (t, zdot)

legend ({'$$ \dot{z} $$'}, 'Interpreter', 'latex')
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Figura 37: Solucédo do sistema acoplado de equagoes diferenciais dado pela Equagao 16.

8.5 EXERcIcIOS

1. Calcule e plote a seguinte equagdo (defina os limites),
dy .
1OE+9:2O+7sm2t y(0) =15

2. Encontre as equagdes de movimento para o sistema ilustrado em Figura 38
e simule o modelo no MatLab. Considere os dados: J; = 2000kgm?, J, =
1000kgm?, k1 = 310°Nm/rad, ko, = 810*Nm/rad, by = 3100Ns/rad, c; =
3210Ns/rad, n =D,/D; =1,5.

Figura 38: Trem de engrenagens de um sistema de gerador e turbina.

3. Considere em um péndulo invertido montado em um carrinho motorizado,
conforme Figura 39. O sistema de péndulo invertido é um exemplo comu-
mente encontrado nos livros didéticos do sistema de controle e literatura
de pesquisa. Sua popularidade deriva, em parte, do fato de que é instavel
sem controle, ou seja, o péndulo simplesmente caird se o carrinho nédo for
movido para equilibra-lo. Além disso, a dindmica do sistema ndo € linear. O
objetivo do sistema de controle é equilibrar o péndulo invertido aplicando
uma forga ao carrinho ao qual o péndulo esta preso. Um exemplo do mundo
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real que se relaciona diretamente com este sistema de péndulo invertido é o
controle de atitude de um foguete na decolagem.

M= 42

m= 0,106

a= 00144
b L= 0122

I= 385E-3

b= 7

g= 98

Figura 39: Péndulo invertido montado em um carrinho motorizado.

Neste caso, consideramos um problema bidimensional onde o péndulo nédo
se move no plano vertical. Para este sistema, a entrada de controle é a forca
aplicada F que move o carrinho horizontalmente e as saidas sdo a posi¢ao
angular do péndulo 6 e a coordenada de posi¢do horizontal do carrinho x.
Desse modo,

* Deduza as seguintes equac¢des de movimento:

F—bx=(M+m)%—mLcos6 +mLb? sin O
—x@ = —mXLcos0 + (mL2 —i—I) 0 — mgLsin@

¢ Faca uma simulagdo e comente os resultados.

¢ Linearize o problema e compare os resultados.

. Quando seu corpo é exposto a vibragdes, tais como quando passeando em
um carro, pessoas que ndo possuem o pescoco suficientemente rigido freqiien-
temente respondem a este estimulo com severas dores de cabeca e tonturas.
Um fabricante de carro quer projetar um novo carro, no qual estes proble-
mas sejam minimizados . A Figura 40 mostra um modelo mecéanico de um
corpo humano sentado. As pernas ndo sdo modeladas, pois ndo contribuem
para a potencial oscilagdo do corpo. Monte o modelo matematico do sistema.
Considere que a entrada é uma forga periddica com freqiiéncia de 1 Hz e a
saida de interesse é a distancia entre a cabega e o corpo. Faga uma simulagao
e comente os resultados.

. O sistema de transmissdo do Porshe Panamera S E-Hybrid 2014 é mostrado na
Figura 41. Destaca-se o caminho da unidade de propulsdo, com os motores
elétrico e a combustdo até as rodas traseiras. O bindrio gerado pela com-
bustdo e forcas de eletro-magnéticas da unidade de propulsdo é aplicado
ao volante de inércia do motor de combustdo e ao rotor do motor elétrico.
Ambas as partes tém inércia significativa e constituem a primeira massa do
sistema MMAM (Massa-Mola-Amortecedor-Mola). O eixo de transmissdo
que liga a unidade de propulsdo com o diferencial tem rigidez limitada e
atua como uma mola. A elasticidade do eixo resulta no amortecimento. Final-
mente, a inércia do diferencial e as rodas traseiras podem ser considerados
como a segunda massa do sistema.
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Head
=12
M=% T35,

o | |
k; = 0.3 kgsec LHB1=0.8 kgooc]

Upper Torso

M, =14kg Tx
k2= ‘[ B2 =

8 kgsec'2 Ll_‘ 10 kgsec‘1
Arms kg= Bg = 12 kgsec'!
T Mj3=32kg|3 kgsec?

X3

2

Lower Body
M4 =24 kg

T,
le

Figura 40: Modelo do corpo humano sentado. Dados médios para um humano adulto. Fi-
gura extraida de [18].

Massa 2:

Massa 1:
Mecanismos/motor

o

Amortecedor:
Elasticidade do eixo de transmissdo

Mola:
Rigidez do eixo de transmissdo

Figura 41: Sistema de transmissdo do Porshe Panerama, modelo 2014.
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O modelo dinamico do sistema estd ilustrado na Figura 42 e pode ser defi-
nido através das seguintes equagdes diferenciais,

91 = W1
ezzwz
d)]:]l[k(62761)+d(w27w1)+1m] (19)
1
wy = ;2 k(07 —02)+dw; — (d+b) wy]
d
8, o, X

Figura 42: Esquematizacdo do sistema MMAM.

Estude o modelo dindmico para as varidveis definidas na Tabela 15.

Nome Descricao Valor

J1 Momento de inércia da primeira 3.75 10~ 6kgm?
massa

]2 Momento de inércia da segunda  3.75 10~ °kgm?
massa

k Rigidez torsional do eixo 0.2656Nm/rad

d Amortecimento torcional do 3.215 10>Nms/rad
eixo

Tm Torque do motor 10 1072Nm

b Atrito viscoso 1107°Nms/rad

Tabela 15: Pardmetros do sistema MMAM.
6. A equacdo de movimento para um foguete em voo vertical préximo a Terra,

Figura 43, pode ser obtida da segunda lei de Newton,

d

2 mOV(R)] = Fr+Fp +Fg

onde v(t) velocidade vertical (v =0 quando t = 0).

Fr é a forca de propulsao,

Fr=c—
T=cg

onde c é a velocidade de escape. A forca de arrasto, Fp é dada por,
1
FD = —E CD psz

onde Cp é o coeficiente de arrasto, p é a densidade do ar, A é a drea da
secdo transversal do foguete.
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Fn+ Fg

1l

om0 wﬁ(t)

e| Tom

Figura 43: Foguete em lancamento vertical.

A forca da gravidade Fg é dada por

Fg = -—m(t)g

A massa m(t), em kg, do foguete varia devido ao consumo de combustivel,
ié,
m(t) = mg — Bt
onde my é a massa inicial. O foguete consome combustivel a uma taxa £,
em kg/s, por um periodo de T s.
A aceleracdo da gravidade g(t) é dada pela relacdo,
RZ

g_gO(R+T)2,

onde r é a altitude do foguete acima da superficie da Terra (x = 0 quando
t =0), R é o raio da Terra, go é a gravidade na superficie da Terra. Como o
enunciado refere-se a uma trajetoria proxima a Terra, considera-se a gravidade
g constante.

Considere os dados da Tabela 16, e determine :
* a velocidade méxima alcancada pelo foguete;
¢ a altitude médxima alcangada pelo foguete;
.
para os seguintes casos:
* desprezando arraste e forca de propulsdo constante Fr = 4.74N;
¢ considerando arraste e forca de propulsdo constante Fr = 4.74N;

¢ considerando arraste e for¢a de propulsdo de acordo com a listagem
abaixo. DICA: use interpolagdo para achar a forca no instante f, com o co-
mando: interpl (T,F,t) ;
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p = 1.225kg/m3
Cq=04

d = 0.0343m

A =mx(d/2)?m?
B =5.810"3kg/s
mo = 0.1173kg
c=817m/s
T=1.86s

go = 9.8m/s?

Densidade do ar

Coeficiente de arrasto

Diametro do foguete

Area da segao transversal do foguete
Taxa de queima de combustivel
Massa inicial

Velocidade de escape

Tempo de queima do combustivel

Aceleragdo da gravidade

Tabela 16: Parametros do protétipo de um foguete.

.2090
.4750
.0630
.6560

P P O O O

11.4460
4.4480
4.3530
4.4480

.0310 0.0920 0.1390 0.1920
.2310 0.2480 0.2920 0.3700
.6710 0.7020 0.7230 0.8500
.2110 1.2420 1.3030 1.4680
.8210 1.8340 1.8470 1.8600];
.9460 4.8260 9.9360 14.0900
.3810 6.1510 5.4890 4.9210
.2580 4.5420 4.1640 4.4480
.3530 4.0690 4.2580 4.3530
.4480 2.9330 1.3250 0]
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Parte IV

AULA o4 - TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace permite a solu¢do de uma equagao diferen-
cial ordindria de coeficientes constantes através da resolucdo de uma
equacdo algébrica.



NUMEROS COMPLEXOS

9.1 O NUMERO IMAGINARIO

O ntimero imagindrio v/—1 ja estd definido no MATLAB pelas variaveis i ou j,

» 7
ans =
0.0000 + 1.00001
» i
ans =
0.0000 + 1.00001

Um ntimero complexo z € C pode ser escrito na pode ser definido pelo par
ordenado (x,y) de ntimeros reais x e y, ou por suas coordenadas polares 1,6,

z=x+yi z=r1e% =1 (cos0+1isin0)

onde x,y sdo a parte real e imagindria, respectivamente; e v e 8 sdo niimeros reais
e representam, respectivamente, o médulo e o angulo ou fase de z,

T =zl = Vx2 +y2

0=/~z= arctan‘i

A representacao gréfica de um ntmero complexo z € C feita no plano complexo
estd ilustrada na Figura 44a.

2 . . El)fo
........................... imaginario

©

£ S

@ -
= -
T r 2 z=e®
L \

Eixo real 6 \
| 6 :
x = |z| cos @ } I _
| | Eixo

° \ ' real
=

BT

£

on

1] b

E : 3

£ P

o

2

i galiis

(a) Plano s. (b) z = e'f,

Figura 44: (a) O Plano s, em coordenadas cartesianas e polares; (b) circunferéncia de raio 1
centrada na origem do plano s.

Outro resultado bastante util é,
e =1, ve

ou seja, z = €' ¢ um ponto de uma circunferéncia de raio 1, centrada na origem

do plano s, cujo dngulo com o eixo real positivo é 0 (Figura 44b).
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9.2 OPERAGOES MATEMATICAS

Para definir um nimero complexo faz-se, por exemplo:

» z1 = -1 + sqgrt (3) *1i
z1l =

-1.0000 + 1.73211i
»z2 = -1 - 21
z2 =

-1.0000 - 2.00001

Observa-se que o sinal de multiplicagdo < * > foi necessério depois da expres-
sdo sqrt(3), em z1, mas ndo foi necessario depois do ntimero 2, em z2.

9.2 OPERACOES MATEMATICAS

Seguem as regras bdsicas para operagdes de ntimeros complexos. Caso tenha al-
guma duvida, recorra ao seu material das aulas de cédlculo ou [4].
Dados os ntimeros complexos z1 e z,

z1=x1+ty1t  z2=x2+Yy2l
a soma, subtra¢do, multiplicacdo e divisdo, sdo dados, respectivamente, por:

z1+2zp = (x1 +x2) +1i(y1 +y2)
z1 —2z3 = (x1 —x2) +1i(y1 —y2)
z1z22 = (x1%2 —y1y2) + (x1y2 +x2y1) i

Z1 X1X2 —Y1Y2 . [ X1Y2 +Xx2Y1
;: — 7 yzy +1 7% Zy ’ z #0
2 X3 tY3 X3 tY3

Reescrevendo os nameros complexos z7 e zz,
z1 =711 (cos07 +1sin07) z7 =715 (cos0y +1sin6>)
Pode-se provar que,
2122 =111 [cos (01 +602) +1isin (07 + 02)]

Um caso particular, de interesse, seria o produto em que um dos complexos tem
moédulo unitdrio. Neste caso o resultado pode ser interpretado meramente como
uma rotagdo de sua representagdo polar. Isto é, com 1, = 1, tem-se:

z1zp =17 [cos (07 +03) +1isin (07 +63)]
Para poténcia de um ntimero complexo,

z cos (nB) 4+ isin (no)]

Ainda, exponenciacdo e logaritmo de um ntimero complexo podem ser defini-
dos como,

e = e~ (cosy +isiny)

Inz=Inr+16

Assim:
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» z3

z3 =

»z4

»z5

z5 =

»Z6

z6 =

z14+2z2

-2.0000 - 0.26791
z1l — z2

0.0000 + 3.73211
z1lxz2

4.4641 + 0.26791
z1/22

-0.4928 - 0.74641

E sempre bom lembrar que...

»z7

z7 =

»Z8

z8 =

»z9

z9 =

1/1

0.0000 - 1.00001
2/1

0.0000 - 2.00001
1/(23)"~ 2

-0.2500

9.3 FUNCOES

9.3 FUNGOES

Para transformar diretamente o ntimero complexo z = x + yi para polar, tem-se o
comando cart2pol,

» z =1 + 21
7 =
1.0000 + 2.00001
» [theta, r] = cart2pol(real(z),
theta =
1.1071
r =
2.2361

imag(z))

Ou, alternativamente, pol2cart, para o caminho inverso,

» theta=1.1071; r=2.2361;
»[x, y] = pol2cart (theta, r)
x =

1.0001

2.0000
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9.3 FUNGOES

Qualquer fungdo existente no MATLAB pode ser utilizada tanto para ntime-
ros reais como para nimeros complexos. As fun¢des mais comuns sdo definidas
pelos comandos abs (médulo), angle (fase ou angulo), exp (exponencial), log
(logaritmo neperiano). Além dessas fung¢des tem-se as fungdes real (parte real de
ntimero complexo) e imag (parte imagindria de niimero complexo).

A seguir apresentam-se exemplos de utilizacdo dessas fungoes:

» z = -1 + 1
7z =

-1.0000 + 1.00001
»imag (z)
ans =

1
»real (z)
ans =

-1
»abs (z)
ans =

1.4142
»angle (z)
ans =

2.3562

Note que a unidade para angulos utilizada pelo MATLAB é radianos. Se vcoé
quer saber o dngulo em graus deve fazer a conversdo,

» angle (z)*x180/pi
ans =

135

De maneira geral,

» exp(z)
ans =
0.1988 + 0.30961
» log(z)
ans =

0.3466 + 2.35621

Ou, finalmente, como discutido na Figura 44b,
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» exp (01)
ans =
1
» exp (pixi)
ans =
-1.0000 + 0.00001
» exp(pi/2+*1)
ans =
0.0000 + 1.00001
» exp (-pi/2+*1)

ans =

0.0000 - 1.00001

EXERCICIOS

. Use MATLAB para calcular eln/3 el—1 —3mi/4

. Use as fun¢des do MATLAB para calcular a forma polar dos ntimeros com-
plexos 2 —51, 3+ 71, 6+ 4i.

. Use as fun¢des do MATLAB para converter os ntimeros complexos da forma
polar para forma padrao: 4e>t, —6e 31, 2e™21,

. Dado z = 3e'/3. Use as fun¢des do MATLAB para calcular 22,23, 1/z and
z+1.



FUNCAO DE VARIAVEL COMPLEXA

10.1 INTRODUCAO

Seja s um ndmero complexo qualquer pertencente a um conjunto S de ntimeros
complexos. Dizemos que s é uma varidvel complexa se a parte real e/ou imagina-
ria forem varidveis. Particularmente, define-se s como,

s =o0+iw, (20)

onde o é a parte real e iw a parte imaginaria da varidvel complexa.
Se, para cada valor de s, o valor de outro ntiimero complexo w é determinado,
entdo w é uma fungdo da varidvel complexa s no conjunto S:

w = G(s)

A funcio complexa w = G(s) da varidvel complexa s é um mapa de pontos do
dominio, isto é, do plano complexo s = o+ iw para pontos da imagem, isto é,
para pontos no plano complexo, expressos pela soma das suas componentes real
e imaginaria,

G(s) =u(o,w) +iv(o, w)

onde u(o, w) e v(o, w) sdo quantidades reais.
Por exemplo,

G(s)=s2—2s+3
= (0+iw)? —2(c+iw)+3
= (0? —w? —20+3)+i2ow —2w)

donde,

u(o,w) =0 —w?—20+3

v(o,w) =20w — 2w

Sendo G(s) um ndmero complexo, obedece as mesmas defini¢des e proprieda-
des estabelecidas no Capitulo 9. Em particular:

e Valor absoluto de G(s): |G(s)| = VuZ +v2
* Argumento de G(s): g = tan ()
10.2 LIMITE
Uma vizinhanga de um ponto sg é o conjunto de todos os pontos para os quais:
s —sol <e,
onde € é alguma constante positiva. Portanto, uma vizinhanca consiste em todos

os pontos de um disco, ou regido circular, no plano complexo, inclusive o centro
so, mas, sem incluir o circulo de contorno.
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10.3 CONTINUIDADE

Seja G uma fungdo definida em todos os pontos de uma vizinhanca de um
ponto so (ndo necessariamente no ponto sp). Dizemos que o limite de G, quando
s tende a sg, é Wy, 1.6,

lim F(s) = wg
S—So

se, para qualquer e > 0 existe um ntimero 6 > 0 tal que:
IG(s) —wol < €,sempre que |s —sp| < b (s #so)
Se existe o limite de G no ponto sy entdo este limite é tinico.

Teorema 1 Sejam

G(s) =u(o, w) +iv(o, w), s =o0+1iw, So = 0p + 1wy

Entio,
lim G(s) = lim u(o, w) +1 lim v(o, w) =ug +ivg
S—=So (O'rw)—>(0'0;wo) (O-rw)_)(o_()/wo)

onde os dois iiltimos limites sido de fungdes reais de duas varidveis reais.
Teorema 2 Sejam, F e G fungdes cujos limites existam em sg :

Iim G(s) =wy lim F(s) =W,

S—Spo S—Spo
Entio

lim [G(s) £ F(s)] =wo+ Wy

lim [G(s)F(s)] = woW,
S—Spo
. [G(s)] _ wo
Jm [F(s)} “w, WeFO

10.3 CONTINUIDADE

Uma funcéo F é continua num ponto sg se, e somente se,

Iim G(s) = G(sp)

S—Spo

A fungdo f diz-se continua se for continua em todos os pontos do seu dominio.

10.4 DERIVADA E AS RELAQ@ES DE RELA(;GES DE CAUCHY-RIEMAN

Da mesma maneira que se deriva uma fungdo real g(x) em relagdo a variavel real
X, pode-se derivar uma funcdo complexa G(s) em relagdo a varidvel complexa s,

dG(s) lim G(s+ As) —G(s)
ds  As—o0 As

A diferenga é que o incremento As a partir de um ponto qualquer e arbitrario s
pode ocorrer em qualquer uma das infinitas dire¢des possiveis no plano complexo
s. Para que a derivada exista no ponto é necessario que todas as infinitas direcdes
tenham o limite exatamente igual.

Retornando a definicéo,

G(s) =u(o, w) +iv(o, w)
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onde s = 0+ iw. O incremento da varidvel independente s a partir de sy sera,
As=s—sg=0+1iw— (09 +iwg) = (0—0g) +i(w — wp) = Ao +1iAw
O incremento de G(s) serd

AG(s) = G(s) — G(sg) =u(o, w) +1iv(o, w) — [u(og, wo) +iv(og, wo)]
= [u(o, w) +iv(o, w) —u(og, wo)l +1iv(o, w) +iv(o, w) —v(og, wo)l
= Au+1iAv

Como u(o, w) e v(o, w) e sdo fungdes reais teremos (para incrementos infinite-
simais),

0
Au = o Ao+ a—u Aw
oo o=0( ow o=0(
w:wo =W
0 0
A= Aot Aw
00 o=0( ow o=0(
(,U:(,Uo w=w

Como qualquer direcdo tem que dar o mesmo limite, vamos escolher duas dire-
¢des independentes: ao longo do eixo real o, portanto Ao Ve Aw =0,

dG(s) : AG(s) lim Au+iAv  du i ov
ds As»0 As  Ac—0 Ao 30| o=op 90| =0
w=w w=wy
e ao longo do eixo imagindrio iw, portanto Ac =0 e Aw V,
dG(s) .. AG(s) lim Au+iAv = du ov
ds  As5»0 As  Aw—0 iAW 0Ww|o-oy  OW| =0y
w:wo w=w

Igualando as equagdes acima teremos as condigdes necessdrias e suficientes
para que exista a derivada de G(s) no ponto sp, conhecidas como as condigdes
de Cauchy-Riemann. As relagdes de Cauchy-Rieman, para qualquer ponto sg, sdo
dadas por,

ou  0v ov ou

bl e o __
00 Odw 0o ow

Obedecer as relagcdes de Cauchy-Rieman é condi¢do necessdria e suficiente para

a existéncia da derivada de uma funcdo em determinado ponto (ver detalhes em

[4])-

Teorema 3 Se a derivada G'(s) de uma fungio G(s) = u(o, w) 4+ iv(o, w) existe em um
ponto sg, entdo as derivadas parciais de primeira ordem, em relagdo a o e w, de cada uma
das partes u e v existem neste ponto e satisfazem as relacdes de Cauchy-Rieman. Além
disso, G'(s) é dada em termos dessas derivadas parciais de acordo com:

dG(s) du  .0v ov , 0u

ds 90 90 dw ow

Teorema 4 Sejam w e v fungdes reais e univalentes das varidveis o e w as quais, jun-
tamente com suas derivadas parciais primeiras, sido continuas no ponto sg. Se essas de-
rivadas satisfazem as relagdes de Cauchy-Rieman neste ponto, entdo G'(s) da fungio
G(s) = u(o, w) +iv(o, w) existe, sendo sg = 0o + iwo.
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10.5 FUNGOES ANALITICAS

Uma fungdo G de varidvel complexa s se diz analitica num ponto sg, se sua deri-
vada G'(s) existe ndo s6 em sp, como também em todo ponto s de uma vizinhanga
arbitrariamente pequena em torno de so.

Se uma fungdo é analitica em algum ponto de cada vizinhanca de um ponto sg
exceto no préprio ponto sp, entdo o mesmo é chamado ponto singular, ou singula-
ridade da funcdo. Um ponto singular que resulta em G e suas derivadas tendendo
a infinito é chamado de polo da funcdo. Por exemplo, a fungdo

1

C8) =

tem pontos singulares isolados em s = 0, s = 2i e s = —2i. Veremos que os polos
possuem um papel importantissimo na andlise e projeto de sistemas dindmicos.

Desde que as hipéteses dos teoremas da secdo de derivadas sejam observadas
num dominio D os seus resultados sdo suficientes para garantir que uma fungao
F seja analitica nesse mesmo dominio.

Dadas duas fungdes analiticas F e G em um dominio D, sua soma ¢é analitica
em D, seu produto é analitico em D e seu quociente é analitico no mesmo do-
minio desde que a fun¢do do denominador ndo se anule em D. Em particular,
o quociente P/Q de dois polindmios é analitico em qualquer dominio no qual

Q(s) #0.

10.6 DERIVADAS NO MATLAB

As seguintes functions,

function [zderiv] = dds(f,x,y,z)
syms x y real;
syms s complex;

4 s = x + ixy;
s_deriv = (diff(f, 'x'))/2 - (diff(f,'y"))=i/2
end
function [zbarderiv] = ddsbar (f)

syms x y real;
syms s complex;

4 s = x + ixy;
sbar_deriv = (diff(f, 'x'))/2 + (diff(f, 'y'))x1i/2
end

calculam, respectivamente, a derivada da funcdo complexa f em funcdo de s e
de seu conjugado 3.

Por exemplo, ap6s ativar as fung¢des acima, digite as informagdes necessarias ao
MATLAB, a fim de fazer célculos complexos,

» syms x y real
» syms s complex

» s = X + ixy

Depois defina uma fungéo,

» £ = s"2

Finalmente digite dds (£). O MATLAB ir4 fornecer uma resposta equivalente
a 2(x+1iy), que é a diferenciagdo de s? com respeito a s. Se, por outro lado, vocé
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digitar no prompt do MATLAB, ddsbar (£f), vocé vai obter uma resposta 0, que é
a diferenciagdo de s* com respeito a s.

10.7 EXERcicIOS

1. Para praticar, dadas as fungdes s e seu conjugado §, calcule:

3 6 2

2 s§

i5253 9 sinss —s“5° e
0s 0s 03 05
2. Verifique se cada uma dessas fung¢des obedece as relagdes de Cauchy-Rieman
onde quer que seja definida:

® F(s) =sins— %;
* F(s) = e2s—s’ _ 2,
. Fls) = 5

* F(s) =s(tans+s);

3. Verifique se cada uma dessas fungdes NAO obedece as relagdes de Cauchy-
Rieman onde quer que seja definida:

o F(s) = Is|* —Is?;

hd F(S) = Szi_1 7
e F(s) =5 (5% —5s);
® F(s) =5sinscos§;

4. The function F(s) = s2 — s> obedece as relagdes de Cauchy-Reiman? A parte

real u descreve um fluxo de estado estacionario de calor em um disco uni-
tario. Calcule a parte real u. Verifique se u satisfaz a equagdo diferencial
parcial,

00
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

11.1 INTRODUGAO

A Transformada de Laplace é um método operacional que pode ser utilizado para
converter fun¢des comuns, como senoidais, exponenciais, etc..., além de diferen-
ciais e integrais, em funcdes algébricas de uma varidvel complexa s. Depois de
manipular as equagdes, retorna-se ao dominio do tempo t através da inversa (Fi-

gura 45).

Modelo do problema em
equacdes diferenciais T ErrRc Rl
Dominio do tempo [t] Laplace

Manipulacdo algébrica

Dominiode Laplace [s] de equacdes

Transformada Solugédo
Inversa de Laplace Dominiodo tempo [t]

Figura 45: Transformada de Laplace: método ttil para resolver equagdes diferenciais.

O matematico francés Pierre Simon Laplace (1749-1827) descobriu um meio de
resolver equagdes diferenciais que consiste em,

e Multiplicar cada termo da equagdo por e S%;

. Integrar cada termo, em relagdo ao tempo, de 0 a oo; s é uma constante, com
unidade de 1/tempo.

A transformada de Laplace £ [y(t)] de uma fungdo y(t) é definida como,
Clylt] = | “y(e*tae=Y(s) (21)
0
A edicdo anterior do livro texto [15] tem o Capitulo 2 dedicado ao estudo da
Transformada de Laplace. Aqui, apresentamos apenas Tabela 17 e Tabela 18, com,

respectivamente, os pares de transformadas de Laplace e as propriedades das
transformadas.
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y(t) Y(s)
Impulso unitario 5(t) 1
Degrau unitario 1(t) %
1
Ram]pa t i
n— _ 1
m,n—],z,g)... o
t",n=1,23.. =

_at 1
e sta

—at 1
te (s+a)?

t" ! n—1_—at _ 1
7(n7”!t e %Y n=1,23.. Gra)™

n—1,—at _ B
t e ,n=1,273.. G

_w
sin wt sZtw?
cos wt 2+ w2
sinh wt ﬁ
cosh wt S2—w?

1 —at 1
a (1 € ) s(s+a)

1 —at —bt 1
b—a (e ¢ € ) (s+a)(s+b)

1 —bt —at s
pq (be ae” ) (s+a)(s+b)

1 1 —at —bt 1
‘ab [1 + a—b (be ¢ ae )] s(s+a)(s+b)
1 _ at —at 1
a? (1 € ate ) s(s+a)?

1 _ —at S
= (at T+e ) s2(s+a)

—at ;3 R A
e sin wt Gra)iwr

—at s+a
e cos wt (S+a)2+2w2

WDn —Cwnt o _ 72 . wy
me sin (wn 1-¢ t), 0<C<1) T wrsTwl
1 lwnta 2. _ Vi1-¢? wh

Me sin (wn 1— (4t c])), ¢ = arctan z T2 CwasTwl
0<l<1,0< ¢ <m/2)

1wt 2. _ Vi1=¢? wi
1 me sin (wn 1—C~t d)), ¢ = arctan z T 2twnsTwl)
0<l<1,0<d<m/2)

1 —cos wt _w?
s(s2+w?)
wt —sin wt ot
si s2(s2+w?)

sin wt — wt cos wt %

(s24+w?)

1 : s
>—tsin wt —
2w (Sz+wz)2

2 2
tcos wt S
(sz+w2)2
1 2 2 s
——— (coswit—coswyrt), (W w
wi—w? ( 1 2t) ( 17 2) (sz+w%)2+(sz+w%)z

1 (e 2
>— (siIn wt 4+ wtcos wt —
2w ( ) (Sz+wz)2

Tabela 17: Transfomada de Laplace. Tabela extraida de [15].
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Funcéo ‘ Transformada Comentério
L lay(t) +bg(t)] allyt)]+bLg(t)] = a¥Y(s) +bG(s) Linearidade
Lly(t) = g(t)] LY LIg(t)] =y(s)G(s) Convolucio

r t

Jy(t) dt] Y(:) +1 U y(t) dt] Integral

L d d —00 t=0

Soutel] &L y(0)] = 5¥(s) ~ o, (yo = y(0))

W‘J(t) Fivl £ ly(t)] = s2Y(s) — syo —Y5 Derivada

r dan an _

dtfny( ) dt—nﬁ[y(t)] :s“Y(s)—sn_1y()—...—51_4(()n 2)

t
U(a)} aY(as) Mudanga de escala do tempo
Transformada de uma funcédo

£ [em*ty(t)] Y(s+a) multiplicada por uma exponen-

cial é uma funcéo transladada.

Transformada de uma funcéo
transladada fica multiplicada
por uma exponencial.

Transformada de uma fungio
multiplicada por t é a derivada
de Y(s)

Transformada de uma funcédo
dividida por t é a integral de
Y(s)




11.1 INTRODUGAO

Nota-se, pelo item 3 da Tabela 18, se

t
U y(t) dt] =0
—o0 t=0

entdo integrar no dominio do tempo t equivale a dividir por s no dominio da
frequéncia

Para o item 4 da Tabela 18, os termos y(0), sy(0), y’(0),..., sdo chamados residuos.
Caso y(t) tenha condig¢des iniciais nulas,

y(0) =0,y’(0) =0,y"(0) =0, ...

entdo os residuos sdo todos nulos e derivar no dominio do tempo t equivale a
multiplicar por s no dominio da frequéncia,

o cftym] — 6¥(s)

- dz )
c dtzy(t)] — $2¥(s)
L ctlit% (t)} =s"Y(s)

De acordo com o item 5 da Tabela 18, se o eixo da variavel t for encolhido
(0 < a < 1), entdo a transformada de Laplace de y(t) ficard esticada em s. Se,
por outro lado, (a > 1), entdo, o eixo da varidvel t serd esticado e a transformada
de Laplace de y(t) ficara encolhida em s.

Calcular a transformada de Laplace Y(s) de uma fungao y(t) é bastante simples
no Matlab; o comando é Y=1laplace (y, t, s). Porém, inicialmente, vocé precisa
especificar que as varidveis t e s sdo simbolicas. Isso é feito com o comando,

» syms s t

Em seguida, define-se a fun¢do y(t), e, para tornar a expressdo mais legivel,
pode-se usar os comandos simplify and pretty.

Y =

(s - 5)/(s%(s + 2)°2)
s - 5

""""" 2

s (8 + 2)

Figura 46: Resultado visto na janela de comandos do MatLab para o exemplo de uso do
comando laplace.

Por exemplo, a sequéncia de comandos para encontrar a transformada de La-
place da funcéo,

y(t) = —1.25+3.5te 2t +1.25¢ %

é (ver janela de comandos na Figura 46),

syms t s
y=—1.25+3.5+txexp (-2xt)+1.25%xexp (-2*t) ;
Y=laplace(y,t,s)

4 pretty(Y)
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que corresponde a fungéo Y(s),

s—5

Yis) = s(s+2)2

Alternativamente, pode-se usar diretamente o comando
» Y=laplace (-1.25+3.5+txexp (-2*t)+1.25*exp (-2+t)).

11.2 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

A transformada inversa de Laplace, ou seja, a determinagdo da fun¢do do tempo
y(t) a partir da transformada Y(s) pode ser obtida através da integral de inversao,

1 1 oc+1ioco
SV =yl =5 [ Vsetds, 10
2mi oc—1io0

onde o, é a abcissa de convergéncia, valor real superior a parte real de todos os
pontos singulares de Y(s). O caminho de integracao é paralelo ao eixo imagindrio,
deslocado da origem de o.

O célculo da inversdo é, aparentemente, complicado. No MatLab, no entanto,
o comando ilaplace é quase mdgico... Também é preciso definir as varidveis

simbdlicas t e s. Por exemplo, calcula-se a transformada inversa da funcédo anterior
Y(s),

s—5
Yis) = s(s+2)2

com os seguintes comandos (veja Figura 47),

1 syms t s
Y=(s-5)/(s*(s+2)"2);
y=ilaplace (Y);
y=simplify (y)
pretty (y)

(5*"exp(-2*t)) /4 + (T "t "exp(-2*t))/ 2 - &5/4

Figura 47: Resultado visto na janela de comandos do MatLab para o exemplo de uso do
comando ilaplace.

A obtencdo de y(t), sem usar diretamente a ferramenta numérica do MatLab,
pode ser mais simples do que o uso da integral de inversao ja definida e um pouco
assustadora. Normalmente, ndo se utiliza a integral de inversdo de Laplace, mas,
simplesmente, se consulta tabelas existentes. Para tal, deve-se adequar a funcao
Y(s) para a consulta a tabela decompondo-a em outras fung¢des de s mais simples.
Sera utilizado o Método de Expansio em Fragdes Parciais.

Importante ressaltar que neste método mais simples de obtencdo de y(t) a par-
tir de Y(s) pressupoe-se que a solucdo da transformada inversa de Laplace é tinica.
Esta condigdo pode ser violada no caso de admitirmos a presenca de fungoes nulas
na solugdo. Se ndo admitirmos a presenca de fun¢des nulas, devido ao seu pouco
interesse pratico, podemos invocar a unicidade da solugdo da transformada in-
versa de Laplace pelo Teorema de Lech,
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Teorema 5 Seja y(t) continua por partes em todo intervalo finito 0 < t < N e de ordem
exponencial para t > N, entdo a transformada inversa de Y(s) (obtida pela transformada
de Laplace de y(t)) é vinica, ou seja

L7 Y(s)] =y(t)

Suponha que fungdo Y(s) pode ser expressa na forma racional abaixo, como
uma fungdo de dois polindmios em s:

de modo que a maior poténcia de s em B(s) seja menor que a maior poténcia de
s em A(s) (veja em [15] o que fazer quando ndo for o caso).

A vantagem de utilizar esse método é que termos individuais de Y(s), que
resultam dessa expansdo na forma de frac¢des parciais, sdo fung¢des simples de s.

11.2.1  Expansio em fragdes parciais quando a transformada apresenta pdlos distintos

Quando os pélos sdo reais e distintos, Y(s) pode ser facilmente decomposta em
fracdes mais simples,

B
() a1 , @ . an
A(s) s+p1 s+7p2 S+Ppn

(22)

onde os coeficientes ay, k = 1,..n, sdo chamados residuos e podem ser definidos
de acordo com a férmula,

A partir dai, o calculo da transformada inversa de Y(s) é trivial:

yt) =LY =L e Vi) + £ [aaYa(s)] + o+ £ [an Yn(s)]

- (23)
=aqie Pt aye P2t 4 4 q e Pt t>0

11.2.1.1  Utilizando MATLAB

O Matlab tem comandos tanto para obter a expansao em fra¢des parciais quanto
para obter os pélos e zeros de B(s)/A(s). Considere a seguinte funcéo,

B(s) mnum bos™ +bys™ 4. +bn
A(s) den  sp+ais"!+..4+an

(24)

Dessa forma, define-se como
num = [by b, bl
den = [1 aj an]
A fungdo [r,p,k]= residue (num, den) define o residuo v, os pélos p e o
termo direto k, de modo que a expansao resulta em:
B(s) (1) T(2) r(n)
= + +..+ ———+Kk(s) 2
Als) ~s—p) s—p@ TS pm) )
Comparando a Equacdo 22 e a Equacao 25, percebe-se que p(1) = —p1, p(2) =

—P2, -, P(M) = —pn, 7(1) = a1, 7(2) = az, ..., 7(n) = an.
Por exemplo, a fun¢do (extraido de [15]),

B(s) 2534552 +3s+6
A(s)  s34+6s2+11s+6
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» num=[ 2 5 3 6];
» den=[ 1 6 11 6];
» [r,p,k]l=residue (num, den)
r =
-6.0000
-4.0000
3.0000
p =
-3.0000
-2.0000
-1.0000
k =
2

Dessa forma,

B(s) 2s3+5s°+3s+6 —6 = —4 3

_ _ 2
A(S) 1652411546 543 s+2 st1

11.2.2  Expansdo em fragdes parciais quando a transformada apresenta polos iguais

Quando a fungdo apresenta r < n pdlos iguais, Y(s) pode ser decomposta em
fragdes mais simples,
B(s) by br_1 by Oy 41 an

= + + ...+ + + ... 26
A e srpr T e Tsepen s 2

onde os coeficientes ay, k = v+ 1,...n, sdo calculados como no caso anterior; e 0s
coeficientes b, podem ser definidos de acordo com a férmula,

B
by = {(S+P1)T S}
Asle

1 dr-! + B
R e = {[(Hp') AS]}s——p1

A partir dai, o calculo da transformada inversa de Y(s) é trivial:

_ by T—1 bro1 2 —pit
y(t)—[(r_])!t +(_r_2)!t +..+byt+br|e P14

(27)
+argq e Pr+1t aTJrze*PrJrzt RS ane*Pnt

92



11.3 RESOLVENDO EQUA(;AO DIFERENCIAL COM LAPLACE

11.2.2.1  Utilizando MATLAB

O Matlab tem comandos tanto para obter a expansdo em fra¢des parciais quanto
para obter os p6los e zeros de B(s)/A(s) quando a transformada apresenta pdlos
iguais. Considere a seguinte fungdo,

B(s) mnum s2+2s+3
A(s) den  s3+3s24+3s+1

Dessa forma, define-se como

» num=[0 1 2 3];
» den=[1 3 3 1];
» [r,p,k]l=residue (num, den)
r =
1.0000
-0.0000
2.0000
p =
-1.0000
-1.0000
-1.0000
k =
(]
Veja que os polos, representados pelo vetor p sdo iguais a s = —1. Nesse caso, a

seguinte expansdo em fragdes parciais deve ser considerada,

B(s) mnum 1 n 0 n 2 (28)
Als)  den  s+1 (s41)2  (s+1)°

Verifique,a través das funcoes,

» [num,den]=residue (r,p,K);

» printsys (num,den,’s’)

num/den =

s2+2s+3
s34+3s5243s+1

que a equagcdo original B(s)/A(s) é recuperada.

11.3 RESOLVENDO EQUAQISO DIFERENCIAL COM LAPLACE

De grande importancia em nosso curso é a solugdo de equacdo diferencial pela
Transformada de Laplace. O método é dividido em trés etapas,

1. Transformar um problema dificil em uma equagdo simples através da aplica-
¢do da transformada de Laplace (equacdo subsididria)

2. Resolve-se a equacdo subsididria através de manipulagdes algébricas
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3. A solucdo da equacdo diferencial em fungdo do tempo é obtida pela trans-
formada inversa de Laplace da equacgdo subsididria.

Por exemplo, dada a EDO,

d B d
(0 +3 7y +2y(t) =e Y y(0) =4, 1y(0) =5,

dZ
atz?

Primeiro passo é obter a transformada de Laplace de y(t),

]
Lly(t)] =Y(s)
LY(t)] =sY(s) —y(0) =sY(s) —4
LIG(1)] = s?Y(s) —sy(0) —y(0) = s2Y(s) —4s—5
1
—t7 __
Lle™ = s+ 1

de forma que,

452 +21s+18

Y(s) = 2
(s) $3 +4s2 +5s+2 (29)
e, a partir dai, a solugdo ja foi mostrada anteriormente,

num=[4 21 18];

den=[1 4 5 2];

[r,p,k]=residue (num, den)
resultando em,

-8 12 1
Y =
&=t et e (30)

e a inversa é dada por,

y(t) =12e t —8e 2t +tet (31)

Entenda a listagem a seguir utilizando o comando solve, onde é feita, inclu-
sive, uma comparagdo com a resposta obtida com o comando ode45. A Figura 48
mostra a resposta no tempo.

syms Y t s

2 y0=4; $ i.b.c.
dy0=5; % i.b.c.
f = exp(-t) % Define the right-hand side function
F = laplace(f,t,s) % Find its Laplace transform
Y1l=s%Y-yO0; % Laplace transform of y'(t) : Yl = s Y ...
- vy (0)
7 Y2 = sxY1 - dyO; % Laplace transform of y''(t) : Y2 = s
Yl - y'(0)

% Set the Laplace transform of the left hand side minus the right
hand side

% ... to zero and solve for Y:
Sol_s=solve (Y2+3*Y1+2+Y-F,Y)
Sol_s=simplify(Sol_s) % simplify the expression

12 pretty(Sol_s) % format similar to typeset mathematics
Sol_t=ilaplace(Sol_s,s,t) % inverse of Laplace Transform ...

Sol_t=12.xexp(-t) — 8.xexp(-2.xt) + t.*exp(-t);

ezplot (Sol_t, [0 5]) % plot Sol_t (t) over the domain: 0<t<5
hold on

x_0 = [4,5];
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17 tspan = [0,5];
[t,x] = oded5 (@my_func,tspan,x_0); % solve with ODE45
plot(t,x(:,1),"*x");
legend('laplace', "ode45")

title('")
22 % Function
function xbar = my_func(t, x)
xbar = [x(2); exp(-t)-3*x(2)-2xx(1)1];
end

Figura 48: Resposta no dominio do tempo, para solugdes por laplace e por ode45.

O préximo exemplo é, novamente, extraido da edigdo anterior do livro texto
[15]. Como ja mencionado, o capitulo 2 do livro estd muito bom... Vamos resolver
a seguinte equacao diferencial através da Transformada de Laplace,

G(t) +2y(t) +10y(t) =t2,  y(0)=0, Y=0

ondey = d/dt e {j(t) = d?/dt2. Primeiro passo é obter a transformada de Laplace
de y(t),

LIl +2 L0 +10 L0yl = £ M

Entao,

s2Y(s) 4+ 2sY(s) + 10Y(s) = s%

ou,

2
s3 (s2+2s+10)

Y(s) =

Préximo passo é a expansdo em fragoes parciais, com ajuda do MATLAB,
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% Transformada de Laplace de uma equacao diferencial de ordem 5

num=[0 O 0 0 0 21;
den=[1 2 10 0 0 O0];
4+ [r,p,k]l=residue (num, den)

A resposta obtida foi,

0.0060 - 0.00871
0.0060 + 0.00871
-0.0120 + 0.00001
-0.0400 + 0.00001
0.2000 + 0.00001

-1.0000 + 3.00001
-1.0000 - 3.00001
0.0000 + 0.00001
0.0000 + 0.00001
0.0000 + 0.00001

(]

Dessa forma, a resposta no dominio da frequéncia &,

0,0060 —0,00871  0,0060+0,00871 —0,012 —0,04 0,2
Y(s) = . . +—5—+5
s+1—31 s+1+31 3 3 S
ou,
0,012(s+1)4+0,0522 0,012 0,04 0,2
Yis) = ) - T2 T3
(s+1)°+9 s s s

O ultimo passo € a transformada inversa de Laplace de Y(s),

0,012(s+1) 40,0522

LNY(s)) =477
) [ (s+1)2+9

Percebe-se que,

[0,012(s + 1) +0,0522
(s+1)2+9
[0,012(s +1) +0,0522
(s+1)%+9

LAJ

L_]

Lfl
L_1

ﬁfl

Portanto,

1 =0,01247"

]—o,mzz1 F
S-

(s+1)

+0,0174 L7

(s+1)%+32 ]

1 1
—1 —1
~0,04£ Lz] +0,24 [53}

3
(s+1)%+32

1 =0,012e *cos(3t) +0,0174e *sin(3t)

LY(s)] = y(t) = 0,012et cos(3t) +0,0174et sin(3t) — 0,012 — 0, 04t 40, 1t?
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11.3.0.1 Exemplo com fungio definida por partes no lado direito da equagdo
Seja a EDO,

U +3y+2y =1(t), y(0) =2, y=3
com a fungédo do lado direito definita conforme,

f(t) =1 t<3

ft)=t—2 3<t<eo

flt)=2 t>e6

Para resolver, deve-se considerar a funcdo heaviside (t), que corresponde a
fungdo de step unitario u(t),

0 t<0
H(t) = u(t) = R
1 t>0
u(t)
aF T T T T T T T T T 7]
3l i
ok .
‘I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i
1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Resposta EDO
T T T T T T T T T
251~ b
.'II./ \\
P \\ i
150 \ - b
AN e .
1F ~_ B 7 —
1 1 I- __I_ 1 1 1 1 1
1] 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10

Figura 49: EDO e funcéo linear por partes.

Dessa forma, com o cédigo a seguir, pode-se resolver a EDO ilustrada em Fi-
gura 49.

1 clear all; close all; clc

syms s t Y
figure (1)
f =1+ ((t-2)-1)~+heaviside (t-3) + (2-(t-2))*heaviside (t-6);
6 subplot(2,1,1)
ezplot (£, [0,10])
title('u(t)")
y0=2;
dy0=3;
u F = laplace(f,t,s);
Y1l = sxY - yO;
Y2 = sxY1l - dyO;
Sol_s = solve (Y2 + 3%Y1l + 2xY - F, Y);
Sol_t = ilaplace(Sol_s,s,t);
16 subplot(2,1,2)
ezplot (Sol_t, [0,10])
title ('Resposta EDO')
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11.4 EXERcicIos

Use MATLAB somente para CONFERIR suas respostas. Desenvolva as respostas
e consulte também o gabarito anexo. Em alguns momentos, o MatLab pode ndo
mostrar a resposta da transformada inversa exatamente como vocé gostaria. Por
exemplo ', a transformada

~10(s+2)
Yis) = s(s2 +4s+5)

possui a inversa dada por,

» Y=10% (s+2) / (s* (s? +4x5+5));
» ilaplace (Y)

4 — dxexp (—2*t)*(cos(t) - sin(t)/2)

£7Y(s)] = y(t) = u(t) [4 42t cos(t) + 2¢ 2 sin(t)}
que pode ser reescrita como

y(t) =u(t) [4 —4.47¢ 2% cos(t — 153,4° )}
a partir das relagdes trigonométricas,

xsin(0) +y cos(0) = Rsin(0 + B)
xsin(8) —ycos(8) = Rcos(0 + B)

com R = \ﬂxz +y?) e B = atan(y/x).
O Matlab frequentemente exprime a transformada inversa de Laplace em ter-
mos de sinh e cosh. Usando as defini¢des,

s —s S __ ,—s
% cosh(s) = %

sinh(s) =
é possivel reescrever a expressdo hiperboélica como uma fungdo de exponenciais.
Além disso, vocé pode encontrar a fun¢do heaviside (t), que corresponde a
fungdo de step unitario u(t).
Agora, aos exercicios...

1. Calcule a transformada de Laplace das seguintes equagdes diferenciais,
(@) 4

Tyt)=3-2t,y(0) =0
(b) $ry(t) =e 3%, y(0) =4
© Lyt)+y(t) =f(t),y0) =a
d) Lyt)+ylt) =€t y(0) =1
(€) fy(t)—5y(t) =0,y(0) =
O &Ly(t)—5y(t) =€, y(0) =

1 Baseados em http://www.seas.upenn.edu/ ese216/handouts/Chpti3LaplaceTransformsMATLAB.pdf
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(@) L5y(t) + 16y(t) = T6us(t) — 16, y(0) = 0,(0) = 0, u3(t) = u(t —3)
() L5y(t) +4y(t) = cost, y(0) = a,y(0) = b

® Ly)+yt)=te,y(0) =a,y(0)=b

) S3y(®) —y(t) = e, y(0) = 1,y(0) = b

(m) 5y(t) — frult) —2y(t) =42, y(0) = 1,9(0) =4

(n) yt) =t+ fé —y(1) sin(—t +1)dT
(0) y(t) = t? cos? t

2. Obtenha a transformada inversa de Laplace das expressdes abaixo.

NiVEL o,
(@) Y(s) = g7
(b) Y(s) = m
(©) Y(s) = 5x
(@) Y(s) = oy
NIVEL 1,

(€ Y(s) = <*5 — 575

(f) Y(s) = 5

_ 8(s+2)—4
(&) Y(s) = Gozyrezs
M) Ys)=1-L+3+%

@) Y(s) = %4‘%)3

(s—5) (s—5
§) V() = o5y + sy
k) Y(s) = m
M) Y(s) =& — g+ 525
(M) Y(s) =& — 355+ 5
() Y(s) = 5%
© Y0s) = 353 + 2
(p) Y(s) = 553
NiVEL 2,
(@ Y(s) = g3
(1) Y(s) = 3352
NiVEL 3, EXPANSAO EM FRAGOES PARCIAIS,
(s) Y(s) = 5155

B 1
®) Y(s) = s(s3+6s2+115+6)
(u) Y(s) = s+1

STrasta)
2
(v) Y(s) = s(s++21s)+33
B 86s—78
W) Y(s) = 37147 (55—
(x) Y(s) = ST

(s—6)(s2+11)
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_ 25
¥ Y(s) = siamTs)

3. Continue obtendo a transformada inversa de Laplace das expressdes dadas
(se mantivesse no mesmo item anterior, numeracao ultrapassaria o z, e esses

sdo nivel 4).
(@) Y(s)=s+1s34+s%+s
(b) Y(s) = 6s + 3s2
(c) Y(s) =5s —1—25 4552 485 +4
(d) Y(s) =

_ 10(s+2)(s+4)
B Yls) = G367

_ _s*45534652495+30
(®) Yls) = G655 21571465130

(h) Y(s) = s(sz+25uc)fun+w%)’ 0<c¢<T)

4. Obtenha a transformada inversa de Laplace das transformadas abaixo. Siga
a seguinte regra,

L7 [e75F(s)] = ue(t) L[F(s)] (t—c)

isto é, e €5 é substituido por uc(t) = u(t —c) e a transformada de Laplace
F(s) é retirada de tabelas, mas substituindo t por t —c.

(a) Y(s) = & + 6>

(b) Y(s) = e3s (s—z +%)

S

© Yis) =€+ 55

_ e S(s+1)
(@) Y(s) = (7
@) Y(s) = &5 + S5
() Y(s) = £5p0

(s—3
(8 Y(s) =<7 + S5
5. Resolva as seguintes equagdes diferenciais,
(@) 2j(t) +7y(t) +3y(t) =0,  y(0)=3,  y(0)=0
(b) 5y(t) +20y(t) + 15y(t) = 30u(t) —4u(t), onde u(t) é a fungdo degrau
unitdrioe y(0) =5ey(0) =1.

0 0
1

(d) Y(t)+6G(t)+11y(t) +6y(t) = u(t), y(0) =0, y(0) =0, {j(0) = 0.

=+ A

(c) Y(t)+y(t)+y(t) = g(t),em quey(0) =1,y(0) =0eg(t) = { ;T 1

6. A equagdo a seguir descreve o movimento de um sistema massa-mola, com
atrito,
3y 4+ 3%y + 120y = 10u(t)
em que u(t) é uma func¢do degrau unitario.
(a) Plote y(t) para condi¢des iniciais nulas: y(0) = y(0) =0
(b) Plote y(t) para y(0) = 0 e y(0) = 10. Discuta o efeito da velocidade
inicial ndo nula.
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7. Dado o modelo da suspensdo de duas massas conforme Figura 50, gere o
grafico das respostas x1(t) e x2(t), sendo y(t) uma fungdo degrau unitéria
e condic¢des iniciais nulas. Dados: m; = 250kg, m; = 40kg, k1 = 15kN/m,
ko, = 150kN/m e by = 1917Ns/m.

Corpo

Estrada

Figura 50: Modelo de suspensdo de duas massas. Figura extraida de [16]

8. Calcule a transformada de Laplace de y(t),

(a) de uma onda quadrada decrescente, representada na Figura 51a;

(b) da funcdo representada na Figura 51b.

y(©)

1

y(®)

INT™

1 2 3 4

1

P

1
2

(a) Onda quadrada descrescente. (b) Rampa.

Figura 51: A interface do caderno.

9. Admitindo condig¢des iniciais nulas, resolva a equagao diferencial
y(t) +y(t) = g(t),

onde g(t) é representada na Figura 52.

g A

Y

Figura 52: Funcdo crescente-decrescente.



11.4 EXERCICIOS 102

10. O MatLab mostra a seguinte resposta para a transformada inversa de uma
funcdo Y(s),

ans =

2 heaviside (t-10) exp(-5/2t+25) sinh(1/2t-5)

Reescreva a expressdo, usando a defini¢do de sinh e heaviside.



FUNCAO DE TRANSFERENCIA

A funcdo de transferéncia de um sistema de equagdo diferenciais lineares é defi-
nida como a relagdo da transformada de Laplace da saida pela transformada de
Laplace da entrada, para condices iniciais nulas (Figura 53),

G(s) = Y(s)  bms™+bm_1s™ ' +..4+bis+by  bm (s—z1)(s —22)..(s —zm)
R(s) Ans™ +ap_1s" 1 4+ .. +ayjs+ag an (s—p1)(s—p2).(s—pn)’

onde: z; sdo os zeros e p; sdo os polos da func¢do de transferéncia.

FUNGAO DE TRANSFERENCIA ) )
Quociente da transformada de () SLIT ()
Laplace (L) do sinal de saida pela

transformada de Laplace do sinal de

entrada considerando nulas as

condicdes iniciais . Y
dig R(s) Ge) (s)
(5)- 25 —
R(S) ci=0

Para condicbes iniciais nulas > Y(s) =G(s).R(s)
Figura 53: Fungdo de transferéncia.

A funcdo de transferéncia é um conceito potente para descrever o comporta-
mento de sistemas do ponto de vista de entrada/saida. Deve-se ressaltar que, para
SLITs, a fungdo de transferéncia caracteriza completamente o sistema do ponto de
vista de entrada-saida.

Importantes caracteristicas da fungdo de transferéncia sao,

* A ordem da funcéo de transferéncia é a maior poténcia de s no denominador
do polindmio, que é a ordem da equagdo diferencial equivalente. O sistema
é chamado de n-ésima ordem.

* A FT de um sistema é uma propriedade que independende da natureza e
da magnitude da entrada;

* A FT nao fornece informagdes a respeito da estrutura fisica do sistema. A
FT de sistemas fisicamente diferentes podem ser idénticas;

* Se a FT de um sistema é conhecida, a resposta do mesmo pode ser analisada
para diferentes formas de excitagdo (entrada), com a finalidade de compre-
ender a natureza e o comportamento do sistema;

* Se a FT pode ser obtida experimentalmente pela introdugdo de sinais de
entrada conhecidos e estudando-se as respostas obtidas.

* Os polos e zeros tem um papel importante na determinagdo do comporta-
mento dindmico do sistema. Podemos visualizar o tipo de comportamento
dindmico associado a cada tipo de pdlo, e esse assunto serd tratado em de-
talhes no estudo de sistemas de primeira e segunda ordem.

A titulo de ilustracdo, a fung¢do de transferéncia de um sistema mecanico massa-
mola-amortecedor é mostrado na Figura 54.
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d? d ~
Moy +by(®) + Ky =r(®)

K y()
d? d
L [Md—tzy(t)] 2 [bd_ty(t) FLKy(©)] = L[ ®)]
r(t)
M[s2Y(s) —s y(0) = y(0) ] + b[sY(s) — y(O)] + KY(s) = R(s
[ ) =sy(0) =y(0)] + b[sY(s) = y(0)] (s) =R(s)

b Ms?Y(s) + bsY(s) + KY(s) = R(s)

Y(s)[Ms? + bs + K] = R(s)

Y(s) 1 R(s)

— G(s) e,

R(s)  Ms2+bs+K

Figura 54: Exemplo da definigdo de funcédo de transferéncia.

A funcdo de transferéncia pode ser definida de varias maneiras, no MATLAB.

Por exemplo, através dos comandos (ver Figura 55)
» num=[ 0 0 4 16 12]
» den=[ 1 12 44 48 0]
» sys=tf (num, den)

num =
4] 0 4 le 12
den =
1 12 44 48 4]
zys =

4 52 + 16 5 + 12

Continuous-time transfer function.

Figura 55: Comando MATLAB tf£.

Alternativamente, pode-se também pode entrar no sistema com pélos, zeros e
ganho. Por exemplo, um sistema de zeros duplos localizados em —1 e 1, e pdlos
duplos localizados em j e —j (Figura 56),

» z=[-1;-1;1;1]

» p=[-37;-3;37; 7]

» K=0.5

» sys=zpk(z,p,K,-1)

Para obter zeros e polos da expressdo B(s)/A(s), o comando MATLAB é t£2zp.

Por exemplo, para expressao,

B(s) 452 +16s+12
As)  s#+12s3 +44s2 +48s

os zeros, p6los e ganho K sdo obtidos da seguinte forma,
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p =
0.0000 - 1.00001
0.0000 - 1.00001
0.0000 + 1.00001
0.0000 + 1.00001

E =

0.5000
zyz =

0.5 (s+1)"°2 (s-1)}"2
("2 + 1}"2

Continuous-time zero/pole/gain model.

Figura 56: Comando MATLAB zpk.

» num=[ 0 0 4 16 127];
» den=[ 1 12 44 48 0];
» [z,p,K]l=tf2zp (num, den)
num/den =
-3
-1
p =
0
-6.0000
-4.0000
-2.0000
K =
4
Os zeros estdo em s = —3,—1, e 0s pdlos estdo em s = 0,—6,—4,—2; o ganho

K = 4. A partir dos zeros, pdlos e ganho, é também possivel obter a relacao
num/den original com as fun¢des zp2tf e printsys,
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z=[-1;-3]; p=1[0;-2;-4;-6]; K=4;
2 [num,den]=zp2tf(z,p,K);
printsys (num,den, 's")

Repare que, para uso da funcdo zp2tf os vetores z e p sdo coluna e, portanto,
os valores estdo separados por ponto e virgula e ndo por espago, como no caso do
uso da fungdo t£2zp.

Para a seguinte fungdo de transferéncia,

s+ 1

tem-se os polos e zeros definidos com os comandos,

num=[ 1 1];

2 den=[ 1 -1 0.5];
[z,p,K]=tf2zp (num, den)
zplane (z,p)

Na listagem, o comando zplane (z,p) (ou zplane (num, den)) ird plotar os
pOlos (representados por o) e os zeros (representados por x), conforme Figura 57.

0.8F - 1

0.4 , : .

Imaginary Part

Real Part

Figura 57: Zeros da fungdo de transferéncia.

O método analitico para encontrar a resposta no dominio do tempo requer a
transformada inversa de Laplace da saida Y(s). Isso ja estudamos no Capitulo 11.
Aprendemos também que o MATLAB ajuda neste processo, calculando a expan-
sdo em fragdes parciais de Y(s) usando o comando [r, p, k] =residue (num, den),
de forma que,

G(s):Z]i(;)erk (33)

Os residuos sdo armazenados em r, os polos correspondentes sao armazenados
em p e o ganho é armazenado em k. Uma vez que a expressdo da expansdo em
fragdes parciais é conhecida, uma expressdo analitica para y(t) pode ser calcu-
lada manualmente. Porém, aprendemos no Capitulo 7 um método numérico para
encontrar a resposta para uma entrada especifica através dos comandos,

step
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impulse

lsim
Por exemplo, dada a funcdo de transferéncia,

2
G(s) = s+2

sua resposta a fun¢do impulso é obtida com os seguintes comandos (Figura 58),

1 num = 2;
t

den [1 2]
0:3/300:3; % 3
sys=tf (num, den)

y = impulse(sys,t);
plot (t,y)

’

s de simulacao

18R
161
1471 |

121 |

08F |\

0.4 N

Figura 58: Resposta da fun¢do para uma entrada impulse.

12.1 EXERcCIicIOS

1. A fungdo de transferéncia de um termémetro (ou seja, transformada de La-
place da saida pela transformada de Laplace da entrada), é

1
Gls) =505 17

Responda as seguintes questdes,

(a) Quanto tempo vocé deverd esperar para medir sua febre de 40°C?

(b) Em qual instante de tempo o termometro atingiu 63,2% do real valor
da febre?

(c) Modifique a equagdo para que o termdmetro atinja o valor definido no
item anterior duas vezes mais rdpido.

2. Compare a resposta da fungdo de transferéncia,

1
G(s) = s2+as+b

com os seguintes valores de ae b,
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Step Response

Imaginary Part
Amplitude

At x I

-1 05 0 05 1 o 20 40 60 80
Real Part Time (seconds)

(a) Polos e zeros. (b) Resposta temporal.

Figura 59: Andlise da resposta da funcéo de transferéncia definida com a =0.1,b = 1.

(@) a=0.1,b=1;
(b) a=1,b=1,
(c) a=2,b=1,;
(d) a=1,b=-1.

Para comparacao, plote a fungdo degrau step (num, bden) e zplane (num, den).
Discuta a relagdo entre comportamentos e zeros. Por exemplo, o primeiro
item pode ser obtido com a seguinte listagem,

num=[1];
den=[1, 0.1, 17];
G = tf(num, den)
zplane (num, den)
5 figure (2)
step (G)

cuja resposta é apresentada na Figura 59.



Parte V

SIMULACAO DE SISTEMAS DINAMICOS
COMPLEXOS

No Simulink, é muito simples simular um modelo matemético que
representa um sistema fisico através de diagramas de blocos. Existe
uma ampla variedade de blocos disponivel nas bibliotecas fornecidas
para representar varios fendmenos. Uma das principais vantagens de
empregar Simulink (e simulacdo em geral) para a andlise de sistemas
dindmicos é que ele nos permite analisar rapidamente a resposta de
sistemas complicados que podem ser proibitivamente dificeis de ava-
liar analiticamente. O Simulink é capaz de aproximar numericamente
as solugdes para modelos matematicos que ndo podemos ou ndo dese-
jamos resolver a mio...

http://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?example=Introductioné&
section=SimulinkModeling


http://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?example=Introduction&section=SimulinkModeling
http://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?example=Introduction&section=SimulinkModeling

DIAGRAMA DE BLOCOS

Diagrama de blocos é uma representacéo gréfica das fungdes desempenhadas por
cada componente e o fluxo de sinais entre eles. Descreve o interrelacionamento
que existe entre os vdrios componentes.

A Figura 60 ilustra o uso de um diagrama de blocos, neste caso, para modelar
a resposta de vdo de uma abelha. O exemplo é extraido de [1]. A dindmica de vdo
de um inseto é incrivelmente complexa, envolvendo uma coordenacdo cuidadosa
dos seus musculos para manter o voo estdvel em resposta a estimulos externos.
Uma caracteristica conhecida de muitos insetos é sua capacidade de voar contra o
vento, fazendo uso do fluxo éptico em seus olhos compostos como um mecanismo
de feedback. Grosso modo, a mosca controla sua orientagdo para que o ponto de
contra¢do do campo visual seja centrado em seu campo visual.

¢ Vento
Arrasto

5 aerodinamico
X

w (D)

R(s) Sistema Aerodinamica Dinamica
 » | —
- motor sensorial da asa do corpo
(A) (B) ()

Sistema

de visdo

(E)

Figura 60: Diagrama de blocos: voo de uma abelha contra o vento. A parte mecéanica con-
siste da dinamica de corpo rigido da abelha, o arrasto devido a resisténcia do ar
e as forcas geradas nas asas. O movimento causa mudanga no campo de visdo
da abelha,e essa informacao é usada para controlar o movimento das asas (atra-
vés de um sistema motor sensorial), fechando o loop. A Figura é adaptada de

[1].

Para entender esse comportamento complexo, podemos decompor a dindmica
geral do sistema em uma série de subsistemas interconectados (ou blocos). Pode-
mos modelar o sistema de navegagdo de insetos por meio de uma interconexao
de cinco blocos: o sistema sensorial motor (A) retira a informacdo do sistema vi-
sual (E) e gera comandos musculares que tentam dirigir a mosca de modo que
o ponto de contragdo seja centrado. Estes comandos musculares sdo convertidos
em forgas através do flapping das asas (B) e das forgas aerodindmicas resultantes
que sdo produzidas. As forgas das asas sdo combinadas com o arrasto (D) para
produzir uma forga liquida no corpo da mosca. A velocidade do vento entra pela
aerodinamica do arrasto. Finalmente, a dinamica do corpo (C) descreve como o
inseto translada e gira em funcdo das forgas resultantes aplicadas nele. A posi-
¢do, a velocidade e a orientagdo dos insetos sdo realimentadas para os sistemas
aerodinamico de arrasto e de visdo como entradas.

Cada um dos blocos no diagrama pode ser um subsistema complicado. Por
exemplo, o sistema visual de uma abelha consiste de cerca de 5500 olhinhos por
olho, e o sistema sensorial-motor tem cerca de 200k neurénios que sdo usados para
processar informagdes [9, 21]. Um diagrama de blocos mais detalhado do sistema
de controle de voo de insetos mostraria as interconexdes entre esses elementos,
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13.1 PARTES DE UM DIAGRAMA DE BLOCOS

mas aqui usamos um bloco para representar como o movimento da mosca afeta
a saida do sistema visual e um segundo bloco para representar como o campo vi-
sual é processado pelo cérebro da mosca para gerar comandos musculares. Como
enfatizado em [1]:The choice of the level of detail of the blocks and what elements to se-
parate into different blocks often depends on experience and the questions that one wants
to answer using the model. One of the powerful features of block diagrams is their abi-
lity to hide information about the details of a system that may not be needed to gain an
understanding of the essential dynamics of the system..

A operagdo funcional do sistema pode ser visualizada mais facilmente pelo
exame do diagrama de blocos do que pelo exame do préprio sistema fisico. Os
diagramas de blocos permitem inferir a relacdo global entre entradas e saidas e,
portanto, analisar a estabilidade e o desempenho do sistema.

Um exemplo clédssico é a representacdo do espago de estados através de dia-
grama de blocos, conforme ilustra a Figura 61. Como ja definido no Capitulo 7,
no dominio do tempo, tem-se

x(t) = A(t)x(t) + B(t)r(t) equacdo dos estados

y(t) = C(t)x(t) + D(t)r(t)  equagdo de saida (34)

Usualmente lidamos com Sistemas Lineares Invariantes no tempo (SLIT). Nesse
caso as matrizes A, B, CeD sdo constantes. Saidas futuras dependem somente do
estado presente e entradas futuras.

No dominio da Transformada de Laplace tem-se,

L{x(t)} = = A L{x(t)} + B L{r(t)}

Liy(t)} = CL{x(t)} + D L{r(t)} (35)
ou seja,

sX(s) = AX(s) + BR(s)

Y(s) = CX(s) + DR(s) (36)

13.1 PARTES DE UM DIAGRAMA DE BLOCOS

A Figura 62 define partes importantes de um diagrama. Dentre eles,

BLOCO - Todas as varidveis do sistema sdo representadas por blocos funcionais.
A funcdo de transferéncia dos componentes é normalmente incluida nos
blocos correspondentes;

LINHAS COM SETAS - conectam 0s blocos e indicam a dire¢do do fluxo de sinais.
O sinal pode passar somente no sentido indicado pelas setas;

PONTO DE SOMA - indica uma operagdo de adi¢do ou subtracéo;

PONTO DE RAMIFICAGAO - ponto a partir do qual o sinal proveniente de um
bloco vai para outros blocos ou pontos.

13.2 SIMPLIFICAQAO DE DIAGRAMA DE BLOCOS

A simplificagdo objetiva reduzir blocos entrelacados de subsistemas em um bloco
unificado ou uma funcio de transferéncia (chamada aqui de TF). Dessa forma,
com uma forma compacta global para todo um sistema complexo, com vérios
subsistemas, podemos analisa-lo através da equagdo que descreve sua dinamica.
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+
10 + y()
pNY
(a) Dominio do tempo t.
>
R(s) 4,[> o~ sX(s) [ 1 X(s) [c\ 0
S N
+ s I/
@
(b) Dominio da Transformada de Laplace s.
Figura 61: Espago de estados representado em diagrama de blocos.
Ponto de
soma Ponto de
. jungdo (ou ramificacdio)
G(s)
Ponto de soma
HET I Seta Bioco
onde E(s)=X(s) - C(s) X(s‘ o »
onde Y(s)= G(s)X(s)
Figura 62: Partes de um diagrama de blocos.
R(s) Y(s) = G1(s)G2(s)
—> Gi(s) [ Ga(s) >

R(s)

—>

Y(s)

G(s) = G1()Go(8) ——>

Figura 63: Diagrama de blocos em série. A fun¢do de transferéncia de uma série é o produto
da fungdo de transferéncia dos elementos da série.
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(PP LEE
+
R(s) R(s)G(s) + Y(s) = [+G1(s) + G,(5) + G5(s)]R(5)
M Gy(s) g >
Gy R(s)Gs(s)
R(s) Y(s)
—> +G,(s) + G, (s) + G3(s) I

Figura 64: Blocos em paralelo.A fungdo de transferéncia de blocos em paralelo é a soma da
funcédo de transferéncia desses blocos.

Os blocos podem estar conectados em série (Figura 63) ou em paralelo (Fi-
gura 64).

Existe a possibilidade ainda de retroalimentacdo do sistema Figura 65. A saida
Y(s) é realimentada ao somador, em que é comparada a referéncia de entrada R(s),
gerando o erro E(s). Quando a saida é realimentada ao somador para comparacéo
dos sinal de entrada, é necessario converter a forma do sinal de saida a do sinal
de entrada B(s) = H(s)Y(s). Essa conversdo é realizada por meio do elemento de
realimentag¢do, com fungdo de transferéncia H(s).

R(s E(s) Y(s ! E(s) Y[
(s) + o) Ol R(s) + (s ) ),
B(s) B(s)
H(s) |« H(s) |«
Realimentagdo negativa Realimentagdo positiva
R(s) G(s) Y(s)
FEYIOLI0) !

Figura 65: Sistema com retroalimentagéo.

Sabe-se que a saida é Y(s),
E(s) =R(s) = B(s) = R(s) £ H(s)Y(s) (37)

de modo que

Y(s) G(s)

R(s) 1% G(s)H(s) (38)

Considerando que o sistema com duas entradas X(s) e P(s) é linear, aplica-se
o principio da superposicdo:A saida de um sinal formado pela combinagdo linear de
diferentes sinais, é igual a combinagio dos sinais de saida gerados por cada sinal separa-
damente. A Figura 66 exemplifica a andlise de um sistema com duas entradas. A
resposta devido a aplicacdo simultdncea das duas entradas é dada por,

Y(s) = Y1(s) +Ya(s) (39)
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P(s)

X(s) Ef A Y(s)
2,50 F e

Efeito da perturbagéo:
P(s) > X(s5) =0 X(s) »P(s)=0
(o]

ol

Yi(s) _  G(5)G,(9)

¥is) _ Gy(s) =
X(s) 1+ G(9)G,(s)H(s)

P(s) 1+ G,()G,(s)H(s)

Figura 66: Sistema com perturbagao.

13.3 SOLUGAO USANDO MATLAB

Os comandos do MatLab

[num, den]=series (numl, denl, num2, den?2),

[num, den]=parallel (numl,denl, num2,den2) e

[num, den]=feedback (numl, denl, num2, den2), respectivamente, sdo uti-
lizados para simplificar cada uma das situacdes ilustradas em Figura 67. Sao defi-
nidos,

numl numa2
O = et Y e
R(s) e e YSS)
= Gy (s)
R(s) Y(s)
! G (5)
R(s) Y(s)
——»@—» Gy1(s) >
L oo

Figura 67: Sistema em série, paralelo e feedback negativo.

Particularmente, utiliza-se [num, den]=feedback (numl, denl, num2, den2, +1)

quando a retroalimentacdo for positiva. Por exemplo, para Figura 68, tem-se o se-
guinte script do MatLab,
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%$%Malha fechada
% feedback positivo
numl=[1]; denl= [1 1];
4 num2=[1]; den2=[1 2];
sysl=tf (numl,denl); sys2=tf (num2,den2)
FeedPos = feedback (10*sysl,sys2,+1)
% feedback negativo
FeedNeg = feedback (10*sysl, sys2)

Veja que, ao contrédrio do exemplo anterior, primeiro criamos sistemas através
do comando tf e depois simplificamos os blocos. As duas op¢des funcionam,
vocé pode escolher a que preferir. Em geral, nés, particularmente, preferimos a
segunda, pois organiza os blocos em sub-sistemas.

s E(s Y(s
R(s) + ( )b 6(s) (s) .
B(s)
H(s) [«

Figura 68: Exemplo de sistema com retroalimentacido e uso do MatLab.

Verifique no exemplo da Figura 69 uma situagdo bastante titil de movimentagdo
de realimentagéo e soma.

Alz)

X(s) é)' ¥is)
) Bis)

_L +
Cis)

o AiE)
| E—

¥is}

X

Bis) +}
- x

%, L BYs)Cg) My =My 4 (X =2,

+ 4

o AI:E-:I

x
¥is)
His) Yo x
_____J_* Bs) + Cﬁ -

" x5= _xi*{xl*’::}

Figura 69: Fonte: https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/
3779572053485/Capd%20-%20Diagrama-de—-Blocos.pdf

Existem tabelas, em livros e apostilas da Internet, com varias simplifica¢des dos
diagramas de blocos. Por exemplo, a tabela a seguir foi retirada de [10], pag. 157.
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13.3 SOLUCAO USANDO MATLAB

Diagrama em bloco
equivalente

-

]

Combinagio de
blocos em cascata

(Combin: de blocos,
em paralelo; ou
climinagio de uma
malha direta

Remogio de um
bloco de um
percurso direto

nagio de uma
malha de ¥
realimentagio

= PyX w PLY)

[

Remogio de um
bloco de uma malha | ¥
de realimentagio

= P(X 7 P,¥)

Reorganizando
s ponios Z
de soma

=W=xX=Y

6b

Reorganizando
05 pontos
de soma

Movendo um
ponto de soma
it frente de um bloco

Movendo um ponto
de soma para
além de um bloco

o

Movenda um ponta
de tomada 3 frente
de um bloce

Muovendo um ponto
de tomada pars além
de um bloco

Movendo um ponto
de tomada i frente de
um ponto de soma

Muovendo um ponto
de tomada para além
de um ponto de soma

Figura 7o: Tabela extraida de [10].



13.4 EXERcCIcIOS

13.4 EXERcicIoOs

1. Simplifique os diagramas de blocos e confira sua resposta com MatLab.

R(s)
(s) 0
_’®_’m

G

G

(e

2. Resolva pelo MatLab.

R(s) E(s) 5 Y(S‘)’ R(s) E(s) 225 ﬂ
'Y" 7 s(s+3) T " s(s+12)

(a) (b)

3. Simplifique os diagramas de blocos bastante complexos a seguir sem e com
ajuda do MatLab.
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Torque
perturbador

Tp(s)

Velocidade

13.4 EXERcCIcIOS

RS o)

[~ Armadura | Posicdo
Ya(5) E(s) | Km Ts) [ 1 @@ [ 1 | 66
T‘ Rot Lgs Jstb 1 s ’
Forga contra-eletromotriz Kb N
(@)
P(s)
Gy(s) Gyis) Gy(s)
. _
R(s) — s —O— 75 —:(1)—3105 Y(s)
(b)
Y(
Gi() ) G2(5) N 6 2
]— Hy(s) — H,(s)

Hy(s)

(©
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SIMULINK

O SIMULINK é um programa que funciona de forma integrada ao MATLAB,
usado para modelagem e simulagdo de sistemas dindmicos lineares ou ndo-lineares,
em tempo continuo, tempo discreto ou uma combinagdo dos dois modos. Os resul-
tados das simula¢des podem ser visualizados, gravados em varidveis do MATLAB
ou em arquivos de dados.

As simulagdes realizadas com os comandos de linha do MATLAB ou resolvendo-
se as equagdes diferenciais do sistema, como foi visto em itens anteriores, sdo em
geral muito mais simples de serem realizadas no SIMULINK.

14.1 ACESSANDO SIMULINK

Inicie o SIMULINK a partir da linha de comando do MATLAB digitando simulink,
ou clicando no icone do programa na barra de comandos do MATLAB (Figura 71).
A janela principal do SIMULINK serd exibida com as bibliotecas de blocos dispo-
niveis para uso como mostra a Figura 72.

o=
@)
Simulink
Library
SIMULINK

Figura 71: fcone do SIMULINK.

28 Simulink Library Browser

MR A N O]

Simulink

<

Continuous nﬁ =
A i [ e

Discontinuities
Discrete

Logic and Bit Operations
Lookup Tables

Math Operations =
Tl Vehcaton e
Model-Wide Utiities x

Ports & Subsystems
Signal Attributes Logicand Bt Lookup Math Model
Operations Tables Operations ~ Verification

Commonly ~ Contnuous  Discontnuiies  Discrete
Used Blocks

signal Routing
Sinks

Sources
s Befned Fctons =]
Additional Math & Discrete

Aerospace Blockset
Communications System Toolbex
Communications System Toolbox HOL Support
Computer Vision System Toolbox

Control System Toobox %7
DSP System Toobox -E’{- iﬁ
DSP System Toolbox HDL Support Pl ¥ ;

Embedded Coder

ModelWide  Ports & Signal Signal
Utlites ~ Subsystems  Attrbutes  Routing

Fuzzy Logic Toolbox Sinks Sources  User-Defined Additional Math
HOL Coder Functions & Discrete
HOL Verifier

Image Acqisition Tookbox
Instrument Control Toobox
Mode! Predictive Control Toobox
Neural Network Toolbox

OPC Toobox

Phased Array System Toobox
Report Generator

Rebotics System Toobax
Rebust Control Toolbox
SimEvents

SimRF

Simscape

Simuiink 30 Animation

Simuiink Coder

Simuiink Control Design
Simulink Design Optimization
Simuink Design Verifier
Simuiink Desktop Real-Time
Simuiink Extras

Simuiink Real Time

Simuink Test

Simuirk Verfication and Valdation

o
System Identification Toolbox
Vehicle Network Toobox
Vision HOL Teolbox

Recently Used Blocks

Figura 72: Biblioteca de blocos do SIMULINK.

Para abrir uma janela para edi¢do de um novo modelo clique no icone New
Model na janela do SIMULINK, ou, se preferir, utilize a tecla de atalho CTRL+N.
A Figura 73 a janela (untitled) aberta.
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3 untitled - Simulinkc - O X
File Edit View Display Diagram Simulstion Analysis Code Tools Help

%- = = CRO" R o @ -

untitied

®

[Pauntitled >

B E YO

O

2 e

»

Ready 100% oded5

Figura 73: Area de trabalho.

Para armazenar o modelo clique em File e Save ou pressione CTRL+S. A
extensdo do arquivo é tipo do arquivo é s1x.

14.2 COMPONENTES DE UM MODELO

Um modelo no SIMULINK consiste em trés componentes: fontes, diagrama de
blocos e saidas. As fontes sdo as entradas do sistema e estdo presentes na bibli-
oteca Source, o diagrama de blocos é a modelagem das equag¢des do sistema;
e as saidas sdo os blocos de verificagdo do comportamento e estdo presentes na
biblioteca Sinks.

14.2.1 Fontes

As fontes mais comuns s3o:

CONSTANT - bloco que produz um sinal uniforme. A magnitude pode ser esco-
lhida com um duplo clique sobre o bloco;

STEP - produz uma fun¢do degrau. Pode-se configurar o instante em que se aplica
o degrau, assim como sua magnitude antes e depois da transigdo.

SINE WAVE - gera uma sendide com os seguintes parametros a serem configura-
dos: amplitude, fase e freqiiéncia da onda senoidal.

SIGNAL GENERATOR - pode produzir ondas senoidais, quadradas, dente de serra
ou sinais aleatérios.

A Figura 74 mostra a fonte Step sendo adicionada ao modelo. Basta arrastar da
biblioteca a area de trabalho. Outros sinais podem ser gerados a partir de combi-
nagOes destes blocos apresentados. Para criar um sinal de entrada personalizado,
consulte, por exemplo, a referéncia [17].

14.2.2  Blocos

O modelo do sistema continuo estd mostrado nos blocos da Figura 75. Verifique a
opgdo de introducdo de Equagdes de Estado ou Transformada de Laplace.
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Figura 74: Geragdo de uma fonte no modelo.

14.2.3 Saidas

Os dispositivos de saida sdo os blocos que permitem verificar o comportamento
do sistema, estes blocos sdo encontrados na biblioteca de dispositivos de saida
(Sinks).

scoPE O osciloscépio produz graficos a partir de dados do modelo. Nao existem
pardmetros a serem configurados.

xY GRAPH O bloco de XY Graph produz um gréfico idéntico ao grafico produ-
zido pelo comando plot do MATLAB. Para isso, devem-se configurar os
valores de minimos e maximos, da horizontal e vertical.

p1sPLAY O bloco Display produz uma amostragem digital do valor de sua en-
trada.

TO FILE Pode-se ainda armazenar os dados em arquivos do MATLAB para usos
posteriores. Deve-se definir o nome do arquivo a ser criado.

TO WORKSPACE Pode-se ainda enviar os dados para a drea de trabalho do MA-
TLAB utilizando o bloco To Workspace Block. Deve-se definir o nome da
matriz.

sTOP SIMULATION O bloco de parada (Stop Simulation) causa a parada da si-
mulag¢do quando a sua entrada for diferente de zero.

14.3 SIMULANDO...

A criagao de modelos no SIMULINK ¢ feita de forma grafica pelo posicionamento,
interligagdo e configuracdo de blocos funcionais. Apds carregar o SIMULINK e
abrir a janela da area de trabalho, os itens abaixo mostram os passos para se
criar modelos de sistemas dindmicos, através do uso de um gerador de sinais
e de equagdes no espacgo de estados. Para ilustrar, serd mostrado como obter a
simulacdo da resposta do sistema Massa Mola Amortecedor (MMA) ilustrado na
Figura 77 a uma funcdo degrau, conforme representado na Figura 78.
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Figura 76: Geragdo do modo de saida do modelo.

Figura 77: Sistema MMA.
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Sendo a massa do corpo m = 5kg, coeficiente de amortecimento b = INs/m e a
constante elastica da mola k = 2N/m, as matrizes do sistema, conforme definido
no Capitulo 8, sdo,

il _| 0 1 [ pam| |0
L‘Z] - [—2/5 —1/5] Lz(t)] i [1/5] ult) (40)

o x' =Ax+ B N ]
— y=Cx+du /
Degrau Sistemano Scope

Espaco dos Estados

Figura 78: Modelo de sistema dindmico no SIMULINK.

14.3.1  Gerador de Sinais

1. Insira o gerador de sinais,

* Entre a lista de op¢des do Simulink Library Browser, selecione
na biblioteca de blocos Simulink;

* Escolha um tipo de bloco de fonte de sinal. Por exemplo, Source;

* Selecione Step e arraste este bloco para a drea de trabalho, conforme
ja ilustrado na Figura 74;

" Source Block Parameters: Step X
Step

Output a step.

Parameters

Step time:

1

Initial value:

o | f

Final value:
[ |
Sample time:

o |

Interpret vector parameters as 1-D

Enable zero-crossing detection

Q Cancal Help Apply

Figura 79: Setup da fungdo Step.

e Dé um duplo clique sobre o signal generator ou clique com o botao
direito e selecione os parametros de sua fun¢do Step (Figura 79).

2. Insira os blocos do sistema modelado:

* Qualquer bloco no simulink pode ser pesquisado na linha de comando
(Figura 80). O bloco é adicionado ao modelo clicando-se com o botao
direito sobre o bloco e escolhendo-se a opc¢do de adicionar ao arquivo
(no caso, com nome Exemploz).
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Figura 8o0: Como adicionar um bloco.

¢ Dé um duplo-clique no bloco Sstate-Space editar suas propriedades.
Ap6s inserir as matrizes da mesma forma como é feito nas linhas de
comando do MATLAB clique em OK (ver Figura 81).

¥4 Function Block Parameters: State-Space x
State Space
State-space model:

dyfdt = Ax +Bu

y=x+Du

Farameters
A
[to1;-215-y/5) |

B:
[R5 |
C
[fo3 |
%
[o |

Initial conditions:
[o |

Absolute tolerance:

[auto |

State Name: (e.g., 'position’)

9 Cancel Help Apply

Figura 81: Propriedades conforme Equacao 4o.

3. Insira os dispositivos de saida, por exemplo, o Scope (osciloscopio),

* Clique em Commonly Used Blocks ou Sinks e insira o Source.

4. Deve-se criar uma conexdo entre os blocos,

¢ Crie uma ligagdo entre o blocos posicionando o mouse sobre a saida
do primeiro bloco e arraste o cursor (que muda para a forma de uma
cruz) até a entrada do segundo bloco. Ao fazer isso a linha pontilhada
se tornard continua, com uma seta de direcionamento do primeiro ao
segundo bloco. Outra opgdo para ligar os blocos é clicar no bloco de
origem, segurar a tecla ctrl e clicar no bloco destino.

¢ Repita o caminho com o mouse ligando os blocos;
e Em nosso exemplo, complete as ligacdes até obter um modelo seme-
lhante ao da Figura 82.

5. Para realizar uma simulagdo de acordo com o desejado, deve-se antes confi-
gurar os parametros de simulacdo. Para isso clique no icone de configuracdo
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* = Ax+Bu
y==Cx+Du

h
¥

Step State-Space Scope

Figura 82: Modelo final da area de trabalho, de acordo com exemplo ilustrado na Figura 78.

e depois em Model Simulation Parameter e Data Import/Export,
para acessar as mais importantes opg¢des de simulagdo (veja Figura 83).
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9 oK Concel | [ Help Apoly

Figura 83: Pardmetros de simulagao.

Vale a pena ressaltar algumas opgdes de interesse:

Simulation time Refere-se ao intervalo de tempo em que a resposta
dindmica deve ser analisada. O tempo que a simulacdo leva para ser
completada nédo é controlado, pois depende de fatores como a com-
plexidade do modelo e capacidade de processamento do computador.

Configure o intervalo de 8os para nosso exemplo.

Solvers A simula¢do de um sistema dindmico envolve a integracio
numérica de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias. Para isso, o
SIMULINK oferece varios métodos de resolucdo com passos de inte-
gracdo fixos ou varidveis. Normalmente, o algoritmo de passo varidvel
odeys, (ja visto no Capitulo 8) fundamentado no método de Runge-
Kutta, fornece bons resultados.

Step sizes E possivel controlar os valores dos passos de integracio
dos algoritmos de passo variavel, como ode45. Como regra geral, pode-
se deixar o controle desses valores a cargo do SIMULINK em uma pri-
meira simulacdo e alterd-los caso os resultados obtidos ndo sejam ade-
quados. De preferéncia, devem-se manter valores iguais para o passo
maéaximo e inicial. Esta regra pratica funciona de forma conveniente para
a maioria dos problemas de simula¢do, embora nido seja a tinica nem
a mais adequada para todos os casos. Em muitas situagdes é possivel
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melhorar os resultados de uma simulacdo ajustando-se o fator de refi-
namento da simula¢do, como serd discutido adiante.

Tolerance Os algoritmos de resolugdo usam técnicas de controle de
erro a cada passo de simulacdo. Os valores estimados dos erros sdo
comparados com um erro aceitavel, definido pelos valores de Relative
tolerance e Absolute tolerance, indicados na caixa de didlogo.
Os algoritmos de passo varidvel reduzem o passo de integracdo auto-
maticamente se o erro for maior que o aceitdvel. Em geral ndo é preciso
alterar estes parametros.

Zero Crossing O SIMULINK utiliza uma técnica conhecida como a
deteccdo de passagem por zero ou zero-crossing detection para localizar com
precisdo uma descontinuidade sem recorrer a intervalos de tempo ex-
cessivamente pequenos. Normalmente, esta técnica melhora o tempo
de simulagdo, mas pode, eventualmente, levar a uma parada de simu-
lagdo antes do tempo de andlise definido pelo usudrio. Dois algoritmos
de zero-crossing detection estdo disponiveis: ndo adaptativo e adaptativo.
Para obter informacoes sobre essas técnicas, consulte o manual do MA-
TLAB, em zero-crossing algorithm.

Save options, em Data Import/Export. Permite o controle dos
instantes de tempo em que serdo gerados os resultados da simulacéo.
A opc¢do mais util é a do controle do fator de refinamento, Refine
factor, que permite obter um nimero adicional de pontos de simu-
lagdo entre aqueles que o algoritmo usaria normalmente. Por exemplo,
se o fator de refinamento for definido como 5, cada passo de integra-
¢do (de tamanho varidvel) sera divido em 5 subintervalos. Na pratica, é
mais simples e eficiente (do ponto de vista computacional) melhorar os
resultados de uma simulagdo aumentando o fator de refinamento do
que reduzindo o tamanho do passo de integragéo.

Simule a resposta do modelo, clicando em Simulation e Run ou no icone na
barra de ferramentas, conforme ilustra a Figura 84. O programa avisa que a simu-
lagdo terminou emitindo um beep e exibindo a palavra Ready na parte inferior da
janela do modelo. Dé um duplo clique no bloco do osciloscépio (Scope) para ver

a simulaga

o do sinal de saida. O resultado deve ser como mostrado na Figura 85.

% Exemplol * - Simulink
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Cod ools  Help
el ] — i
%~ g -Z-e[@Ob]r B-m |
Exemplol
& |"a|Exemplol
@
g

Figura 84: Para rodar o modelo.

E possivel alterar as escalas dos eixos a partir das op¢des de configuragio do
bloco (clicando com o botdo direito do mouse em algum ponto do grafico), mas
geralmente basta clicar no botdo de escala automatica, indicado na Figura 85. O
resultado final j4 estd apresentado com o ajuste de escala automatico.

Se o resultado da simulag&do parecer pouco preciso (o que vocé acha!?!) aumente

o fator de

refinamento (3 ou 5 costumam ser valores adequados) e simule nova-

mente. Como padrdo, o SIMULINK armazena o vetor de tempo usado na simula-
¢do em varidvel do workspace chamada tout. A criacdo desta varidvel, incluindo
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Escala automatica

& Scope

B & i

Figura 85: Para rodar o modelo.

seu nome, pode ser ajustada na aba Data Import/Export em Configuration
Parameters.

Para enviar o resultado da simulagdo para a workspace do MATLAB deve-se
incluir o bloco To Workspace (navegue pela biblioteca Sinks para obter esse
bloco). E importante configurar o bloco To Workspace para gerar valores de
saida no formato array (o formato padrao é Structure).

E possivel também usar variéveis do workspace como entradas para sistemas
do SIMULINK, usando o bloco From Workspace da biblioteca Sources.

Pode-se também resolver o exemplo da Figura 77 por Laplace. Tem-se,

mij = u(t) —by —ky

com condig¢des iniciais y(0) =0ey =0
Realizando a Transformada de Laplace,

F(s) —scY(s) —kY(s) = ms?Y(s)
a funcdo de transferéncia resulta em,

Yis) . m
F(s) s2+s&+ X

Utiliza-se o bloco fung¢édo de transferéncia Transfer Fcn, em Continuous.
Deve-se preencher os pardmetros do bloco, Figura 86, com numerador [1/5] e

denominador [1 1/52 /5} . A resposta do modelo deve ser idéntica aquela mostrada
na Figura 85.

14.4 EXERcCICIOS

1. Resolva o sistema do exemplo MMA ilustrado na Figura 77, agora sem en-
trada no sistema, apenas com deflexdo inicial x, = 1m. Dica: use a opcao
Integrator duas vezes para achar velocidade e deslocamento.
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‘% Function Block Parameters: Transfer Fen » —
s241/55+2/5

Transfer Fcn

The numerator coefficient can be a vector or mz
denominator coefficient must be a vector. The o1 Step Transfer Fen Scape
number of rows in the numerator coefficient. Yol

coefficients in descending order of powers of s.

Parameters
Numerator coefficients:

5] |
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[11 1/5 2/5) |

Absolute tolerance:

‘autn |

State Name: (e.g., 'position”)

Q9 Cancel Help Apply

Figura 86: Modelo SIMULINK. Solucéo por Laplace.

2. Essa atividade consiste resolver a equacéo diferencial que representa a dina-
mica de um sistema massa-mola-amortecedor néo linear. Um sistema massa-
mola-amortecedor ndo linear é representado pelas seguinte equagdo diferen-
cial:

%(t) + 252 (t) + 3Inx(t) = u(t)

onde x é a posicdo da massa, v é a velocidade da massa e u é a forca aplicada
na massa. Esse sistema pode ser escrito na forma x(t) = f(x,u,t) como
segue:

x(t) =v(t) =f1(t,x,v,u)
V(t) = —2v2(t) = 3Inx(t) +u(t) = f2(t, x, v, u)

Simule o sistema para a condi¢do inicial x(0) = —0, Tm e v(0) = Om/s e para
a forca u(t) variando na forma de um degrau de amplitude igual a 50N
no intervalo de tempo entre o e 10 segundos. Apresente como resultado o
arquivo .m que implementa o vetor de fungdes f e os gréficos da posigdo,
velocidade e forga.

3. Dado o modelo da suspensdo de duas massas conforme Figura 50, analisado
no Capitulo 11, desenvolva aqui um modelo SIMULINK para obter as plo-
tagens de x1(t) e x2(t), sendo y(t) uma func¢do degrau unitaria e condi¢des
iniciais nulas. Dados: m; = 250kg, m, = 40kg, k; = 15kN.m, k, = 150kN.m
ecy =1917N.s/m.

5. O sistema a ser simulado é um tanque de nivel, Figura 87. Uma corrente
de entrada alimenta o tanque, cujo valor da vazdo pode ser ajustado. Uma
corrente de saida tem a sua vazdo definida pela altura h de liquido no tan-
que, através da relacdo F = kv/h. Mostre o comportamento da altura h com
o tempo. Os parametros sdo: k = 8m>/2/min, A = 0,3m?. A altura inicial
h(0) =3m.

A equagdo de estado é dada por,

% _ % (Fo—kvh),  n)=3m
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Considera-se que existam dois niveis limites para o nivel (alarmes) que de-
vem aparecer no gréfico da resposta do simulador:

* hamax = 4m (alarme nivel alto)

* hgamin = 2m (alarme nivel baixo)

3

F=kVh

Figura 87: Reservatorio.

A vazao de entrada permanece igual a Fos = 13,86m3/min até um tempo
de simulagéo de tqeg = 0,2min. Neste momento, uma perturbagdo degrau
em F,(t) aumentard esse valor para Fogeqg = Fos + AFo. Ambas as vazoes
devem estar presentes em um mesmo grafico.

A simulacgéo ocorrerd desde o instante ty = 0 até tf = Tmin.

Monte o problema no Simulink. Localize o botdo GED (Graphical Editor)
na janela gréfica.
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