Um problema inverso na geofisica.
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Este exercicio computacional pode ser feito em duplas. Veja as instrucoes detalhadas no final do
texto.

1 Introducao

Problemas inversos sao opostos aos problemas diretos. Informalmente, em um problema direto encontra-
se um efeito de uma causa e, em um problema inverso, recebe-se o efeito e desejamos recuperar a sua causa.
A situagdo mais comum que origina um problema inverso é a necessidade de interpretar medidas fisicas
indiretas de um objeto de interesse desconhecido. Por exemplo, na tomografia de raios-X, o problema
direto é determinar as imagens que obterifamos de um corpo fisico cuja estrutura interna conhecemos
precisamente, usando raios-X. O problema inverso correspondente é reconstruir a estrutura interna de um
corpo fisico desconhecido a partir do conhecimento de imagens de raios-X tiradas de diferentes direcoes.
Na figura 1| encontra-se um exemplo bidimensional: a fatia através de uma noz (esquerda) é a causa e a
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Figura 1: A imagem da fatia de um noz a esquerda é cortesia de Keijo Hamalainen e Aki Kallonen da
Universidade de Helsinque, Finlandia (essa imagem vem de [I])

coleta de dados de raios-X (direita) é o efeito. Os dados tomograficos sdo mostrados na forma tradicional
de sinograma.

Problemas diretos sao em geral bem-postos. A nogdo de problema bem-posto foi introduzida por
Jacques Hadamard (1865-1963). Um problema é bem-posto se ele satisfaz estas trés condigoes:

H1) Existéncia: existe pelo menos uma solugao.
H2) Unicidade: se existir uma solugdo, ela é unica.
H3) Estabilidade: a solugio deve depender continuamente dos dados.

O exemplo tipico de problema direto é uma equagéo diferencial parcial (EDP) da fisica, tais como a
equagao da onda ou a equacao do calor. De fato, para estes problemas, conhecendo as condigoes iniciais
e as fontes, podemos calcular a solugao unica do problema.

Por outro lado, problemas inversos sao frequentemente mal-postos, no sentido que eles nao satisfazem
pelo menos uma das hipdteses acima. Por exemplo, pode existir um grande ntimero de solugoes, e neste
caso é dificil saber qual destas solugoes é a mais relevante para a aplicacdo. A razao pela qual estes
problemas geralmente sao mal postos é porque nao temos informagoes suficientes para encontrar a causa



do efeito que estamos observando. Esta falta de informacao pode ter muitos motivos. Muitas vezes, é
porque s6 podemos realizar um nimero limitado de medigoes: pode ser porque essas medigoes sao caras
ou porque a regiao onde é possivel fazer medigoes é pequena. Mesmo se tivermos apenas dados parciais,
gostariamos de encontrar uma solugao aproximada do problema inverso. Problemas inversos sao alguns
dos problemas matematicos mais importantes da ciéncia, da engenharia, e da fisica, pois nos dizem sobre
parametros que nao podemos observar diretamente.

Nesse EP vamos resolver uma versao simplificada de um problema inverso altamente relevante da
geofisica. Ele tem aplicagoes chaves na industria e na geofisica, tais como o mapeamento do subsolo para
prospeccgao de petrdleo e a deteccao da origem de terremotos.

2 Descricao do problema direto

Consideramos a equacgao diferencial parcial seguinte:

du(t,z) — 203, u(t, x) = f(t,x) em [0,T] x [0,1], (1)
u(0,2) = up(x) em [0,1] (2)

du(0, ) = uy(x) em [0,1] (3)

u(t,0) =0 em [0,T] (4)

u(t,1) =0 em [0,T]. (5)

Aqui, t é a varidvel de tempo e x a varidvel de espaco, e usamos as notacoes

2

0 0
Opu(t, ) == au(t,x), QAu(t,x) = @u(tw)

para as primeiras e segundas derivadas parciais de u com respeito a ¢, e notagoes semelhantes para
derivadas parciais com respeito a .

A equacéo se chama equacao da onda, e modela a propagacao de ondas em um meio heterogéneo
no intervalo de tempo [0,7]. A fungdo u solucdo da equagdo da onda representa a pressio acistica da
onda. As condigoes e (3) sdo condigdes iniciais de posigao e de velocidade, respectivamente. As
funcoes ug e w1 sao dadas, ug representa uma posi¢ao inicial e u; representa uma velocidade inicial. As
condicoes — sao condicoes de fronteira de Dirichlet. A funcao f é uma fonte dada. A constante
c é a velocidade da onda, suponhamos que ela é conhecida. O problema H é um problema direto
bem-posto, isto significa que ele tem uma solugao tnica.

2.1 Um método explicito simples

Queremos aproximar numericamente a solucao de — para uma fonte f dada. A ideia mais simples
para obter uma aproximacao numérica das derivadas parciais é de aproxima-las por diferencas finitas
centradas:

u(t + At/2,x) —u(t — At/2, )
At
onde At e Ax sdo pequenas variacées no tempo e no espaco, respectivamente. Observe que essas dife-

rengas finitas convergem para as derivadas respectivas quando At e Az convergem para 0. Da mesma
maneira, consideramos as aproximagoes seguintes para as derivadas segundas:

Opu(t + At/2,2) — Opu(t — At/2, x) Opu(t,x + Ax/2) — dpu(t,z — Ax/2)
At Az '

Aproximando de novo d;u e J,u nestas expressoes, obtemos as aproximagoes seguintes para as derivadas
segundas:

u(t,x + Ax/2) — u(t,x — Ax/2)
Ax ’

dpu(t, ) = e Quu(t,z) ~

8ttu( T) ~ € 551;“(15753) ~

u(t + At,x) — 2u(t, ) + u(t — At, z)

8ttu( T) ~ (6)

At? ’

u(t,z + Azx) — 2u(t,x) + u(t,z — Ax)
02,ult,x) ~ i . (7)
Agora vamos considerar discretizagoes t; = iAt, ¢ = 0,...,n, de [0,T], com At = T/ny, e x; = jAuz,
j=0,...,ng, de [0,1], com Az = 1/n,. Chamamos de u] a aproximagao numérica de u(t;,z;), i.e.



u] ~ u(t;, z;). De acordo com as aproximagoes @—@ das derivadas segundas, aproximamos a equagao

da onda da seguinte maneira:
u(t; + At,x5) — 2u(ts, xj) + ult; — At, ;) Qu(ty, xj + Ax) — 2u(t;, x;) + ul(t;, z; — Ax)
—c

INE Az ~ f(tiz))
Usando a aproximagao uZ ~ u(t;, z;), a solugdo numérica deve satisfazer entao
j j j j+1 j j—1
Ui —2ui iy pult = 2ul ] 5 (8)
At2 ¢ Axz? S
onde fz] := f(t;, ;). Reorganizando obtemos
Gt o il
. ; ; 9 ; Qu; = 2u; +u; .
wly = 2u] —ul_ + At <fij+c ! A:;Q ! ), para i > 1 9)
ou de maneira equivalente
“g—s-l =l 4201 — ol + AT T + ARF), parai > 1 (10)
com a = cAt/Az. A equagdo (10) pode ser usada para atualizar y?H se wl,ul_,ul T wl ™! forem co-
nhecidos. Quando u, e u] sdo dados para todos j = 0, ..., n,, os u] podem ser calculados iterativamente
para todos i = 0, ...,n; usando (10). Os u)) e u] podem ser deduzidos das condig¢des iniciais de posigao
e velocidade ug(x) e uy(x) aparecendo em—. Neste exercicio computacional, sempre escolheremos
ul) = 0ewuj =0 para todos j = 0,...,n, (isto corresponde a posi¢ao e velocidade iniciais nulas). Dizemos

, . . o o SN o
que (L0) é um método explicito pois u], ; depende explicitamente de wl,ul L ul T ul ™ em (T0).

Na hora da implementacao, é importante nao esquecer as condigoes de Dirichlet —. Isso significa
que para j = 0 e j = n,, nao usaremos a formula (10)), mas deveremos atribuir os valores u 1 =0e
ugf, = 0 para todos ¢ = 0,...,n;. Ao plotar a solugdo, é bom verificar se a solucao u] fica fixa nos

pontos 7 =0e j =ng,.

2.2 Exercicio 1: resolver a equacao da onda

Neste exercicio 1 usaremos 7' = 1, e para a fonte escolhemos
f(t,z.) = 1000c*(1 — 262t27r2)e_62t2”2, para todos ¢ € [0, T

e f(t,z) = 0 para todos = # z. (dizemos que f é uma fonte pontual), com os pardmetros 5 = 10 e
z. = 0.7.

e Primeiro, escolhemos c? =10 e Az = 0.01. Implemente o método explicito para calcular a
aproximagao numérica u; com n; = 350.

e No seu c6digo, inclua uma fungéo para plotar a fungéo z — u(z, f) num instante ¢ dado.

e Em seguida, reduza o valor de n; de 10 em 10, isto é n, = 350,340,330, etc ... A aproximagao
numérica u] quebra de repente a partir de algum valor critico de n;, no sentido que os valores de
u(x,t) sao subitamente extremamente altos ou u(x, t) oscila amplamente. No seus testes numéricos,
a partir de qual valor critico de n; a aproximacao numérica u] nao funciona mais?

e Faca o mesmo trabalho que nos itens precedentes, mas agora com c? = 20, comecando com n; = 500
e reduzindo o valor de n; de 10 em 10. A partir de qual valor de n; a aproximac¢ao numérica w;
nao funciona mais? Como pode-se explicar que este valor de n; é maior que no caso ¢ = 10?

e Inclua no seu relatério uma pagina com varios gréficos de x +— u(x, ) em instantes € [0, T], com
¢® = 20, para valores altos de ng e n; a sua escolha. Escolhe pelo menos n, = 200 e n; = 1500.
Por exemplo, podem ser 6 graficos nos instantes ¢ = 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6 (ver Figura para um
exemplo com 2 graficos).

Esses resultados mostram que usando um método explicito, o passo At precisa ser suficientemente pe-
queno, ou entdo o método numérico ficard instavel. A condigdo exata sobre At para obter estabilidade
depende de ¢ e Azx. Esta condigao de estabilidade chama-se condigao CFL (Courant-Friedrichs-Lax).
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Figura 2: Solucio x — u(x,t) em £ = 0.2 (esquerda) e £ = 0.5 (direita).

3 Descricao do problema inverso

Agora consideramos o problema seguinte (a partir de agora e até o fim deste EP, para simplificar vamos
escolher as condigbes iniciais ug(x) = 0 e uz(x) = 0 para todos x € [0, 1])

K
OAu*(t,x) — PO% u*(t,x) = Za;fk(t,x) em [0,7] x [0, 1], (11)
k=1
u*(0,2) = 0 em [0, 1], (12)
Oyu*(0,2) =0 em [0, 1], (13)
u*(t,0) =0 em [0, T, (14)
u*(t,1) =0 em [0, 7). (15)
Neste problema, as funcées fi, £ =1,..., K, sdo conhecidas, mas os coeficientes aj € R sao incégnitos.
Chamaremos os fj de fontes e os aj, de intensidades.
O problema inverso consiste em reconstruir as intensidades aj, € R, k = 1,..., K, a partir de medicoes

de u* em apenas um ponto z, € [0,1]. Suponhamos que temos um aparelho capaz de medir u*(z,,t)
em algum ponto z, de [0,1] para todos os tempos t € [t;,tf], onde 0 < t; < ty < 1. Este tipo de
aparelho chama-se frequentemente de receptor. Vamos usar a notagao d,(t) = u*(x,,t),t € [t;, 7] para
essas medigdes, e chamar elas de sismograma (ver Figurapara exemplos de sismograma). Vamos supor
as medicoes d,(t),t € [t;, ty], ficam a disposicdo, mas que u* nao é conhecido. Queremos reconstruir as
intensidades aj.

Como as aj € R sao incégnitas, mas as fontes fi, & = 1,..., K, sao conhecidas, vamos definir um
outro problema

K

Ofu(t,r) — 02, u(t,x) = Zakfk(t,x) em [0,7] x [0,1], (16)
k=1

u(0,2) =0 em [0, 1], (17)

Oru(0,2) = 0 em [0, 1], (18)

u(t,0) =0 em [0,T], (19)

u(t,1) =0 em [0,T]. (20)

onde 0s ay s@o parametros. Agora vamos definir uma funcdo custo

¢
E(ay,...,ax) = 2(75Jc1—m /tif(u(:rr,t) —d,(t))?dt.
Observamos que E(aq,...,ax) > 0 e que
* * 1 - 2
B(a,... %) = w/t (0 (£, 20) — do (£))2 dt = 0.
Esse mostra que uma solugao do problema
mininimize F(ay,...,ax) (21)

(a1,....,ax )ERK



é de fato (ai,...,ax) = (af,...,ak). O problema é um problema de minimos quadrados para

os pardmetros (aj,...,ar). Para enxergar melhor a dependéncia e E(ai,...,ax) nos parametros
(a1,...,ax), vamos introduzir as fungoes auxiliares uy solugoes de

DZup(t, x) — 202 u(t,z) = fe(t, ) em [0,7T] x [0,1] (22)

ur(0,2) =0 em [0, 1], (23)

Opur(0,2) = 0 em [0, 1], (24)

ug(t,0) =0 em [0, T, (25)

ug(t,1) =0 em [0,T]. (26)

Observe que ug(t, z) nado depende dos ax. Como o sistema de equagdes — é linear, temos clara-
mente u(t,z) = Zszl apug(t,z). Assim, obtemos

ty [ K 2
E(a17...,aK)=2(ze;_W/ti (kz_lakuk(mxr)—dr(t)) dt. (27)

Na forma 7 a funcao custo E pode ser estudada usando as ferramentas de MMQ desenvolvidas em
sala de aula.

3.1 Exercicio 2: resolucao do problema inverso

e Escreva o sistema normal na forma matricial Ba = ¢ para o problema dos minimos quadrados (21)),

usando (27) (escreva os detalhes do cdlculo que leva a Ba = ¢). Aqui a = (a1,...,ax) é o vetor
das intensidades a reconstruir, B € R¥¥ ¢ uma matriz quadrada simétrica, e ¢ = (c1,...,cx) é
um vetor.

e Escreva um cédigo que monta o sistema normal Ba = ¢ para um K geral. Observe que B é uma
matriz simétrica, portanto, nao é necessario calcular todos os coeficientes de B. Para aproximar
integrais numericamente, vamos usar a formula dos trapézios seguinte:

n—1

[ aas= 5 [g(so) glsa) +23 (s
50 i=1

onde s; = sg +iAt, i = 0,...,n, n = (s, — o)/ At (escolhe s, e sy de maneira que n seja um
inteiro). Observe que a definigdo de At é At = T'/ny, confira Segéo

e Teste seu cédigo com os dados seguintes: K = 3,
, L) = c — T)e i 2, para todos t € |0,
ot 1000c2(1 — 2B%t272)e= At dost €0, T 28

e fix(t,z) = 0 para todos x # xj,. Escolhemos os parametros 3 = 10, ¢? = 20, z,, = 0.7, Az = 0.01,
ng = 1000 e (z1,22,23) = (0.2,0.3,0.9), t; = 0.5 e ty = T = 1. O sismograma d> é dado (ver
arquivo dr3.npy ou dr3.txt. Observacio: o arquivo d> corresponde a fungdo d,.(t) no intervalo
[0, 7], isto é d2 tem n; + 1 = 1001 linhas. Para calcular as integrais aparecendo no sistema normal,
precisa extrair os valores de d> no intervalo [t;,t]).

e Escreva um codigo que resolva o sistema normal Ba = ¢ para um K geral usando uma fatoracao
de Cholesky. A fatoracio de Cholesky de B é da forma B = LL" onde L é uma matriz triangular
inferior com entradas diagonais positivas e reais, e LT denota a matriz transposta de L.

e Resolve o sistema normal Ba = ¢ no caso K = 3 descrito no item anterior usando seu cédigo
de fatoragdo de Cholesky. Neste caso os pardmetros étimos (af,a}, af) = (0.1,40.0,7.5) sdo co-
nhecidos. Seu algoritmo deveria fornecer estes parametros 6timos com uma precisao alta. Vamos
denotar (a1, as,as) a solugdo numérica obtida com seu algoritmo. Calcule numericamente o erro
de reconstrugao seguinte:

> (ar —ap)?.

k=1

€Iroro =




Calcule também o residuo :

residuo = E(ay,...,ak).

Observe que ambos o erroys e o residuo devem ser pequenos, pois os dois estao medindo a distancia
da reconstrugdo (as,...,ax) a solugdo exata (af,...,a%k).

e Escreva um cédigo que resolva o sistema normal Ba = ¢ para um K geral usando um método
iterativo SOR com w = 1.6 e com 10000 iteragoes. Calcule o errors e o residuo. Qual do método
SOR ou da fatoragao de Cholesky fornece o menor erroys e o menor residuo?

e Agora faca os mesmos passos no caso seguinte: K = 10, e as fungoes fi sao fontes pontuais definidas

em com
(21,...,2x) = (0.03,0.15,0.17,0.25,0.33,0.34, 0.40, 0.44, 0.51, 0.73).

Os parametros sdo 8 = 10, ¢® = 20, z, = 0.7, Az = 0.01, n, = 1000, t; = 0.9 e ty = T = 1. Nesse
exercicio, os parametros 6timos sao conhecidos, iguais a

(a},...,a%) = (7.3,2.4,5.7,4.7,0.1,20.0,5.1,6.1,2.8,15.3).

O sismograma d'° é dado (ver arquivo dr10.npy ou dr10.txt. Observacio: o arquivo di corres-
ponde a fungao d,.(t) no intervalo [0, 7], isto é d1° tem n; + 1 = 1001 linhas. )

e Agora vamos considerar um caso com K = 20, 8 = 10, ¢ = 20, z,, = 0.7, Az = 0.005, n; = 2000,
t;=09ety =T =1. As fungoes fj sdo fontes pontuais definidas em com

2, =01+0025k—1), k=1,...,20.

A tarefa é de calcular (ai,...,ax) solugdo de Ba = c¢ usando seu algoritmo de fatoragdo de
Cholesky. Neste caso d2° é dado (ver arquivo dr20.npy ou dr20.txt. Observagio: o arquivo
d?® corresponde a fungdo d,(t) no intervalo [0,T], isto ¢ d?° tem n, + 1 = 2001 linhas.) mas a
solugdo exata (a7, ...,a} ) ndo é conhecida. No seu relatério, escreva os valores que vocé encontra
para (ai,...,ax) na mesma ordem dada pelo seu algoritmo e, além disso, mostre os valores de
(a1,...,ax) classificados em ordem crescente (para ajudar na verificagdo dos valores).

3.2 Exercicio 3: estudo da influenga do ruido na reconstrucgao

No exercicio 2, os sismogramas d> e d'° eram idealizados, no sentido que eles eram medicdes exatas de
u*(t, ;) no intervalo [t;,tf]. No entanto, na pratica os sismogramas sempre tem defeitos, por vérias
razoes: o sinal é sempre poluido por ruido, os aparelhos de medicao nao sao perfeitos, e o modelo ma-
tematico é apenas uma aproximagao da situagao real. No exercicio 2, obtivemos reconstrugoes excelentes
das intensidades (af,...,a},), no sentido que o errors e o residuo eram extremamente pequenos. Isso
pode dar a impressao de que este problema inverso é facil de resolver, no entanto, veremos neste exercicio
que uma quantidade muito pequena de ruido nos dados d, pode levar a um resultado completamente
errado. Isso mostra a instabilidade desse problema inverso, e por isso este problema inverso é chamado
de mal-posto.

Neste exercicio 3, vamos considerar o mesmo caso que no exercicio 2 com K = 10, mas agora vamos
usar um sismograma ruidoso, que chamaremos de d=4° em vez de d'°. Vamos definir um sismograma
ruidoso a partir de d’° da seguinte maneira:

diido () i= (14 6(t))d°(t) para todos t € [t;, /],

onde

510 = (0, mox 10961 ) o0

se[t'iatf]

e v(t) tem valores aleatérios entre —1.0 e 1.0. Por exemplo, pode usar-se a fun¢io numpy.random.rand
para definir v(t). Aqui, n é um pardmetro que usaremos para controlar o nivel do ruido.
Vamos definir o nivel de ruido da seguinte maneira

ty .
/ d2°(t) — drie (1)) de

ruido = 100 ——
RO

t;




Observe que o nivel de ruido é uma porcentagem, por exemplo se calculamos ruido = 1.5, isto significa
que o nivel de ruido nos dados é de 1.5%.

e Implemente no seu cédigo os dados ruidosos d="9° e o nivel de ruido como definidos acima. Imple-
mente também uma funcio que plota os dados sem ruido d'° e os dados ruidosos d:*4° no intervalo
[ti,t7] (Coloque os dois plots em uma figura s6 - ver Figura [3| para um exemplo de tal plotagem).

e Resolva o sistema normal Ba = ¢ usando d:*9° em vez de d'° com os valores = 1073, 1074,107°
e calcule o nivel de ruido correspondente. Calcule o errors e o residuo. Plote também os dados
sem rufdo d!° e os dados ruidosos di"9° no intervalo [t;,t¢]. Observe que a diferenca entre os
dados ruidosos e os dados sem ruido é visualmente imperceptivel para estes valores de n. Discuta
a influéncia do nivel de ruido no erro de reconstrugao e nos residuos. Deve-se observar que, mesmo
com uma pequena quantidade de ruido, a reconstrucdo (ap,...,ax) é bastante degradada.

sismograma sem_ruido sismograma com_ruido

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3: Exemplo de sismograma sem ruido (esquerda) e com 0.96% de ruido (direita)

4 Observacoes finais

O problema de reconstrucdo dos parametros (a7, ..., a%) visto nesse EP é uma versao bastante simplifi-
cada de um problema inverso altamente relevante da geofisica. Este problema encontra-se frequentemente
na literatura com o nome full waveform inversion. Ele tem aplicagoes chaves na industria e na geofisica,
tais como o mapeamento do subsolo para prospeccao de petréleo e a deteccao da origem de terremotos.
O problema de full waveform inversion é um assunto moderno de pesquisa, e atualmente existe uma
grande comunidade de engenheiros, geofisicos e matemdticos trabalhando nesse assunto.

Em uma aplicagao mais realista, a primeira dificuldade adicional é que o problema é estudado em
dimensoes 2 ou 3, o que dificulta bastante a implementacao numérica da equagao da onda, tanto do ponto
de vista matematico quanto do computacional. A outra dificuldade adicional é que a dependéncia da
funcéo custo nos parametros é muito mais complexa em problemas realistas. Por exemplo, um problema
mais realista seria de reconstruir as posi¢oes das fontes pontuais fi em vez de reconstruir apenas a
intensidade de f;. Nesse caso a dependéncia da funcao custo ja é bem mais complicada, e o sistema
normal nao é de facil cdlculo. O problema inverso de reconstrugao da posicao de uma fonte pontual tem
aplicacao em deteccao da origem de terremotos por exemplo. Um outro exemplo altamente relevante
é de reconstruir a velocidade ¢ na equacao da onda em meios heterogéneos. Nesse caso ¢ é uma
funcao, e o mapeamento dessa funcao traz muitas informagoes relevantes sobre o subsolo.

5 Instrucgoes, observagoes e dicas

e Esse exercicio pode ser feito em duplas.

e O uso de bibliotecas nao é permitido (por exemplo para realizar as operagoes entre matrizes, ou
para fazer a fatoragido de Cholesky, ou para usar o método iterativo SOR). A tnica excecao é que
fungdes que permitem a representagdo de matrizes e vetores sao permitidas (por exemplo, a fungéo
numpy.array ).



e O programa devera ser escrito em Python, usando o pacote numpy, ou em linguagem C. O seu
c6digo devera estar bem comentado e estruturado. A entrada e a saida deverao ser feitas de forma
a ajudar o usudrio a executar o programa e devem facilitar a andlise dos resultados. Se o seu
programa precisa de arquivos de entrada, considere que os mesmos encontram-se na mesma pasta
do executdvel, ou faga de forma que solicite o caminho/nome do arquivo ao usudrio.

e As analises e resultados obtidos devem ser organizados em um relatério que deve minimamente
discutir os problemas estudados e os resultados obtidos. A entrega deverd conter um relatério
(no formato .pdf), contendo a andlise do problema estudado, e o cédigo usado para as simulagoes
computacionais (arquivos .py ou .c, tentando minimizar a quantidade de arquivos). A entrega
também deverd ser feita em um arquivo compactado tinico (por exemplo um arquivo .zip).

e O uso de TEX para escrever o relatério é fortemente incentivado. Os relatdrios escritos em Latex
receberao um bonus de 0.5 pontos.

e Os arquivos .npy sao dados em formato bindrio para usar com numpy. Vocé pode carregar eles
direitamente usando:

from numpy import load
dr3 = load(’dr3.npy’)

O resultado é um vetor do tipo numpy.array com n; + 1 entradas. Alternativamente, os mesmos
dados sao disponiveis em formato .txt.

Critérios de Corregao

e Exercicio 1 (3.8 pts) (Implementacao correta da equagdo da onda, figuras, valores criticos de ny
corretos, interpretagao dos resultados)

e Exercicio 2 (3.8 pts) (Célculo analitico do sistema normal correto, calculo numérico do sistema
normal Ba = ¢, implementacdo da formula dos trapézios, implementagdo do método SOR, imple-
mentacao da fatoracao de Cholesky, resolucao do sistema nos casos K = 3 e K = 10, cédlculo do
erro e do residuo, figuras, discussao dos resultados obtidos)

e Exercicio 3 (1.0 pts) (Célculo de d™9°, célculo do nivel de rufdo, resolugio numérica do sistema
normal Ba = ¢ com ruido, discussao dos resultados)

e Cédigo bem documentado: comentdrios, legibilidade. (0.7 pts)
e Qualidade do relatério (relevancia dos comentdrios e apresentacao geral). (0.7 pts)
e Uso de WTEX(0.5 pts extra)

e Sera verificado se o programa entregue roda e produz saidas consistentes com os resultados apre-
sentados no relatério.

e Em caso de atraso de até 48h, -2 pontos. Apds isso, o EP néo serd aceito.
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