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‘L 1. Soma e Subtracdo com Numeros Decimais e Binarios

OperacGes com numeros decimais (no papel):

= O resultado da operacgao (ex.: soma) pode ser decidido
calculando-se os resultados parciais em fatias

individuais:

ne ilimitado de fatias V,: Vai-um Ve Vem-um

1°operando | 5 \ Aisz || Ais A A1 Ao

2° operando SB Bi+2 Bi+1 Bi Bl BO

Resultado

da soma Sz z:i+2 z:i+1 Zi z:1 z:0
\ ) — _J
. . Y
Sinais Digitos de magnitude (valor)

‘L 1. Soma e Subtracao com Numeros Decimais e Binarios

Operacdes com nameros binérios (no computador): O
resultado da operacgéo (ex.: soma) também pode ser

decidido calculando-se os resultados parciais em fatias
individuais, porém

n° limitado de fatias V,: Vai-um Ve: Vem-um
1°operando |5 | Y |Aig| ... A ... A
20 operando SB Bi+1 Bi Bi-1
Resultado
dasoma Sy | .. iy 2 - 20 |
\ J

Digitos binarios—sinais — magnitude




‘L 1. Soma e Subtracdo com Numeros Decimais e Binarios

OperacGes com numeros decimais (no papel):

= O resultado da operacgao (ex.: subtracao) pode ser
decidido calculando-se os resultados parciais em fatias

individuais:
ne ilimitado de fatias E,: Empresta-um E,: Empresta-um
1°operando | 5 \ Aisz || Ais A A1 Ao
2° operando SB Bi+2 Bi+1 Bi Bl BO
Resultado , . .
da subtracéo Sy - Zisp || Zis1 2 21 20
\ ) — _J
. . Y
Sinais Digitos de magnitude (valor)

‘L 1. Soma e Subtracao com Numeros Decimais e Binarios

Operacdes com numeros binarios (no computador): O
resultado da operacéo (ex.: subtracdo) também pode ser
decidido calculando-se os resultados parciais em fatias
individuais, porém ..........

ne limitado de fatias E,: Empresta-um E,: Empresta-um

\ /7~ N/ N\
1°operando |5 | v |Aig| ... A ... |Ag
20 operando SB Bi+1 Bi Bi-1
Resultado ) ) .
da subtragéo Sy| .. Zisa| o (2] e (2 |
\ J

Digitos binarios—sinais — magnitude




, 1. Soma e Subtracdo com Numeros Decimais e Binarios I

Desafio:

Desenvolver técnicas de realizacao de
operacdes: elas fundamentalmente estarao
baseadas na escolha do tipo de
representacao que se utilizara para os
nameros binarios, a fim de resolver os
empecilhos e problemas das operacgodes de
soma e subtracdo em binario.

, 1. Soma e Subtracao com Numeros Decimais e Binarios I

. Problema 1: limitagcdo no numero de fatias
* Nem todos os niUmeros podem ser representados: existem
faixas de representagdes possiveis
+ Ex.: 000 a 999 com 3 digitos decimais;
+ Ex.: 00000000 a 11111111 com 8 digitos binarios (bits)
+ Podem ocorrer overflows: resultado de operagéo aritmética
nao cabe na representacao
+ Ex.: 100 * 10 = 1000 (n&o representavel com 3 digitos decimais)

» Problema deve ser tratado: geragdo de carry, ligado a outro
somador ou a circuito que indica erro

3+6 = 011 + 110

. Cope 1 :
Somador : out = Somador: | oo itado: 1001
3 bits 3 bits

Saida: 001

Lo




fL 1. Soma e Subtracdo com Numeros Decimais e Binarios

. Aritmética modular:

* Resultado natural de cenarios com limitacdo do espaco de
representacdo de nimeros

+ Aritmética “modulo n”: toma-se “o resto da divisao por n”

Aritmética Aritmética modular
Convencional (médulo 5)
Digitos = conjunto dos Digitos ={0,1,2,3,4}

numeros Naturais =N

4+0=4 / 4+0=4
4+1=5 4+1=0
4+2=6 4+2=1
4+3=7 4+3=2
4+4=8 N 4+4=3
4+5=9 4+4H+1=4
4+6=10 4+4+2=0
4+7=11 (4+4)+3=1
4+8=12 (4+4)+4=2
4+ ,.=.. (A+H++..=..

10

fL 1. Soma e Subtracao com Numeros Decimais e Binarios

. Aritmética modular:

» Leva a equivaléncias entre algumas operacdes de adicdo e
subtracdo: subtrair x € equivalente a somar (n — x)

+ Formalmente: (a — x) mod n = (a + n — x) mod n, pois (h mod n) =0

Subtrair 5 intervalos de 4
horas da tarde ...

Subtrair: movimento do
ponteiro no sentido anti-
horario

...& equivalente a somar 7
intervalos de 4 horas da
Somar: movimento do tarde
ponteiro no sentido
horério

Obs.: aritmética “mddulo 12”7
(5+7=12)

11




1. Soma e Subtracdo com Numeros Decimais e Binarios I

. Aritmética modular:
* Mddulos para soma binaria operam com aritmética modular:
somadores de n bits realizam somas médulo 2"
Somador de 3 bits: somas médulo 8

0 1 2 3 4 5 6 7_

>
_7 000 001 010 011 100 101 110 111 ~<_

Somador de 4 bits: somas médulo 16

0o 1 2 3 45 6 7 8 9 A B C E F

_--=7 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1111 ==~o_

12)

1. Soma e Subtracao com Numeros Decimais e Binarios I

. Problema 1: limitagcdo no numero de fatias

+ Nem todos os numeros podem ser representados: existem
faixas de representagdes possiveis

« Podem ocorrer overflows: resultado de operacéo aritmética
nao cabe na representacdo (gera-se carry)

. Problema 2: nUumeros negativos

+ Deve-se adotar alguma forma eficiente de representa-los e
de fazer operages aritmética com eles

« Exercicio: propor uma solucao para representacao de
nameros negativos em binario

13]




r 2. Representacdo de numeros negativos I

. Representacdo em sinal e magnitude:
+ 1 bit (mais significativo) para o sinal = 0: positivo; 1: negativo
« Bits restantes para a magnitude
 Ex.: 01010101 =+ 85 ; 11010101 =-85
+ [Faixa de representacdo com n bits: [-(2™1—-1), +(2"1 - 1)]

. Simples para humanos entenderem, mas...

« Desperdicio: duas representacdes para 0 nUmero zero
00000000 = + 0 ;10000000 =-0

* Operacdes de soma e subtracdo (= soma com inversédo do
sinal do segundo operando) pouco eficientes em hardware:

+ Ex. (decimal): + 123 -123 +123 +123
| + 333 —-333 —-333 -111
+456 — 456 - 210 + 012

14]

( 2. Representacdo de numeros negativos I

. Representagdo em sinal e magnitude:
« 1 bit (mais significativo) para o sinal = 0: positivo; 1: negativo
+ Bits restantes para a magnitude
* Ex.: 01010101 =+ 85 ;11010101 =-85
+ Faixa de representacdo com n bits: [-(2™1-1), +(2"1 - 1)]

. Simples para humanos entenderem, mas...

- Desperdicio: duas representacdes para 0 nimero zero
+ 00000000=+0 ;10000000=-0

* Operacdes de soma e subtracdo (= soma com inversao do
sinal do segundo operando) pouco eficientes em hardware:

* Circuitos de l6gica extras...

et et 7 E possivel fazer melhor?
if(iguais) {mantém sinal} .

else {comparar nimeros e usar sinal do de maior magnitude}

15




r 2. Representacdo de numeros negativos I

. Representacéo em sinal e magnitude:

* Quando observada em binario, ndo € muito “natural”; sinal inverte
a sequéncia usual encontrada em ndmeros positivos

7 -6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 _

>
1111 1110 1101 1100 1011 1010 1001 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111

1000 € ===n
D e N

« Algo um pouco mais “natural” (ainda com desperdicio):
-7 -6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

_--=»1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 ~~o

“Complemento de 1”: bits de x e —x s&o invertidos

. Algo mais “natural” e sem desperdicio:
I} 8 -7 -6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 _

>
_->1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 O0111~-o_

‘ “Complemento de 2”: complemento de 1, mais 1

16)

( 2. Representacdo de numeros negativos I

. Representagcdo em complemento de base:

» Aplica-se a ideia de aritmética modular: a representacao de
ndmero negativo é dada pelo seu complemento no espaco
de valores possiveis

. Mais formalmente:

* Numero D representado com n digitos (notacdo posicional) :
D=d,,d,,..d,d,
+  Complemento na base r (do inglés, radix) do nimero D: obtido
comorm—-D

+ Nota: r"tem n+1 digitos = se D = 0, entdo exclui-se o digito extra, de
modo que 0 é representado simplesmente como n zeros

. Decimal: complemento de 10; binério: complemento de 2
| + Ex: Base r = 10 (decimal); n = 3 (3 digitos); D = 345:
r—D =103 — 345 = ; 1000 — 345 = 655;
Logo, o complemento na base 10 de 345 é 655!

17]




r 2. Representacdo de numeros negativos I

. Representagdo em complemento de base:

n n TETO
+ Faixa de representacdo na base r: HTZJ ] +Uﬂ _1]
CHAO

+ Faixa de representacdo com n bits: [-(2%1), +(2"1 - 1)]

» Perceba que ha um nimero negativo a mais do que os numeros
positivos

. Para calcular “-D” a partir de “D” (ou vice-versa)
* Sinal e magnitude: basta trocar sinal
» NuUmeros binérios: inverter bit mais significativo
+  Complemento de base: calcular (" — D)
» NuUmeros binérios (r = 2): calcular (2" — D)

18

( 2. Representacdo de numeros negativos I

. Representacdo em complemento de base:

+ E necessaria uma operacao de subtrac&o para calcular os
complementos da base de um nimero D?

* Resposta: Nado =» basta calcular o complemento de cada
digito naquela base e somar 1 ao resultado

. Explicacéo:
D =d,,d,,...d,dj,onde 0<d;sr-1
Complementode D =("-D) =[(r"-1+1)-D]
=[("-1)-D] +1

* Numero (" — 1) é da forma <mm...mm>,onde m =r — 1.
n vezes

« Exemplo:r=10;n=3=2>r"=1000=999+ 1 =(r"-1) + 1.

n m m ... Mm m
* Logo: [(M-1)—-D]+1= doyd, .. dy dy” +1




r 2. Representacdo de numeros negativos I

. Representacdo em complemento de base:

Complemento . Exemplos
Digito Binario Octal Decimal Hexa
0 1 7 9 E Comp(1849,,) =8150 + 1
1 0 6 8 E = 8151,,
2 - 5 7 D
8 - 4 6 ©
4 - 3 5 B + Comp(0F36,5) = FOC9+ 1
5 - 2 4 A
6 ) 1 3 9 = FOCA4
7 - 0 2 8
8 - - 1 7
9 i ; 0 6 Comp(1010,) = 0101 + 1
A - - - 5 = 0110,
B - - - 4
| C - - - 3
D = - = 2 Complemento de 2:
E - - - 1 inverter bits e somar 1
F - - - 0 ao resultado

20)

( 2.1. Numeros binarios: Complemento de 2 I

. NUmeros positivos: idem a notacdo sinal-modulo;
. Parainverter o sinal:

1) Invertem-se todos os bits (equivale a complementar de 1
cada um dos bits) e entéo

2) Soma-se 1 ao resultado.

Exemplo: + 27, =

B «—oO

0011011
l l l l l l l bits sdo complementados
1100100

+ 1 soma-se 1 ao resultado

| 27,=11100101

21




r 2.1. NUmeros binarios: Complemento de 2 I

. Extenséo de sinal (sign extension):

« Ao aumentar o nimero de bits de D, deve-se tomar cuidado
para manter o sinal correto!

* Regra pratica
+ Se D é positivo: adicionar Os a esquerda
+ Se D é negativo: adicionar 1s a esquerda

. Truncagem

*  Diminuir o nimero de bits de D, cortando bits “sobrando” a
esquerda: Os se D é positivo; 1s se D é negativo

« Resultado s6 é valido se o sinal do nimero se mantém

+1,,=  1,=00000001, —8,,= 1000, = 11111000,
| 7,0 =1001,=11111001, -9,,=10111,=11110111,

22

( 3. Aritmética: Adicdo e Subtracao I

. Complemento de 2: contagem “natural”
+ Adicdo n + m: equivale a contar m a partir de n no sentido da
esquerda para a direita
* Ex.:(-5+6),, =1011, + 0110, = “1011, + 6 p/ direita” = 0001, = 1,,

+ Subtracdo n—m: equivale a contar m a partir de n no sentido
da direita para a esquerda

* Ex.: (4 -2),,=0100, - 0010, = “0100, + 2 p/ esquerda” = 0010, = 2,,
« Overflow: operacdo ultrapassa fronteira entre +7 e -8,
© EX. (6 +4),,= 0110, + 0100, = “0110, + 4 p/ direita” = 1010, = —6

| 8 -7 -6 -5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 _

>
_-->»1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 O111<€=-._

Overflow se cruzar fronteira em qualquer dire¢ao

23]




r 3. Aritmética: Adicdo e Subtracao I

. Complemento de 2: adicao

* Pode-se usar as regras usuais da soma, ignorando o “vai-um”
no bit mais significativo, se houver

. Exemplos:
+3 0011 -2 1110
++4 +0100 +-6 +1010
+7 0111 -8 11000
S Ignorar
"""""" “vai-um”
+6 0110 +4 0100 :
| + -3 +1101 +-7 +1001

+3 10011 -3 1101

24

( 3. Aritmética: Adicdo e Subtracao I

. Complemento de 2: overflow na adicao
* Nunca ocorre se sinais dos operandos sédo diferentes

+ Deteccao de ocorréncia: duas regras equivalentes

1. Soma de dois nimeros com o0 mesmo sinal produz resultado de sinal
diferente

2. “WVem-um” (c,y) que chega na posicao de sinal é diferente do “vai-um”
(cour) que sai da posicéo do sinal.

entradas saidas: +
Cin X y 2 (soma)  Coyr
0 0 0 0 0.
0 0 1 1 - o | regra 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
I} 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

---------------------------------------------------------------------- 25




r 3. Aritmética: Adicdo e Subtracao I

. Complemento de 2: subtracéao
+ Pode ser feita como se fosse uma adicdo, e depois verificam-
se 0s sinais para detectar overflow

* Na pratica: nega-se subtraendo e faz-se soma normal,
verificando overflow usando as regras da adicdo
» Operagdo m — n equivale a: 1) Complementar bit-a-bit n
2) Somarmencomcy =1

. Exemplos:

cn=1 cn=1
+4 0100 0100 +3 0011 0011
— 43 —=0011 +1100 -+4 -0100 +1011
+1 10001 -1 1111
I C|N = 1 ClN = 1
+4 0100 0100 +3 0011 0011
- -3 =1101 + 0010 — -4 -1100 +0011
+7 0111 +7 0111 26

( 3. Aritmética: Adicdo e Subtracao I

. Exercicios: Soma e subtracdo em complemento de 2

-3 1t 01 45 El 01
+ —6 1010 overflow + +6 10  overflow
-9 1\2‘111 +7 +11 11 5
cn=1 cn=1
+4 0100 Hoo 3 1101 H}m
sem sem
— +4 —0100 1011 o0l - -4 —1100 +opu
0 1/ 0000 +1 1| 0001
ey =1
| 4 1100 ’Ttoo 2 | 10
- 45 —-0101 +1D10 overflow + —6 1010 ovseen[IT:)w
-9 1lom11  +7 -8 1000

27]




, 3. Aritmética: Adicdo e Subtracao I

= Exercicio 10.8.1. Faca as opera¢ces com 6 bits (inclui
o bit de sinal) em Complemento de 2. Indique a
ocorréncia de Transbordo:

a)+19 + (-12) b) — 19 + (-12)
C) +19 + (+12) d) - 19 + (+12)
e) +21+(-11) f) =21+ (-11)
g) +21+(+11) h) — 21 + (+11)

28]

Licdo de Casa

. Material no Moodle

. Leitura:
« SeclOes 2.5 e 2.6 do Livro Texto.

«  Wakerly, John F. Digital Design: Principles and Practices,
Pearson Prentice-Hall, 4a Edi¢&o, 2006.




