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PREFACIO

Procurando atender as demandas do mercado, por razoes econdémicas e de
qualidade dos produtos, o desenvolvimento tecnolégico tem avangado na busca de
mdquinas e equipamentos cada vez mais rdpidos e eficientes. Estas condigoes de
funcionamento intensificam os efeitos dinimicos. Desta forma, o desempenho de
mdquinas de altas rotages, de carros nas curvas, de processos automatizados, entre
outros, depende das respectivas propriedades dindmicas.

A elaboragao de um projeto que satisfaga as exigéncias de comportamento
dinimico previamente especificado somente se efetiva com a aplicagao de conhe-
cimentos técnicos de Modelagem da Dinamica de Sistemas.

Assim, as grades curriculares dos cursos de Engenharia foram modificadas a
fim de contemplar o estudo de modelagem dindmica. No curso de Engenharia
Mecénica da Escola de Engenharia de Sao Carlos, EESC-USP, por exemplo, as
disciplinas com foco em Din4mica de Sistemas foram introduzidas em 1977 na pés-
graduagdo e em 1979 na graduagio. Desde entao, o apoio bibliogréfico aos cursos
¢ constituido por um conjunto de livros importados que nao sao facilmente encon-
trados no mercado. Além disso, sempre trouxe algum prejuizo ao aprendizado a falta
de material diddtico objetivamente ordenado e organizado.

Dentro desse contexto surgiu a perspectiva de colaborar com o estudo da
Din4mica de Sistemas e, conseqiientemente, de elaborar este livro.

Esta obra tem por objetivo atender a cursos de graduagio e cursos iniciais de
p6s-graduagio cujos respectivos programas contemplem modelagem da Dinimica
de Sistemas. A técnica de modelagem ¢ aqui ensinada utilizando uma metodologia
especial que se resume na divisao das expressdes matemdticas em dois grupos: equa-
¢oes e relacoes.

Complementando o escopo, foi acrescentado o estudo da resposta, assunto
indispensdvel para compreender o comportamento dinimico de sistemas, desenvolver
bom senso e necessdrio na elaboragdo de projetos, andlise e avaliagao de sistemas.

O Capitulo 1, “Conceituagao de Modelagem da Din4mica de Sistemas”, apre-
senta os conceitos fundamentais para uma abordagem da dinimica de sistema dire-
cionada a problemas de Engenharia e conceitos de modelagem, de sistema, de entrada
e saida. Discute o conceito de modelagem matemdtica, mostra uma classificagao
desses modelos considerando as complexidades analiticas, uma classifica¢io para as
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entradas reais e os tipos de problemas encontrados. Enfoca ainda o uso de com-
putadores nesse processo.

O Capitulo 2, “Conceitos Bésicos de Modelagem”, apresenta os fundamentos
para obter modelos lineares. Explica a estrutura adotada para a modelagem, requisito
importante na organizacio dos procedimentos e na formagao de engenheiro especia-
lizado em Dindmica de Sistemas. As quatro “partes” fundamentais consideradas sao:
Hipdteses, Aplicago de Leis, Relagoes entre as Varidveis e Validagao do Modelo.
No desenvolvimento desses quatro itens s3o apresentados enunciados simplificados
das leis usadas no livro e sao listadas as relagoes importantes.

O Capitulo 3, “Modelagens de Sistemas Simples”, desenvolve a organizagao e
os procedimentos de modelagem. Apresenta detalhes e implicagoes decorrentes da
defini¢do da origem e escolha do sentido positivo das variagdes das grandezas.
Introduz o conceito de fun¢io de transferéncia operacional. Sao desenvolvidas
modelagens de sistemas elétricos (nove modelos), de sistemas mecanicos (seis mo-
delos), de sistemas fluidicos com dgua (quatro modelos), de sistemas fluidicos com
ar (dois modelos) e de sistemas térmicos (dois modelos). Cada modelagem constitui
um corpo completo e pode ser estudada em seqiiéncia diferente da aqui apresentada.
Nas se¢oes finais o capitulo discute os conceitos de ganho proporcional, derivativo
e integral e trés métodos para verificagao de modelagem.

No Capitulo 4, “Transformada de Laplace”, a transformada é desenvolvida para
aplica¢io em estudos da Dinimica de Sistemas. O capitulo apresenta a defini¢ao da
transformada e sua inversa, discussao de teoremas, detalhes na regido préxima a
origem, a diferenga entre o operador derivativo D e a transformada de Laplace.
Desenvolve a transformada de fungées periddicas, da fungio degrau e da funcio
impulso. Discute a conversao de um problema com condigoes iniciais diferentes de
zero em um problema com condig6es iniciais iguais a zero, e um método para tratar
condi¢bes iniciais. Apresenta o processo de inversio da transformada por meio de
tabelas, o teorema da convolugio, fun¢oes de transferéncia com Laplace, definindo
pélos e zeros.

No Capitulo 5, “Respostas no Dominio do Tempo de Sistemas de Primeira e
Segunda Ordem as Entradas do Tipo Degrau, Rampa e Impulso”, as respostas sao
encontradas resolvendo as respectivas equagoes diferenciais. S0 apresentados graficos
das respostas com eixos normalizados. E também realizado um estudo da resposta
experimental a entrada degrau de sistema de primeira ordem e de sistemas de segunda
ordem subamortecidos e superamortecidos.

O Capitulo 6, “Resposta em Freqiiéncia”, explica o conceito de resposta em
freqiiéncia e define a fun¢ao de transferéncia senoidal. Determina equagoes e gréficos
da relagdo de amplitudes e fases para o ganho, integradores e derivadores, sistema
de primeira ordem, sistema de segunda ordem e tempo morto, tanto para escalas
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lineares como para escalas logaritmicas (grifico de Bode). Sao discutidos os proce-
dimentos para a confec¢ao manual do grifico que oferece os subsidios para elaboragao
de projetos, andlises e avaliagdo de sistemas.

O Capitulo 7, “Estudo da Resposta Usando o Método da Transformada de
Laplace”, avanga no exame e consideragoes das respostas de um sistema em geral.
Representa a base conceitual tanto para estudos tedricos aprofundados como para
efetuar trabalhos prdticos de medigdo, por exemplo, de vibragoes, de som, de transientes
e outros. E apresentada a interligagio da Resposta em Freqiiéncia com as respostas
do impulso, pulso e transientes. Sao feitas considerag¢oes bésicas sobre sinais aleatérios
e também ¢ introduzido um dos conceitos mais importantes de dindmica: a Den-

sidade Espectral Média Quadrada (Power Spectral Density).

O Capitulo 8, “Técnicas para Tratamentos de Sistemas Nao-Lineares”, apresenta
uma sintese dos tipos de nao-linearidades possiveis nos sistemas reais e seus efeitos nas
respostas dos sistemas. Explica a técnica de linearizagdo em torno de um ponto de
operagao (Andlise de Perturbagio), desenvolve o conceito de Resposta em Fregiiéncia
para sistemas nao-lineares (Fun¢ao Descritiva) e introduz o uso de simulagao digital
como um método para implementar a resolu¢io de sistemas nao-lineares.

O Capitulo 9, “Modelagens de Sistemas — Exemplos”, representa um avango
nas modelagens, em termos de complexidade dos sistemas. As modelagens sao
desenvolvidas de maneira mais natural, nao esquematizadas como no Capitulo 3.
Em alguns exemplos sao também estudados aspectos como a Densidade Espectral,
Resposta em Freqiiéncia, Sensibilidade e Estabilidade. S3o apresentadas modelagens
de Sistemas Mecanicos (trés), de Sistemas Hidrdulicos — Oleo (quatro) e de Sistemas
Pneumdticos — Ar (trés). Dentre os dez sistemas modelados, oito contém partes
mecanicas, portanto, a Lei de Newton ¢ a mais empregada.

O Apéndice A, “Revisio Matemdtica”, apresenta um resumo dos conceitos
matemdticos necessdrios para desenvolver os estudos de Dindmica de Sistemas e traz
as relagbes matemdticas importantes. Faz um breve estudo de determinantes e de
equagoes diferenciais ordindrias lineares com coeficientes constantes pelo método
cldssico.

O Apéndice B, “Introdu¢io ao MATLAB”, tem dois objetivos: estudar os conhe-
cimentos bédsicos do MATLAB para uso imediato e motivar o usudrio a passar para
estudos aprofundados. Apresenta a linguagem MATLAB e discute pontos funda-
mentais como varigveis, linhas de comando e outros. Discute o uso do MATLAB
em operagdes com matrizes e vetores, comparativas e légicas, polinémios, gréficos,
fracoes parciais e Resposta em Freqiiéncia.

O Apéndice C, “Introducio ao Simulink”, observa os fundamentos das simulacoes
p Ga Q
digitais no dominio do tempo, no ambiente Windows. Mostra como construir um diagrama



para simulagio, como executd-lo e obter gréficos e como salvar o trabalho. Apresenta a
descrigao de blocos usuais, informages para manipulagio e exemplos de simulaczo.

O Apéndice D, “Teoremas e Tabela da Transformada de Laplace”, contém duas
tabelas, uma para os teoremas e outra contendo 37 pares de fun¢des do tempo e
suas respectivas transformadas. As fung¢oes do tempo e as suas transformadas foram
selecionadas com base no uso em Dindmica.

Enfim, na elaboragao deste livro, os assuntos foram cuidadosamente selecio-
nados e didaticamente desenvolvidos, com base na experiéncia de muitos anos de
ensino de modelagem e no desempenho e sucesso de ex-alunos na drea de Dinimica
de Sistemas.

O Autor
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CapiTuLo 1

CONCEITUACAO DE MODELAGEM DA
DINAMICA DE SISTEMAS

1.1 — INTRODUCAO

E importante iniciar o estudo de modelagem discutindo a sua filosofia.

O primeiro ponto que devemos abordar refere-se 2 Engenharia em si, no que
consiste o seu trabalho.

A discussao deste tema se faz necessdria porque, quando as pessoas ingressam
no curso de Engenharia e recebem pela primeira vez explicagbes sobre o que ¢é
Engenharia, estas ficam surpresas e até reagem demonstrando desconfianca e incredi-
bilidade. Esta atitude se deve muito ao mito popular que implanta a idéia de que
Engenharia é uma ciéncia exata. Grave erro conceitual! Engenharia ¢ a ciéncia que
busca resolver problemas de forma aproximada. Alids, ¢ dificil compreender o que
possa ser exato. Serd que conseguirfamos determinar as grandezas envolvidas em
Engenharia, como tensao, pressao, tempo, temperatura, velocidade, comprimento
e outras, de maneira exata? A resposta é no, porque nao hd exatidao em Engenharia.
As vezes é até complexo compreender o que seria uma grandeza, como, por exemplo,
o comprimento de uma barra. As faces tém rugosidade e nio sao absolutamente
paralelas e planas, e o comprimento depende da temperatura. Portanto, nem sequer
conseguimos obter o exato valor de uma grandeza simples como o comprimento de
uma barra.

Apenas para ilustrar, se examinarmos a face de uma barra em um microscépio
observaremos os detalhes da rugosidade com seus picos e vales, Figura 1.1. Essa figura
evidencia uma das dificuldades para definir o que seria o comprimento exato da barra.

Comprimento?

Figura 1.1 A rugosidade dificulta a definicdo do comprimento exato da barra.



Quando fazemos mediges de grandezas de Engenharia, os dados obtidos sempre
apresentam erros. Por mais esfor¢os que venhamos a empregar, quer com cuidados
especiais ou com instrumental sofisticado, a medigio perfeita (exata) nunca serd
realizada.

E neste ponto que precisamos de bom senso. Apesar de nio haver exatidio,
mesmo assim a Engenharia consegue resolver, de forma aproximada, problemas e
com isso atender as necessidades da sociedade. Por meio da aplicagdo de técnicas e
procedimentos, o engenheiro executa projeto e construgao de tudo o que o ser humano
usa, Como carros, tratores, avioes, foguetes, edificios, estradas, computadores, robds,
aparelhos para medicina, odontologia, de comunicagao, etc.

E dentro do contexto de “solugoes aproximadas” que encontramos o significado
de Modelagem, pois Engenharia é um conjunto de modelos.

Esse conjunto de modelos dd sustentagio ao progresso tecnoldgico, pois
desenvolver um produto ou um bem por meio de tentativas é inaceitdvel. Com certeza
terfamos alto custo, enorme demanda de tempo, risco de perder vidas ou de ser
invidvel, como, por exemplo, a constru¢ao de avides, pontes pénseis, etc. A quantidade
de alternativas de modifica¢bes e de combinag¢oes das caracteristicas pode implicar
um ndmero praticamente infinito de tentativas.

E importante reconhecer que o mundo real é muito complexo. Desta forma,
para atingir nossos objetivos, entre eles a andlise e o projeto de bens, equipamentos
e componentes, precisamos ser capazes de descrever esses processos complexos de
maneira inteligivel. Isso significa descrever alguns aspectos do mundo real de forma
abstrata, Figura 1.2.

ENGENHARIA
MUNDO — a
REAL Descrigéo do
mundo real
Modelos

Figura 1.2 O material teérico de Engenharia procura retratar o mundo real.

Sabemos que ¢ praticamente impossivel descrever todos os aspectos de
determinado processo do mundo real. Por isso, temos de decidir quais caracteristicas
considerar e quais ignorar. Esta ¢ a esséncia da arte de modelar — saber selecionar
somente as caracteristicas, dentre muitas disponiveis, que sao necessdrias e suficientes
para descrever o processo com precisio satisfatéria.



O engenheiro tem de se preparar para essa tarefa. A obten¢ao de um modelo
vélido requer o conhecimento do processo sob estudo e também das técnicas de
modelagem. Este livro trata desses itens, mas com intensidades diferentes.

Os processos de Engenharia constituem um campo extenso e amplo, impossivel
de ser tratado em um s6 livro. Aqui, alguns processos sao discutidos de forma elemen-
tar, com o objetivo de formar uma base para que o engenheiro possa posteriormente
se desenvolver com proficiéncia em sua 4rea especifica.

Quanto a discussao das técnicas de modelagem, se comparada com o estudo
dos processos, esta avanca um pouco mais. Contudo, ainda poderia ser classificada
como um conjunto de conhecimentos fundamentais, evidentemente indispensdveis
para formar o alicerce do engenheiro de dindmica de sistema.

Adicionalmente, com objetivo de proporcionar ao engenheiro uma visao concei-
tual do comportamento dinimico, este livro tem boa parte dedicada ao estudo da
resposta dos sistemas, muito importante para projetar, analisar e definir as
caracteristicas de desempenho dos sistemas.

1.2 — SIGNIFICADO DE MODELO

Em estudos de Engenharia, a palavra modelo possui mais de um significado,
sendo um deles associado a modelos fisicos ¢ o outro a modelos matemdticos.

Modelo fisico é um arranjo de pegas e mecanismos reais. E construido de acordo
com regras de escala e deve se comportar de maneira similar a como se comporta o
sistema de tamanho natural. Os modelos fisicos em escala representam importante
metodologia para algumas dreas da Engenharia. Este tipo de modelo ¢ muito usado
em projetos de veiculos, perfis aecrodinimicos, estruturas e outros.

O segundo tipo, o modelo matemdtico, envolve a aplicagao criteriosa de leis
fisicas e julgamento de Engenharia para a obten¢io de um conjunto de equagdes
que irdo (dentro de certa aproximagao) descrever adequadamente o comportamento
do sistema. Os modelos matemdticos, na grande maioria das vezes, sao tratados dentro
do assunto dindmica de sistemas. Portanto, entendemos por modelagem o processo de
obtengio das equagoes matemdticas e chamamos de modelo matemitico o conjunto
das equagdes. Mesmo se tratando de modelos matemdticos, a fabricagao de pegas
pode vir a ser necessdria quando desejamos determinar valores numéricos reais para
os coeficientes do modelo.

Outros modelos usados em Engenharia sao os modelos computacionais, por
exemplo, sistema biela—manivela, mecanismo de quatro barras, vazamento e
solidificacao de corpos em fundi¢do, etc. Hoje temos computadores comuns com



capacidade de mostrar na tela corpos de trés dimensdes em movimento, gradientes
de temperatura, o trabalho da suspensiao de um carro, um sistema hidrdulico em
funcionamento e outros. Em certas situacoes, esses modelos substituem os construidos
em escala, pois ¢ muito mais ficil mudar os pardmetros ou as caracteristicas no
computador do que fabricar e instalar novos componentes. Por exemplo, alterar o
comprimento de uma barra de um mecanismo no computador é uma tarefa rdpida,
enquanto no modelo em escala temos demanda de tempo, custos de fabricagio e
montagem.

Sob um ponto de vista mais rigoroso, esse tipo de modelo computacional se
encaixa na classificagao de modelos matemdticos, com interfaces gréficas para permitir
que a determinagio do modelo seja mais amigdvel. Os modelos computacionais geram
suas equages automaticamente.

Em outras dreas, fora do contexto de Engenharia, hd outros tipos de modelos,
como os chamados verbais, que s3o usados em sociologia e psicologia.

1.3 — SIGNIFICADO DE DINAMICA DE SISTEMA

Os estudos dos comportamentos de mecanismos, motores, mdquinas, circuitos
elétricos e outros equipamentos sao geralmente apresentados dentro de uma divisao
diddtica de livros ou revistas com o nome Dindmica de Sistemas (System Dynamics).
Ao observarmos tal denominagao, sempre indagamos qual campo de problemas ou
assuntos que sao tratados nessa drea. A resposta direta a esta indagagao nio ¢ tao
importante, mas sim a clara conscientiza¢do que pode ser conseguida pelo enten-
dimento do préprio sentido das palavras sistema e dindmica.

Um sistema é um conjunto de pecas ou componentes, sem limita¢io de
quantidade, que se encontra dentro de uma fronteira imagindria escolhida convenien-
temente pelo analista. Um sistema pode ser de qualquer tamanho. Por exemplo, o
sistema elétrico de uma casa e o sistema elétrico de um pais possuem dimensdes
completamente diferentes.

Uma importante decisao para a obten¢ao dos modelos é a defini¢ao da fronteira
do sistema. A fronteira determina quais elementos do mundo real e do processo serdo
estudados. Todos os demais componentes nio pertencentes ao sistema sao chamados
de meio externo.

A escolha da fronteira do sistema pode se tornar fator critico para a modelagem.
Se for muito ampla, a modelagem pode se tornar dificil, complexa e envolver muitos
detalhes irrelevantes. Se for muito restrita, pode deixar de incluir aspectos importantes
e isso proporcionard resultados insatisfatérios.



A defini¢ao da fronteira estd também ligada ao detalhamento do estudo
pretendido. Por exemplo, quando a fronteira engloba um sistema hidrdulico completo,
contendo tanque, motor elétrico, bomba, vdlvulas e cilindro, a vazao de uma vélvula ¢
considerada fungao das propriedades do 6leo, da abertura da vélvula e das pressoes
envolvidas. Nenhum detalhe do escoamento interno é considerado. Contudo, se o
objetivo for o projeto do carretel, entao a fronteira ficard restrita a vdlvula e todo esforco
recaird na obten¢ao do modelo do escoamento interno, Figura 1.3.

Oleo Oleo
para o da
tanque bomba

Fronteira

do sistema \,_ ____________ T_ S _l_ ___________________________________ .

Carretel E T

Deslocamento N
do carretel ’

Oleo Oleo
do para o
cilindro cilindro

Figura 1.3 Para o projeto do carretel, a fronteira engloba somente a vélvula.

Agora, voltando 2 interpretagio de Dindmica de Sistemas, vamos observar o
significado de Dinimica.

Em Engenharia, a palavra dinAmica refere-se a situagio que ¢ fun¢ao do tempo.
Assim, em Dinimica estudamos o comportamento de varidveis em fungao do tempo.
Mesmo uma grandeza que nao sofre mudangas em fun¢io do tempo estd dentro do
campo de estudo da Din4mica, pois uma constante também é uma fungao do tempo.

Dessa maneira, concluimos que o estudo da Din4mica de Sistemas pode ser
entendido como o estudo do comportamento, em fungao do tempo, de grandezas
que estao relacionadas com parte do universo que foi imaginariamente separada para
este fim.

Sob o ponto de vista académico, a drea de estudo de Dinimica de Sistemas se
caracteriza como uma das mais volumosas e tem importincia impar. Ela pode ser



dividida em quatro subdreas, em que cada uma em si representa um campo da
Engenharia, contendo seu préprio material de estudo e contemplando muitos casos
de aplicagdo. Estas subdreas sao:

(i)  Vibragoes

Exemplos: vibrago da estrutura de um avido, mdquina operatriz, etc.
(if) Sistemas de Controle (Automagao)

Exemplos: robos, dire¢ao hidrdulica de carro, etc.
(iii) Sistema de Medidas

Exemplos: medidores de som (ruido), de tensao e deformagio, etc.

(iv) Modelos Especificos
Exemplos: comportamento dindmico de uma usina nuclear, dindmica de vei-
culos, etc.

O material apresentado neste livro tem por objetivo formar um corpo que
constitui a base do estudo da Dinimica de Sistemas, conseqiientemente, aplicdvel
as quatro subdreas.

1.4 — CONCEITO DE ENTRADA E SAIDA

Dada uma fronteira imagindria que caracteriza o sistema, temos entao as entradas

e as saidas, Figura 1.4.

Entradas Saidas
R >
—P . »

) Sistema >
—> »

Figura 1.4 Representagdo geral de entrada/sistema/saida.

Uma entrada ¢ qualquer grandeza que pode modificar, de forma significativa
ou nio, o estado do sistema. Em Din4mica, o comportamento de uma entrada é
considerado independente do sistema, ou seja, ela nao sofre influéncia do sistema.

Uma saida ¢ qualquer grandeza do sistema que caracteriza o seu estado. Nao
significa um fluxo que sai do sistema, mas uma informagao. Por exemplo, o valor de
uma pressao dentro do sistema. As saidas podem corresponder as mudangas de valores
das varidveis fisicas do sistema ou mesmo as varia¢es dos pardmetros usados para
descrevé-lo.

E importante evidenciar que nio h4 unicidade entre saida e entrada, ou seja,
hd vérias saidas em fun¢do de uma entrada. Isso quer dizer que, dada uma entrada,



a saida deve ser escolhida de acordo com os interesses do estudo, da pesquisa ou do
projeto. Por exemplo, seja o sistema mecinico massa—mola—amortecedor da Figura
1.5, em que consideramos apenas uma entrada, a forga f{z) sobre a massa. A saida
pode ser escolhida entre diversas varidveis, como:

o posi¢ao da massa M;
e  forca da mola sobre o solo;
o temperatura da mola;

e  variagdo das propriedades mecanicas do material da mola;
o temperatura do éleo do amortecedor;

. viscosidade do éleo do amortecedor, etc.

Variaveis e parametros:

Tf(t) = Asen(mt)

+ M : massa do corpo;
X f : forca sobre a massa M;
\ M A : amplitude da forga f;

w: freqiiéncia da forca f;

Massa

Amortecedor ? / Mola

Base B I K, : coeficiente da mola;
\ > B : coeficiente do amortecedor.

Figura 1.5 Sistema mecanico massa-mola-amortecedor com uma s6 entrada, f(t) = A sen(ot).

t: tempo;
X : posicao da massa M;

O sistema poderia ter mais de uma entrada, como a temperatura ambiente, a
vibragao da base e outras, além da prépria forga f{2).

As entradas sao consideradas independentes do sistema, ou seja, elas nao sofrem
influéncia do sistema. Assim como as entradas independem do sistema, as saidas
independem do meio externo, pois estas dependem apenas do sistema e das entradas.
Se alguma grandeza do meio externo causa mudanga em uma saida, esta deve ser
considerada como entrada.

As saidas geralmente sofrem influéncia quando fazemos montagens de sistemas
em cascata. Muitas vezes equipamentos sao conectados e o sistema posterior interfere
no sistema em questao, que passa a ter comportamento bem diferente do previsto.
Neste caso, a modelagem existente perde todo significado em razao do efeito de carga
causado pela conexdo, e uma nova modelagem tem de ser feita.

Em dinimica ¢ muito comum estudarmos o comportamento de um sistema
observando uma dnica resposta (uma saida) em fun¢ao de uma dnica entrada. Quando
realizamos este estudo, todas as demais entradas tém de ser obrigatoriamente mantidas
constantes.



Quando na andlise de determinado sistema real, considerado linear,' temos mais
de uma entrada variando, o estudo da resposta ¢ feito considerando uma entrada de
cada vez. A resposta total ¢ obtida aplicando o principio da superposi¢ao, somando
todas as respostas individuais.

Quando o sistema ¢ nao-linear, com somente uma entrada ou com multiplas
entradas, nao ¢é possivel estabelecer regras gerais e o seu estudo envolve maior com-

plexidade.

1.5 — CLASSIFICACAO DOS TIPOS DE PROBLEMAS

Observando a Figura 1.6 podemos dizer que h4 trés tipos de entes envolvidos:
entrada (E), sistema (Si) e saida (S). Dentro deste enfoque, os problemas tratados
em Din4mica de Sistemas podem ser classificados em trés tipos: andlise, sintese e de
medidas. Cada um destes tipos compreende problemas baseados nas consideracoes
descritas a seguir.

R — Si L

Figura 1.6 Representacdo genérica de entrada (E), sistema (Si) e saida (S).

(i) Andlise:
Os problemas de anilise s3o aqueles em que procuramos determinar a saida S,
Figura 1.6, quando a entrada E e o sistema 7 sdo conhecidos.

(i) Sintese:

Entendemos por sintese ou projeto aqueles problemas em que procuramos
determinar o sistema 87, Figura 1.6, sendo a entrada E e a saida § conhecidas.
iii) Medidas:

Suponha que 87 seja um sistema de medida escolhido para medir E e o faz de
forma imperfeita. O problema de medidas resume-se entao a determinagio de E,
sendo conhecidos § (dados com distor¢oes) e Sz (as caracteristicas do sistema de

medida).

Sob o ponto de vista de modelos, o problema de andlise corresponde 4 busca
de solug¢bes para as equagdes diferenciais. As solugoes (respostas) podem ser obtidas
na forma analitica para a maioria dos sistemas lineares, mas para um nimero muito

1. Sdo lineares se representados por uma ou um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias lineares
com coeficientes constantes.



pequeno de sistemas nao-lineares. Neste caso, o uso de computadores ¢ o caminho
indicado. O processo de resolu¢ao numérica por meio de computador é conveniente
tanto para sistemas lineares como para no-lineares; a diferenga é que para nao-lineares,
geralmente, o uso é imperativo.

O problema de sintese significa a busca de um modelo que traz a identificagao
e a determinagio da influéncia de cada componente na resposta. Esses detalhes sao
fundamentais no desenvolvimento dos projetos dos sistemas, como, por exemplo,
nas dreas de vibragio mecanica, filtros dindmicos, controle e automagio, dinAmica
de veiculos, otimizagao de suspensdes e outras.

O problema de medida estd presente em todo trabalho de investigagao expe-
rimental.

Em muitas situagdes reais, o trabalho envolve, em conjunto, os trés tipos de
problemas. Este fato ocorre quando o sistema real existe e desejamos ter o seu modelo
ou quando o objetivo ¢ o desenvolvimento de sistemas tecnicamente avangados.

No caso da modelagem de um sistema real existente, usamos sistemas de medi-
das para as medigdes das entradas e saidas (problema tipo 3) para, posteriormente,
chegarmos ao modelo (tipo 2).

No caso do desenvolvimento de projetos mais avancados, temos sempre a
constru¢ao de protdtipos, assim, temos andlise, sintese e medi¢oes. Portanto, os trés
tipos.

Conforme pudemos observar, a modelagem estd sempre envolvida nos trés tipos
de problemas, o que torna seu estudo importante.

1.6 — MODELOS DE ENTRADAS

As entradas que ocorrem no mundo real e que atuam nos sistemas sempre
contém, em certo grau, alguma complexidade. Entretanto, o estudo da Dinimica
de Sistemas pode ser feito por meio de algumas entradas matematicamente simples.
Essas entradas s3o escolhidas de maneira tal que suas respostas revelem as caracteristicas
dindmicas dos sistemas modelados.

A importancia dos modelos de entradas engloba também o objetivo de organizar
os métodos e os problemas da Dinimica de Sistemas.

Na Figura 1.7 observamos que a excitagdo de um sistema pode ser de duas formas:
pela energia armazenada no sistema antes do instante considerado como inicial e
pela agao externa a partir desse instante.

H4 uma terceira forma de excitagao do sistema fisico, nio mostrada na Figura

1.7, que ocorre pela variagio de algum parimetro do sistema. Por exemplo, se em
um circuito elétrico temos uma resisténcia (pardmetro) variando, este fato



possivelmente causard modificagdes na saida do circuito. O tratamento desta forma
de excitagdo, denominada excitagdo paramétrica, estd fora dos objetivos deste texto.

No sistema massa—mola—amortecedor da Figura 1.5, por exemplo, a energia
armazenada inicial existiria se a massa M fosse deslocada da posi¢ao de equilibrio
estdtico, proporcionando armazenamento de energia potencial na mola. Dessa posi¢io,
se a massa for solta, esta responderd oscilando de maneira especial, relacionada aquela
entrada.

A excitagao de um sistema por meio da energia cinética e/ou potencial inicial
leva a andlise dinAmica de sistemas ditos /zvres. Em sistemas mecanicos, as oscilagoes
sao chamadas de vibragaes livres. Por outro lado, a excitagio por meio de agao externa
leva 2 andlise de sistemas ditos for¢ados.

Os agentes de atuagdo externa sio quantidades fisicas que passam do meio
externo para o sistema por intermédio de uma interface imagindria. Conforme j4 foi
dito, elas sao consideradas independentes do sistema, ou seja, a existéncia e o com-
portamento delas nao dependem do que ocorre no sistema.

« Energia potencial
* Energia inicial

« Energia cinética

* Transiente
* Senoidal
* Periodica
Entradas « Deterministica * N&o senoidal
* “Quase” periodica
* Atuacéo externa

* Qutras fungdes

« Estacionaria

* Aleatdria

* Nao estacionaria

Figura 1.7 Classificagdo dos tipos de entradas.

Seguindo o esquema da Figura 1.7 observamos que os agentes de atuagio externa
estao classificados em deterministicos e aleatdrios. Uma entrada é deterministica
quando ela pode ser expressa matematicamente como uma fung¢ao do tempo. Como
toda entrada real possui forma complexa com certo grau de “aleatoriedade” ou
“imprevisibilidade”, considerar uma entrada como deterministica ¢ sempre uma
simplificagdo da realidade. As entradas deterministicas podem ser classificadas em:
transientes (ocorrem uma vez e depois desaparecem), periddicas (se repetem em um
ciclo definido e idealmente sem parar no tempo), quase periddicas (fungdes que
parecem ser periédicas — exemplo: amplitude modulada) e outras fungoes (funcoes
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bem definidas matematicamente — exemplo: rampa, pardbola, etc.). Por sua vez, uma
entrada ¢ aleatdria quando sua histéria em relagio ao tempo nao pode ser prevista
antes de a entrada realmente ocorrer. Portanto, quando trabalhamos com entradas
aleatdrias, nao hd a menor possibilidade de calcular a histdria especifica em relagao
ao tempo antes de a entrada ocorrer de fato. Somente previsdes estatisticas podem
ser feitas, as quais sio de grande utilidade na pratica. E com base em suas propriedades
estatisticas que uma entrada aleatdria ¢ classificada, pois, se as propriedades perma-
necerem constantes em fungao do tempo, temos uma entrada aleatdria estaciondria,
caso contrdrio, ¢ denominada ndo estaciondria. Quando for possivel considerar as
propriedades estatisticas como invaridveis no tempo (sinal aleatério estaciondrio),
podemos empregar tratamento matemdtico mais acessivel.

1.7 — CLASSIFICACAO DE MODELOS DE SISTEMAS

Em Engenharia, os resultados obtidos por meio da descri¢io matemdtica
(modelos) dos sistemas reais sempre s3o diferentes daqueles obtidos por meio de
cuidadosos ensaios experimentais. Isto ocorre devido as aproximagdes e hipdteses
utilizadas no desenvolvimento do modelo. Assim, ¢ claro que no hd um tinico modelo
matemdtico para o sistema real, mas vdrios, cada um com diferente grau de aproxi-
magao. O modelo depende até do ponto de vista do engenheiro. Por exemplo, para
uma usina de agticar, o engenheiro estrutural produzird um modelo com equagdes
de resisténcia dos materiais; o investidor de capital, equagdes de economia; o
engenheiro quimico, equagdes estequiométricas; e assim por diante.

Nos estdgios iniciais de uma andlise ou projeto, geralmente procuramos escolher
modelos mais simples a fim de entender os fatores primordiais do sistema, sem esfor¢o
analitico excessivo. Isso significa fazer hipSteses simplificadoras. Sabemos que modelos
mais simples produzem resultados menos precisos, entretanto, a imprecisao relativa
desses modelos ¢ aceita por conta da contrapartida desejével, que ¢ a obtengao rdpida
da visualizagao dos aspectos importantes do sistema. A medida que os modelos mais
simples, com suas limita¢bes, se mostram inadequados, torna-se necessdria a adi¢ao
de efeitos e aspectos mais complicados & modelagem, com o objetivo de melhorar e
aproximar os resultados ao comportamento real. Esse aumento planejado e gradual
de complexidade dos modelos tem sido admitido como um método ldgico e siste-
mdtico de tratar problemas complexos.

O fato de existirem vdrios modelos implica a necessidade de organizar para melhor
visualizar as modelagens. E evidente que nao hd uma tnica maneira de classificar os
modelos. A apresentada aqui deve ser considerada como um ponto de partida.

O primeiro passo ¢ separar os modelos em dois grupos: os analiticos ¢ os
computacionas.
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Modelos computacionais representam ferramentas avangadas, capazes de tratar
nao-linearidades; corpos de formas complexas, misturando variacoes discretas e
continuas das propriedades; e ainda fun¢ées do tempo e do espago; portanto, pro-
duzem resultados bem préximos dos obtidos experimentalmente nos sistemas reais.

Os equipamentos e bens otimizados de alta tecnologia e de alto desempenho
s30 projetados com o emprego desses modelos. Eles se configuram como um estdgio
avancado do desenvolvimento de projeto.

O objetivo deste livro estd voltado aos fundamentos da Dinimica de Sistemas,
portanto, o foco aqui s2o os modelos analiticos bdsicos, com exce¢io do método de
simulagdo digital apresentado no Apéndice C. Entendemos que, para formar um
projetista, o aprendizado dos modelos analiticos deva ocorrer antes do emprego de
modelos computacionais. Por isso, observaremos a classificagao dos modelos analiticos.

A discussao dos tipos de modelos analiticos estd fundamentada no exame dos
tipos de equagdes, pois a diferenga entre os tipos de modelos baseia-se na natureza
das equagdes diferenciais.

Com o objetivo de estabelecer uma classificagao de modelos analiticos com
utilidade prdtica, adotamos o ponto de vista de engenharia em vez de matemdtico.
Devemos também restringir o escopo e os detalhes, ou seja, incluir somente as classes
importantes das equagbes normalmente utilizadas em aplicagoes préticas dentro da
Dindmica de Sistemas. Portanto, a énfase aqui recai sobre as equagoes diferenciais
ordindrias, assim como as parciais.

A classificagao dos tipos de modelos analiticos apresentada na Tabela 1.1 baseia-
se em hipdteses relativas A natureza do meio e na variagio, em funcio do tempo, dos
pardmetros dos sistemas. A apresenta¢io em quadro facilita a comparagio e a com-
preensao dos tipos de modelos. Os primeiros 24 tipos de modelos referem-se aos
expressos por equagdes diferenciais parciais, enquanto os do 25 ao 30 sio modelos
expressos por equagoes diferenciais ordindrias.

ATabela 1.1 mostra que precisio ¢ facilidade tém direcoes opostas. A dificuldade
na resolu¢io das equagoes depende essencialmente das hipéteses simplificadoras
adotadas pelo analista na dedugao e obten¢ao do modelo matemdtico. Assim, modelos
que reproduzem com grande aproximagio o comportamento real envolvem poucas
hipéteses simplificadoras. Por isso, esses modelos s2o matematicamente bastante
complexos e exigem em suas resolugdes a aplicagdo de técnicas matemdticas sofis-
ticadas, quando for de fato possivel resolvé-los.

Repetimos que a Tabela 1.1 refere-se a classificagio de modelos analiticos porque
0s computacionais nio seguem a mesma sistemdtica. As vezes, para determinado
problema, ¢ muito mais ficil chegar 4 solugao usando um modelo computacional
com caracteristicas do modelo tipo 20 do que resolver analiticamente as equagdes
diferenciais do seu modelo tipo 30.
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Tabela 1.1 Classificacdo dos tipos de modelos analiticos.*

Variagédo dos
Modelo Natureza do meio, confor me modelado parametros em
tipo funcéo do tempo
Cont | Disc | Anis | Isot | NH | Hom | NL | Lin | Alea | Deter | Const
1 X X X X X
2 X X X X X
A %
3 X X X X X S
4 X X X X X o)
<| &
5 X X X X X 5 W
6 X X X X X o L
Il o
7 X X X X | .
8 X X X X v\l
< |
9 X X X X X S| A
10 X X X X X 2
<
11 X X X X X s
12 X X X X X
13 X X X X X
14 X X X X X
15 X X X X X
16 X X X X X
17 X X X X X
18 X X X X X
o
19 X X X X X T
20 X X X X X < >
21 X X X X X 'U_) ﬁ
22 X X X X X ;:' o
w L
23 X X X X X x| O
24 X X X X X 8 5
25 X X & <
26 X X = 2
27 X X X v é
28 X X X
29 X X X
30 X X X
Legenda:
nt = Contini Isot = | sotropi N L =Nao-Lin
CO. t C(.) tinuo sot ~ sotrop) C? . ao e Deter = Deterministico
Disc = Discreto N H = N&o-Homogéneo Lin= Linear
. . - N . Const = Constante
Anis = Anisotropico Hom = Homogéneo Alea= Aleatério
* Estatabelando inclui aclassificagdo de model os computacionais, como, por exemplo, elementos finitos.

Os corpos fisicos reais ocupam espago tridimensional, assim, se o estudo inclui
a resposta dindmica, tornando o tempo uma varigvel independente, as incégnitas
(saidas) dependerdo de quatro varidveis independentes. Por exemplo, o movimento
vibratdrio de uma estrutura depende da localizagao do ponto observado (coordenadas
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x, 9, 2) e do instante em que é observado (varidvel tempo 7). Areas de Engenharia
que no curso de graduagio realizam modelagens “mais exatas” de problemas, como
transferéncia de calor, mecinica dos fluidos e vibra¢ao, consideram o meio como
continuo. Para tais sistemas, as leis fundamentais consideram a matéria e a energia
distribuidas continuamente em todo o espago do sistema. Aplicando as leis fisicas
préprias ao problema e mantendo essa conceituagio do meio continuo, o modelo
matemdtico resultante é expresso por equagdes diferenciais parciais, pois as saidas
dependem das quatro varidveis independentes (x, y, 2, #). Estes tipos de modelos sao
chamados modelos de campo ou modelos de pardmetros distribuidos, ou, ainda,
modelos de sistemas continuos. Na Tabela 1.1 eles estao numerados do I ao 24.

Os modelos matemdticos de sistemas continuos podem ser classificados de
acordo com hipdteses que levam em conta a direcionalidade das propriedades do
meio, a uniformidade ¢ a linearidade. Além das consideragdes quanto ao meio, os
parAmetros podem variar ou ser constantes no tempo.

Quanto a direcionalidade, esta significa observar as propriedades do material
nas diferentes diregdes de um ponto do corpo. Por exemplo, um ponto de um material
fibroso pode apresentar as propriedades na dire¢ao das fibras diferentes daquelas na
dire¢ao perpendicular as fibras. Neste caso, o material ¢ chamado de anisotrdpico, e
quando possuem propriedades independentes da direcao, de isotrdpicos.

A uniformidade refere-se as propriedades de um ponto para outro. Por exemplo,
a densidade pode variar de um ponto para outro e neste caso o material é chamado
de ndo homogéneo. Quando uma propriedade nao varia de ponto para ponto, o meio
¢ chamado homogéneo, em relacao aquela propriedade. Cabe ressaltar que um mate-
rial pode ser homogéneo em um aspecto (por exemplo, densidade) e nao homogéneo
em outro (por exemplo, resisténcia a tragao). Outro detalhe a ser destacado ¢ que
um material pode ser anisotrépico ¢ homogéneo. Por exemplo, o material fibroso
mencionado anteriormente. Se as propriedades se repetirem de ponto para ponto,
ele ¢ homogéneo.

A linearidade da natureza do meio refere-se ao tipo de relagao matemdtica entre
as varidveis, por exemplo, a relagio entre a deformagio de uma mola e a forga aplicada
sobre ela.

Quanto a varia¢io em fun¢io do tempo dos pardmetros do sistema, temos trés
tipos: a variagao aleatdria, a deterministica e a constante. Essa classificagio significa
que, além de os parAmetros variarem em fun¢ao da dire¢ao e localizagao, eles podem
também variar com o tempo.

No mundo real todos os parAimetros de um sistema variam de forma aleatéria
com o tempo em razio da influéncia das flutuagdes do meio ambiente (como, por
exemplo, temperatura, umidade, pressao, etc.) ou de outros fatores. Felizmente, muitas
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vezes as variagoes aleatdrias dos parAmetros sao bastante pequenas quando comparadas
com as variagdes previsiveis (deterministicas) ou com um valor constante médio.

Quando desejamos modelagens mais simples (tipo 25 a 30), freqiientemente
admitimos que as saidas nao dependem da posi¢ao (coordenadas x, y, 2) dentro da
fronteira de uma parte (aqui chamada de elemento) ou mesmo de todo o sistema.
Dessa forma, por hipétese, dentro de cada elemento nao haverd variacoes, em relagao
a posigao, das grandezas correspondentes as saidas, mas apenas em relagio ao tempo.
Portanto, podemos escolher apenas um ponto para a representagao de cada elemento.
O sistema fica, assim, representado por um ndmero finito de elementos em relagao
a posigao, isto ¢, sistemas discretos. Exemplificando, para os modelos do tipo 25 a
30, uma mola é um elemento discreto e nenhum efeito interno em fungao de coor-
denadas x, y e z ¢ considerado.

Os modelos de sistemas discretos podem ser tomados como nao-lineares
(nimeros 25 a 27) ou, por hipétese, como lineares (ndmeros 28 a 30). Os modelos
matemdticos lineares sao mais simples e podem apresentar, em muitas situagoes,
resultados satisfatérios, se a nao-linearidade do sistema real for relativamente “fraca”.
Caso contrdrio, os modelos no-lineares devem ser utilizados e, quando nao for possivel
obter solugoes analiticas, métodos numéricos e simulagdes computacionais sao
ferramentas muito uteis.

Para ilustrar a utiliza¢ao da Tabela 1.1 sao dados dois exemplos dos tipos mais

comuns.

(i) A equagao de Euler para estudo de vibragoes transversais de vigas:

B2y m, 2 = p(xt) (1.1)

0* 2’y
oX ot?

em que:’

E £ médulo de elasticidade do material da viga;

I & momento de inércia de drea da secdo transversal da viga;
x = coordenada na dire¢io do eixo longitudinal da viga;
t = tempo;

¥ 2 y(x, 1) 2 deslocamento lateral (transversal) de um ponto da viga, na diregao
do eixo de coordenada y;

2. Osimbolo 2 significa por definigdo.
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m, 2 massa da viga por unidade de comprimento;

p 2 plet) & carga distribuida sobre a viga, na direcio de y, fungio de x e #.

Essa equagdo diferencial parcial foi obtida considerando os parimetros geo-
métricos constantes e as propriedades do material isotrépico, homogéneo e constante
em relagdo ao tempo. Além disto, foram adotadas leis e relagdes lineares. A classificagao
desse modelo, segundo a Tabela 1.1, corresponde ao nimero 24.

(i) Uma equagao bastante conhecida e apresentada em intimeros livros de Dindmica
¢ 0 modelo matemdtico do sistema massa—mola—amortecedor, equagio 1.2. O esque-
ma e as defini¢oes das grandezas estao na Figura 1.5.
2
Md—;(+8%+st:f (1.2)
dt dt
Neste modelo todos os elementos do sistema sdo considerados ideais. Isso quer
dizer que a massa ¢é rigida; a mola nao possui massa e sua forga ¢ proporcional (linear)
ao deslocamento; e 0 amortecedor também nao possui massa e sua forca é proporcional
(linear) a velocidade. Como temos: (1) uma equacio diferencial ordindria, (2) as
relagdes entre as grandezas lineares e (3) todos os pardmetros constantes em fungio
do tempo, o modelo dado pela equagio 1.2 ¢ do tipo ndmero 30.

Voltando a discussao da Tabela 1.1, cabe observar um aspecto prético em relagao
aos modelos de nimeros 1 a 24. Apesar de os modelos de equagdes diferenciais parciais
geralmente serem mais precisos, eles tém sido analiticamente resolvidos somente para
limitado nimero de casos, principalmente os da categoria 24, e para geometrias,
entradas e condi¢oes de contorno simples. Por isso, muitas vezes, quando pretendemos
resolver um problema prdtico, o método do meio continuo é abandonado e a discre-
tizagao ¢ utilizada. Mesmo para modelagem discreta, muitas vezes nao é possivel
encontrar solu¢ao analitica em razao das particularidades e nao-linearidades da
equagio diferencial ordindria.

Como comentdrio final a respeito da Tabela 1.1, podemos dizer que o funda-
mento tedrico atualmente existente da maioria das andlises recai (e provavelmente
sempre recaird) nas equagoes diferenciais parciais do tipo 24 e nas equagdes diferenciais
ordindrias, lineares, com coeficientes constantes do tipo 30. Essas equagoes, parti-
cularmente as ordindrias, s3o as Gnicas com complexidade que podem ser estendidas
para o tratamento de sistemas grandes, para os quais conseguimos prever analiti-
camente seus comportamentos de maneira sistemdtica e rotineira. E evidente que,
para obter solug¢oes especificas de problemas especificos (ao contrdrio de desenvolver
uma teoria unificada fundamental), podemos sempre esperar progresso continuo nas
resolugdes numéricas por computador. Esses métodos podem ser aplicados a todas
as classes de modelos da Tabela 1.1, reduzindo todos os problemas aos modelos do
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tipo discreto. Computadores grandes e répidos juntos com métodos de discretizagio
cada vez mais sofisticados podem produzir resultados extremamente precisos. Con-
tudo, ter a capacidade para realizar tais andlises nao significa que elas devam ser
automaticamente utilizadas. O julgamento prdtico serd sempre indispensdvel na
decisao de quio preciso um resultado se faz realmente necessdrio, se a demanda de
tempo ¢ possivel e se o custo da metodologia pode ser economicamente justificado.
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CapiTUuLO 2

ConNcErTos BAsicos DE MODELAGEM

2.1 — INTRODUCAO

Este capitulo apresenta uma explicago sobre a estrutura bésica de modelagem
matemdtica, tendo por objetivo caracterizar a organiza¢ao dos procedimentos funda-
mentais de modelagem.

E comum o iniciante sentir-se confuso nos primeiros estudos sobre o desen-
volvimento e a obten¢ao de modelos. Em decorréncia da falta de informagao sobre
a estrutura da modelagem, geralmente ele procura memorizar os passos e as passagens
matemdticas. Adotando essa atitude errada, fica dificil aprender a fazer modelagem.

Quando observamos uma modelagem, o importante ¢ assimilar a esséncia dos
procedimentos, pois o encaminhamento das passagens matemdticas, de uma forma
ou outra, sempre chega ao resultado. Com essa estratégia, um estudante ou engenhei-
ro cada vez mais vai captando a estrutura dos procedimentos, adquirindo confianca
e iniciativa para realizar sua prépria modelagem.

A metodologia de estudo adotada aqui é: APRENDE-SE A MODELAR
MODELANDO. Esta ¢ a idéia que este capitulo pretende atender. Apresentar de
imediato o esqueleto minimo de modelagem para no Capitulo 3 iniciar a elaboragio
e obten¢ao dos modelos. Salientamos que o objetivo é mostrar a estrutura para o
desenvolvimento de modelos do tipo 30 (vide Tabela 1.1).

2.2 -"PARTES” DE UMA MODELAGEM

As modelagens possuem fundamentalmente quatro “partes”:
(i)  hipdteses;
(i) aplicagdo de leis bdsicas do conhecimento cientifico;
(iii) relagbes entre as varidveis;
(iv) validacio do modelo.
Na maioria das vezes as trés primeiras “partes” nio se apresentam separadas,

mas sim mescladas. Contudo, uma modelagem sempre se inicia pela primeira “parte”,
as hipdteses.

O conjunto de hipdteses ¢ uma “parte” muito importante da modelagem.
Geralmente as hipdteses sao utilizadas para simplificar as solu¢bes matemdticas. Em
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certas situagoes elas também sao declaradas para que a modelagem resulte em modelos
padronizados. Alguns sistemas sao chamados de padronizados porque jd foram
intensamente estudados e seus comportamentos sao bem conhecidos.

Em geral, hipéteses simplificadoras permitem obter resultados, embora menos
precisos, em menor tempo.

O analista deve enunciar as hipdteses com bastante critério, com bom emba-
samento cientifico e de acordo com os interesses do estudo do sistema. O modelo e
sua resposta dependem das hipdteses. Com hipéteses que significam aproximagoes
grosseiras, a resposta advinda da modelagem serd completamente distinta do compor-
tamento do sistema real, tornando a modelagem sem serventia.

Na maioria das vezes, experiéncias passadas auxiliam de forma bastante signi-
ficativa a entender e a ter melhor visao das considera¢des para que as hipdteses sejam
estabelecidas. Devemos lembrar que o tipo de modelo depende das hipéteses, con-
forme citado no Capitulo 1, segao 1.5.

As duas “partes” seguintes, aqui separadas, usualmente s3o desenvolvidas em
conjunto, como sendo tinica. Neste texto a idéia ¢ modificar o procedimento comum
e adotar uma estrutura um pouco diferente.

A metodologia tradicional usa o raciocinio de que um modelo ¢ caracterizado
por determinado ndmero de varidveis e para ter solu¢ao matemdtica definida deverd
ser montado igual ndmero de equagdes, o que vai exigir o emprego das leis bdsicas
em ndmero suficiente para montar todas as equagdes, portanto, um modelo tem
tantas equagdes quantas forem as varidveis.

Entendemos que a estrutura da modelagem torna-se mais compreensivel quan-
do dividida em duas “partes”: em aplicagio de leis bdsicas e relagoes.

Assim, a “segunda parte” caracteriza-se pela aplicagio de leis bdsicas e é respon-
sdvel pela gera¢ao das equacdes do modelo. Um modelo tem tantas equagdes quantas
vezes forem aplicadas as Leis. Por exemplo, se a Segunda Lei de Newton for aplicada
duas vezes e a Conservacio da Massa, uma vez, entdo, o modelo desse sistema tem
trés equagoes.

Na estrutura da modelagem aqui adotada classificamos as expressdes mate-
mdticas em equagoes e relagoes. As equagdes sao geradas pelas Leis e todas as demais
expressdes que estabelecem fungdes entre as grandezas sao chamadas de relagoes.

Exemplificando, no sistema massa—mola—amortecedor da Figura 1.5, consi-
derando a massa M rigida e a mola e o amortecedor com massas despreziveis, apli-
camos a Lei de Newton uma s6 vez; portanto, o modelo tem uma sé equagio. As
demais expressdes matemdticas sao relagoes. Temos uma relagao para a mola, que
estabelece o valor da forga sobre o corpo em fung¢ao do deslocamento da massa A,
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e uma outra relagio para o amortecedor, que fornece o valor da forga sobre o corpo
em fungio da velocidade de M.

E exatamente neste ponto que o aprendizado e o acompanhamento da mode-
lagem podem se tornar confusos, quando a metodologia tradicional é adotada. A
mistura das equagbes com as relagbes, proporcionada pelo tratamento eqiiitativo de
ambos os grupos, pode causar a perda do dominio da modelagem e da orientagao
do manuseio matemdtico.

E necessdrio observar a organizagio da modelagem sob outro ponto de vista.
Um modelo matemdtico do tipo 30 é sempre formado por dois conjuntos de expressoes
matemdticas: (i) o conjunto de equagbes advindas das aplicagbes das Leis; e (ii) o
conjunto de relagdes. Inserindo as relagoes nas equagdes, por manuseio matemdtico,
o sistema de equagdes ¢ ajustado para ter a quantidade de incdgnitas igual ao nimero
de equagoes. Nesta situacio o sistema de equagdes pode ser resolvido. A Figura 2.1
mostra um fluxograma para ilustrar esse processo.

1° Etapa: 2 Etapa:
Gera Manuseio 3” Etapa:
expressoes tomati P :
matematicas matematico Organiza
conjunto de 4° Etapa
Conjunto de Conjunto de equagoes Resolve
equagdes equagdes . sistema de
I P Conjunto de equagodes
(aplicagédo »
de leis) equagoes MODELO
Injeta relagdes (quantidade de -
nas equagoes incognitas igual MATEMATICO
Conjunto de g quantidade
= e equacoes
relagbes Conjunto de quagbes)
(obtidas de re|agﬁes
experimentos)

Figura 2.1 Fluxograma da organizac¢éo do trabalho com as
expressdes matematicas para obter um modelo do tipo 30.

Ap6s o trabalho de obten¢io do modelo entramos na quarta “parte”, que é a
validagio, processo em que a modelagem ¢ verificada por comparagao com o com-
portamento do sistema real modelado, usando processo experimental. Uma mode-
lagem realmente s termina apds a verificagao experimental.

Muitas vezes nao ¢ vidvel a realizagao de medigoes em sistemas reais (pode ser
que ele nem exista), entao a construgao de bancadas experimentais torna-se necessdria.
De qualquer forma, quer fagamos medicoes no sistema real, quer em bancadas, a
validagdo pode implicar altos custos decorrentes da compra de equipamentos e da
demanda de tempo de pessoas especializadas em experimentos.

20



A resposta tedrica do modelo sempre serd uma aproximagao do comportamento
do sistema real, assim, a tarefa de validagao compreende a comparagio dos resultados
e o julgamento se as discordincias s3o aceitdveis.

Dependendo da aplicagio pritica ou do estdgio do desenvolvimento do projeto,
podemos admitir tolerAncia maior ou menor das diferengas. Diante dessa constatagao,
temos de admitir que cada caso representa uma situagao particular, nao sendo possivel
generalizar a tolerdncia do erro para estabelecer, a priori, o que ¢ aceitdvel ou nao.

Agora vamos voltar ao contexto geral que se refere ao conjunto das quatro
“partes” de uma modelagem. Geralmente, elas aparecem organizadas de forma
seqiiencial (n3o necessariamente rigorosa) em relatérios técnicos, artigos cientificos
e materiais diddticos. Na maioria das vezes as modelagens reportadas tém seu desen-
volvimento com base em um modelo fisico esquemdtico.

Se a modelagem for de um sistema real, o trabalho é muito mais amplo e outras
partes e operagoes acabam sendo envolvidas. A prépria tarefa de passar do sistema
real para 0 modelo fisico esquemdtico pode representar trabalho drduo e complexo.
Por exemplo, o vinculo de uma simples barra soldada a uma viga pode ser
interpretado como um engastamento fixo ou como uma barra ligada a viga por meio
de uma mola com coeficiente correspondente 2 elasticidade da solda. Essas duas
interpretagdes proporcionam esquemas fisicos diferentes.

Outra caracteristica do processo de modelagem de sistemas reais refere-se a
existéncia de realimentagdes. Constantemente voltamos ao laboratério ou a campo
para novos experimentos e também a estdgios anteriores do desenvolvimento analitico
ou computacional.

Na Figura 2.2 so retratadas, de maneira geral, as partes e tarefas da modelagem
de um sistema real ou, se este nao existir, as tarefas encontradas na modelagem de
um novo sistema.

As segbes seguintes discutem a primeira, a segunda e a terceira “parte” da
modelagem. Exemplos ilustrando modelagens com aplicagdes das Hip6teses, Leis e
Relagbes Bdsicas sao apresentados nos capitulos seguintes.

2.3 — LEIS BASICAS

Para o desenvolvimento dos modelos dindmicos utilizaremos quatro leis:

o Lei de Newton;
o Lei de Kirchhoff;
o Lei da Conservacao da Massa; e

e  Lei da Conservagao da Energia.
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Como o objetivo é a obten¢do de modelos do tipo 30, as leis bdsicas podem
receber simplificagbes apropriadas e seus enunciados ficam conforme apresentados
a seguir.

2.3.1 — SEGUNDA LEI bDE NEWTON

A Segunda Lei de Newton ¢ aplicada a cada massa rigida do sistema.

A Lei de Newton aqui enunciada estd restrita a uma sé coordenada linear e
uma s6 angular. Portanto, na transla¢ao o corpo terd movimento em uma s6 dire¢ao
e na rotagao, ao redor de um s6 eixo. Estamos supondo que estas condigbes foram

. z 7
estabelecidas pelos vinculos que prendem o corpo, construidos adequadamente para
permitir somente tais movimentos.

Assim, para um ponto ou um corpo rigido de massa m em translagao temos:

Y F=mx (2.1)

em que:

A . .
2 F = somatéria das forgas externas que atuam sobre o corpo, na dire¢io x;

X = deslocamento do corpo na dire¢ao x;

2
d°x a _ .
e = aceleragdo do corpo na dire¢io x.

>

A equagao 2.1 incorpora uma convengao de sinais intrinseca e preestabelecida.
Essa convengio ¢ universalmente aceita e adotada por todos do meio cientifico,
portanto, é aqui recomendada. Ela considera que o sentido positivo escolhido para
o deslocamento seja igual ao sentido positivo adotado para as forgas que atuam sobre
o ponto. Muitas vezes, ocorre de as pessoas usarem a Lei de Newton durante anos e
nunca perceberem este detalhe, pois ele ¢ implicito. Em modelagem a situagao ¢
diferente, pois os sentidos positivos sao adotados.

A aceleragio, a velocidade e o deslocamento estao relacionados por derivagoes,
que s3o operagdes que nao invertem o sentido de referéncia. Se a velocidade for
positiva, isso significa que o deslocamento € crescente no sentido positivo. Idem para
a aceleragdo; se esta for positiva, a velocidade é crescente no sentido positivo. Se a
aceleracio, a velocidade e o deslocamentos estdo presos ao mesmo sentido positivo
de referéncia, a for¢a também tem de estar. De acordo com a equagio 2.1, em que
a massa ¢ positiva, se a aceleragdo for positiva, matematicamente a forga resultante
tem de ser positiva. Por outro lado, em modelagem os sentidos podem ser adotados
arbitrariamente no infcio dos trabalhos. Por isso, devemos estar atentos e adotar os
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sentidos do deslocamento e da for¢a concordantes para que tenhamos forga positiva
gerando acelerago positiva.

Agora, considerando outro tipo de movimento, se o corpo tem movimento de
rotagao em torno de um ezxo e se I for o momento de inércia do corpo em relagio a
este eixo de rotacio, entao a Lei de Newton (Newton-Euler) fica:

SM=16 2.2)

em que:

A R
2 M = somatdria dos momentos externos que atuam sobre o corpo, calculado
em relacio ao eixo de rotagao;

A
0 = deslocamento angular do corpo;

.. d%o ., 5
0 = T aceleragao angular do corpo.

>

A convengio de sinal estabelecida para a equagdo 2.2 segue critério andlogo ao
do movimento linear. O sentido positivo escolhido para o deslocamento angular
deve ser exatamente o mesmo sentido positivo para os momentos que atuam sobre
0 corpo.

2.3.2 — LEl bE KIRCHHOFF

Na verdade hd duas Leis de Kirchhoff, as quais sao aplicadas aos circuitos
elétricos, denominadas:

o Lei das Malhas; e
o Lei dos Nés.

A Lei das Malhas e a Lei dos Nés sao também chamadas de Lei das Tensoes e
Lei das Correntes, respectivamente.

A aplicagao de uma ou ambas as leis depende das caracteristicas do circuito
elétrico. Geralmente aplicamos a Lei dos N6s quando o circuito tem fontes de
corrente ou um elemento ativo, como, por exemplo, um amplificador operacional.
Em muitos circuitos utilizamos a Lei das Malhas.

Seguem abaixo as descri¢oes dessas leis.

a) Lei das Malhas
Esta Lei de Kirchhoff ¢ aplicada a cada malha do circuito sob andlise. Ela pode

ser expressa da seguinte forma:
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“Em qualquer instante de tempo, a somatéria das quedas de tensdes ao redor
de uma malha deve ser zero”.

A convengio de sinal geralmente adotada considera que as quedas de tensoes tem
sinais positivos e os aumentos de tensoes, sinais negativos. A queda de tensio ocorre
quando vamos de uma extremidade a outra de um elemento passivo (por exemplo,
uma resisténcia) no sentido que coincide com o sentido previamente adotado como
positivo para a corrente elétrica que passa por este respectivo elemento. Se em deter-
minado elemento passivo o percurso for no sentido contrdrio ao sentido positivo da
corrente, temos entao aumento de tensao e este tem sinal negativo. O mesmo critério
éaplicado quando temos fontes de tensdo. Se, no percurso, de uma extremidade a outra
hd aumento de tensao, este também tem o sinal negativo. Assim, conforme percorremos
os ramos da malha, vamos computando as quedas e aumentos das tensoes até retor-
narmos ao ponto inicial. Como saimos de um ponto e retornamos ao mesmo ponto,
¢ evidente que a somatdria dos aumentos e das quedas de tensoes serd nula.

b) Lei dos Nés
Esta Lei de Kirchhoff ¢ aplicada a cada né do circuito sob andlise. Seu enunciado

(¢S

“Em qualquer instante de tempo, a somatéria algébrica das correntes que
entram e saem de um né ¢é zero”.

As correntes que entram em um né sao consideradas positivas e as que saem,
negativas.

2.3.3 — LEl bA CONSERVAGAO DA MASSA

A Lei da Conservagao da Massa é muitas vezes chamada de “Balango de Massa”
ou “Equagio da Continuidade”. A lei ¢ enunciada usando o conceito de volume de
controle, que é uma regiio do espaco estabelecida por uma fronteira imagindria
chamada de superficie de controle, com forma e tamanho arbitrdrios. Um sistema
pode ter indmeros volumes de controle, por exemplo, um circuito hidrdulico.

Segundo a Lei da Conservagao da Massa, em um intervalo de tempo, a massa
que entra no volume de controle menos a massa que sai ¢ igual 2 massa que fica
acumulada no volume de controle. Tecnicamente esta pode ser expressa conforme
abaixo, tal que em “taxa liquida” a palavra /iguida nao se refere ao estado da matéria,
mas a balango. Assim:

A taxa liquida de massa
transportada para dentro do

B [A taxa de variagio de massa dentro ]
volume de controle, no instante t

do volume de controle, no instante t
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Matematicamente, em termos de descarga (massa por unidade de tempo)

pOdeOS escrever:

S (m), -3 (m), =0 @3)

em que:

o A
M = descarga que entra no volume de controle;

i A

j
>

=1

umera¢io de uma descarga que entra no volume de controle;

n
< A .
(rh )j = somatdria de todas as 7z descargas que entram no volume de controle;

. A .
m, = descarga que sai do volume de controle;

I = numeragao de uma descarga que sai do volume de controle;

Kk
. A L.
z (m, ), = somatéria de todas as £ descargas que saem do volume de controle;

am,

varia¢do, em fungio do tempo, da massa acumulada no volume de
controle.

Em sistemas que utilizam fluido (geralmente liquido), em que ¢ possivel consi-

derar a hipdtese de que a variagio da massa especifica é desprezivel (fluido incom-

pressivel), a conservagdo da massa pode ser descrita matematicamente em fungio

do volume. Desta forma, a equagao 2.3 fica:

em que:

n k dV
2 (Q. )j _2 (Qo )r =—= (2.4)
j=1 r=1 dt
Q 2 vazio que entra no volume de controle;
Q, = vazao que sai do volume de controle;
av

A - ~ .
d_s = varia¢do, em fun¢io do tempo, do volume de fluido acumulado no
U volume de controle.

A equagio 2.4 ¢ facilmente obtida pela equagdo 2.3. A relagdo entre Descarga

e Vazio, assim como entre Massa e Volume, é a massa especiﬁca (p). Como existe a

hipétese de que a massa especifica é praticamente constante, a divisao de todos os

termos da equagdo 2.3 pela massa especifica p fornece a equagio 2.4.
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Consideragbes mais avancadas relativas & equagao 2.4 serdo discutidas no estudo
de sistemas hidrdulicos (6leo) apresentado no Capitulo 9. O aprofundamento torna-
se necessdrio principalmente por dois fatores: a compressibilidade do éleo e a possivel
variagdo de volume, como, por exemplo, o volume da cAmara de um cilindro com
a haste em movimento.

2.3.4 — Lel bpA CoNSERVACAO DA ENERGIA

A Lei da Conservagao da Energia ¢ diretamente ligada as Leis da Termodinimica
e envolve grandezas como energia interna, entalpia, trabalho, etc.

Nas modelagens bdsicas, como as aqui desenvolvidas, consideramos sistemas
em condigbes mais simples, ou seja, aqueles que nao trocam trabalho, nio sofrem
mudangas de fase nem reagdes quimicas e nao apresentam movimentagao de massa
de fluido, entrando ou saindo. De certa forma, a Lei da Conservagao da Energia
fica aqui restrita a transferéncia de calor e as variagoes de temperatura de um sistema
com massa fixa.

Diante das consideragoes simplificadoras, a Lei da Conservagao da Energia pode

ser expressa conforme segue. Repetimos que em “taxa liquida” a palavra liguida refere-
se a balango. Assim:

Ataxaliquida de energia
transportada para dentrodo ={

Ataxa devariacdo deenergia dentro ]
volume de controle, noingtantet

do volumedecontrole, noingantet

A Lei da Conservagao da Energia assim considerada refere-se a taxa de trans-
feréncia de calor que significa energia por unidade de tempo, portanto, tem unidade
de poténcia.

2.4 — RELACOES BASICAS UTILIZADAS

2.4.1 — SisteEmAs MECANICOS

a) Mola Linear

A denominag¢io “mola linear” significa que a relagdo entre a for¢a da mola e
sua deformagao ¢ linear.

Em muitas modelagens consideramos ideais as molas que sao lineares, sem
massa e sem nenhum efeito de perda de energia. E evidente que as molas reais tém
massa, nao sao completamente lineares e também dissipam energia. As curvas de
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algumas molas estao longe de ser uma reta, por exemplo, uma mola de prato,’ cuja
curva tipica da for¢a contra deformagao estd na Figura 2.3.

F F
Y Yt Ax
w e
]
>
©
O

Deformagao Ax

Figura 2.3 A mola de prato tem uma curva néo linear que
relaciona a Forca contra a sua Deformacao.

Muitas molas tém comportamento bastante préximo da mola ideal. Contudo,
mesmo para estas o seu modelo serd adequado somente dentro de certo intervalo de
valores de forga e deslocamento (deformagao). Sob o ponto de vista exclusivamente
matemdtico, o0 modelo nio tem limitacoes de forca nem de deslocamento, mas no
mundo real sim. Por exemplo, um alto valor da forca de compressio pode acabar
esmagando a mola. Cabe ao analista a responsabilidade de observar o intervalo de
validade do modelo, inclusive verificar se a massa é desprezivel.

Os modelos do tipo 30 utilizam dois tipos de molas: molas de translacio e
molas de rotagio.

As molas de translacio tém suas extremidades efetuando deslocamentos lineares,
enquanto nas de rotagao as extremidades realizam deslocamentos angulares. Estas
denominag¢bes nao sao de uso comum na prdtica, pois as molas de translagao sao
simplesmente chamadas de molas e as de rotagao, de molas torcionais.

Para uma mola linear ideal, conforme ilustrada na Figura 2.4, o modelo ¢ dado
pelas expressoes:

1. Na literatura americana esta mola é chamada de Belleville Spring.
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Fo= —Ks (% %) (2.5)
F, = Ks(% —x) (2.6)

em que:

A . . .
X, ex,= deslocamentos lineares, respectivamente, das extremidades 7 e 2 da
mola, ambos com o mesmo sentido positivo. A diferenga (x,—x) éa
deflexao da mola.

A . .
K = coeficiente da mola, considerado constante;

A ’ .
F = forga da mola sobre o corpo que estd acoplado na extremidade 7 da mola.
O sentido da forga F, ¢ positivo no mesmo sentido positivo dos deslo-
camentos x, € X,;

N
I

A / .

forca da mola sobre o corpo que estd acoplado na extremidade 2 da mola.
O sentido da for¢a F, é positivo no mesmo sentido positivo dos deslo-
camentos x, € x,,.

X, X,
Boe
11—/ \V\V\NVN—2
A

F, F,

Figura 2.4 Representacdo esqueméatica de uma mola
cujas extremidades tém movimentos de translagao.

H4 padronizagao nas expressoes da modelagem da mola, equagoes 2.5 e 2.6.
As relagbes seguem o mesmo formato tanto para a forca na extremidade I como
para a for¢a na extremidade 2. Se queremos a for¢a da mola sobre o corpo conectado
na extremidade 1, forca F,o deslocamento daquela respectiva extremidade vem
primeiro, isto é, escrevemos a diferenga: x, — x,. No caso da forga F,, que ocorre na

extremidade 2, temos a diferenca: X, =X,

E importante observar se o modelo de fato funciona de acordo com o mundo
real. Isso pode ser verificado por meio de interpretagdes de situagbes simuladas.

Vamos supor a situagdo dada na Figura 2.5b, em que temos a condigdo: x,> 0
ex,=0.

Lembrando do funcionamento real de uma mola, sabemos que, ao ser compri-
mida, conforme a Figura 2.5b, sua for¢a sobre a massa M serd para a esquerda. No

mundo real, se a forga for para a esquerda, a acelera¢ao decorrente dessa forga também
serd para a esquerda.
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Massa AAA A
M 2

b) Neste instante, o ponto 1 esta deslocado para a direita.

Figura 2.5 Esquema ilustrando a condicdo: x, >0 e x, = 0.

Agora vamos observar o modelo. Consideramos os sentidos de F,, x, X, e ¥
positivos para a direita, Figura 2.5. Se temos a deformagio X, positiva, a aceleragao
calculada teoricamente pelo modelo precisa resultar em valor negativo para ficar de
acordo com o funcionamento real da mola. Matematicamente isto se verifica, pois:

Y F=MX

E como temos somente uma forca, entio:

YF=F

Do modelo da mola vem:

F=-Ksx

Combinando (2.8) e (2.9) e substituindo em (2.7) obtemos:
o _ Ks
X = M X

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Como K e M sio positivos e na situagio da Figura 2.5b temos x, > 0, entdo,

X, <0, o que retrata o comportamento real da mola.

Também podemos fazer o teste para outros casos, como: (x, < 0; x, = 0),

(x,=0;x,>0) e (x, =0;x,<0).
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Se os testes forem realizados veremos que os modelos funcionam tanto para F,
como para F,. Logo, os sinais negativos das equagdes 2.5 e 2.6 estdo de acordo com
o comportamento que ocorre no mundo real. Em outras palavras, se a forga tiver
determinado sentido, a aceleragio decorrente daquela forga ocorre naquele mesmo
sentido.

Vamos agora considerar a mola torcional, conforme ilustra a Figura 2.6.

T

> 0,
1 +

Figura 2.6 Representacdo esqueméatica de uma mola
torcional cujas extremidades tém deslocamentos angulares.

Para essa mola, seu modelo é dado pelas expressoes:

T1:_Kt(61_92) (2.11)
T,=-K, (92 _91) (2.12)

em que:

A . .
0, e0, = deslocamentos angulares, respectivamente, das extremidades 7 e 2
da mola, ambos com o mesmo sentido positivo. A diferenca (6, —
6, ¢ a deflexdo angular da mola;

A . . .
K = coeficiente da mola torcional, considerado constante;

A ’ .
T" = torque da mola sobre o corpo que estd acoplado na extremidade 7 da mola.

O sentido do torque 7, é positivo no mesmo sentido positivo dos

deslocamentos angulares 6, ¢ 6,;

N
I

A ’ .

torque da mola sobre o corpo que estd acoplado na extremidade 2 da mola.
O sentido do torque 7, é positivo no mesmo sentido positivo dos
deslocamentos angulares 6, ¢ 6,

A padronizagio das expressdes da modelagem dessa mola segue 0o mesmo
raciocinio da mola de translacao.

O funcionamento do modelo da mola de acordo com o mundo real também
se verifica, com base nas defini¢bes dos sentidos positivos dos torques e dos
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deslocamentos angulares. Isto ¢, torques positivos causardo aceleragdes angulares
positivas.

b) Amortecedor Linear

E aquele que tem sua forga proporcional 2 diferenca das velocidades das suas
extremidades.

Nas modelagens desenvolvidas para modelos tipo 30 consideraremos amor-
tecedores lineares, sem massa e sem nenhum efeito de elasticidade (mola), portanto,
amortecedores ideais.

De maneira similar s molas, os amortecedores podem ser de dois tipos: de
translagao e de rotagao (torcional).

Para um amortecedor linear de transla¢io, conforme o esquema da Figura 2.7,
seu modelo ¢é:

F=-B(% - %) (2.13)
F, =-B(% - %) (2.14)

em que:
. .A . . .
X e X, = velocidades, respectivamente, das extremidades I ¢ 2 do amor-
tecedor, ambas com o mesmo sentido positivo;
A . .
B = coeficiente do amortecedor, considerado constante;

A , .
F = for¢a do amortecedor sobre o corpo que estd acoplado na extremidade 1
do amortecedor. O sentido da forga F, é positivo no mesmo sentido
positivo das velocidades X, e X;

A , .
F = forga do amortecedor sobre o corpo que estd acoplado na extremidade 2
do amortecedor. O sentido da forga F, ¢ positivo no mesmo sentido
positivo das velocidades X, e X..

X
Lo
it

F, F,

+

+

Figura 2.7 Representacdo esquematica de um
amortecedor linear cujas extremidades tém movimentos de translacao.

Se 0 amortecedor for torcional linear, temos um esquema conforme a Figura
2.8.
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Figura 2.8 Representacao esquematica de um amortecedor
torcional cujas extremidades tém deslocamentos angulares.

Neste caso, seu modelo ¢ dado pelas expressoes:
T,=-B (91_92) (2.15)

T,=-B (92_91) (2.16)
em que:

2 T A . . .
0,¢0,= velocidades angulares, respectivamente, das extremidades 1 e 2 do
amortecedor, ambos com o mesmo sentido positivo;

A . . .
B = coeficiente do amortecedor torcional, considerado constante;

A , .
T’ = torque do amortecedor sobre o corpo que estd acoplado na extremidade
1 do amortecedor. O sentido do torque 7" € positivo no mesmo sentido
que £, €p

positivo das velocidades angulares 6, ¢ 0 ;

A 7 .
T = torque do amortecedor sobre o corpo que estd acoplado na extremidade
2 do amortecedor. O sentido do torque 7, ¢ positivo no mesmo sentido

positivo das velocidades angulares 6, ¢ 6 ;

A padronizagio das expressdes matemdticas dos modelos dos amortecedores
de translagdo e torcional segue o mesmo critério utilizado para as molas. Temos o
sinal negativo na relagdo e o primeiro termo da subtragao ¢ a velocidade (linear ou
angular) da extremidade considerada. Os sinais negativos presentes nos modelos sao
necessdrios para concordar com o que verificamos na pritica, seguindo as defini¢oes
dos sentidos positivos das forcas e das velocidades lineares e dos torques e das velo-
cidades angulares. Em outras palavras, forgas e torques positivos causarao aceleragoes
lineares e angulares positivas, respectivamente.

Um aspecto importante refere-se a0 comportamento real das molas e dos
amortecedores. No mundo real, a grande maioria das molas tem comportamento
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bem préximo do linear, enquanto para amortecedores é comum o comportamento
nao-linear, podendo a for¢a ou torque do amortecedor ser uma fungio polinomial
da velocidade.

2.4.2 — SisTEMAS ELETRICOS

a) Resisténcia Linear

Quando uma corrente elétrica passa através de um elemento, sempre aparecem
efeitos resistivos, capacitivos e indutivos. Esses efeitos se apresentam com diferentes
intensidades, dependendo das circunstincias, dos materiais e dos detalhes cons-
trutivos. Se ambos os efeitos capacitivos e indutivos forem despreziveis, entdo temos
o que chamamos de resisténcia pura.

Resisténcia pura linear (ideal) é um elemento cuja queda de tensio elétrica de
uma extremidade a outra é proporcional a corrente elétrica. Na prdtica esta deno-
minagdo (resisténcia pura linear) nio ¢ usada, mas somente a palavra “resisténcia”.
Ficam implicitas as caracteristicas de considerarmos somente o efeito resistivo e
também a linearidade.

Para a resisténcia esquematizada na Figura 2.9, seu modelo é:
e=Ri (2.17)
em que:

A ~ . .
¢ = queda de tensdo quando vamos de uma extremidade a outra do resistor,
no sentido positivo da corrente (neste caso, do ponto I ao ponto 2). E o

potencial elétrico do ponto I menos o potencial elétrico do ponto 2;

A . . . . .
R = coeficiente da resisténcia elétrica, considerado constante;

. A L. . .. .
i = corrente elétrica. Considerada positiva se ela ocorrer no mesmo sentido
previamente adotado como positivo, indicado pela seta, Figura 2.9.

efe —e
Figura 2.9 Representacdo esquematica de um resistor elétrico.
Sabemos que a resisténcia elétrica varia com a temperatura e também com sua
B A .. . .
deformagao mecinica. Essas duas caracteristicas sio até utilizadas em sistemas de

medidas, a primeira para medir temperatura e a segunda (extensémetro elétrico) para
medir deslocamentos e deformagbes mecanicas de pegas.
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Felizmente, em muitos circuitos a variagao de R é desprezivel, e nessas situagoes
s 2 . 7 7 . ~
a hipétese de considerd-la constante resultard em boa aproximagao.

b) Capacitor Puro
Quando dois condutores estao separados e entre eles hd um material nio
condutor (isolante ou dielétrico), temos a configura¢iao de um capacitor.

Entendemos por capacitor puro aquele elemento que possui somente efeito
capacitivo, sendo sua resisténcia e indutdncia nulas. Sua representacao estd ilustrada
na Figura 2.10.

. C .
i e, . e, i
— 1C -
1 2
\e/
A
eSe —eg

Figura 2.10 Representagdo esquematica de um capacitor puro.

O modelo do capacitor puro linear (ideal) ¢ dado pela expressao:

1

e=——
CD

[ (2.18)

em que:

A ~ . .
¢ = queda de tensdo quando vamos de uma extremidade a outra do capacitor,
no sentido positivo da corrente (neste caso, do ponto I ao ponto 2);

A . . .
C = capacitancia, considerada constante;

. A , . . .. .
i = corrente elétrica. Considerada positiva se ela ocorrer no mesmo sentido
previamente adotado como positivo, indicado pela seta, Figura 2.10;

d,

D= —
ot

operador derivador (note que D ¢ integrador).

O operador D ¢ uma transformagao linear que leva uma fungio a sua derivada.
Se for elevado a um expoente # (nz > 0), significa a n-ésima derivada. No caso do
expoente ser negativo igual a —m (m > 0), temos integragdes. Matematicamente
escrevemos:

s df(t)

D"f(t) T,paran>0;e

A
D"g(t) = [ ..g(t)dt", para m > 0.
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O modelo do capacitor dado pela equagio 2.18 deve ser considerado se e somente
se a carga elétrica inicial do capacitor for nula. Demonstramos essa afirmativa da
seguinte forma:

A capacitancia C do capacitor com uma carga ¢ ¢ definida como:

‘q
C= ° (2.19)

Por outro lado, sabemos que a corrente elétrica 7 é:

. dq
= 2.20
T (2:20
Diferenciando (2.19) e combinando com (2.20) obtemos:
1 1.
de=—dg=—idt
C q c (2.21)
Integrando essa equagdo temos:
t 1 et.
jode:Ejoudt (2.22)
ou
1 t.
e-¢g :Ejoldt (2.23)

em que e, ¢ o valor inicial de e, quando # = 0 (zero). Se e, for zero (capacitor inicial-
mente descarregado), entdo:

1t
e:Ejo idt (2.24)

que corresponde ao modelo dado pela equagio 2.18.

E muito dificil construir um capacitor sem o efeito resistivo. Em muitas situa-
¢oes o valor da resisténcia elétrica entre as placas ¢ elevadissimo, mas nao ¢ infinito.
Por exemplo, em um capacitor cujo meio entre as placas ¢ um cristal de quartzo
(acelerdmetros piezoelétricos) a resisténcia entre as placas ¢ da ordem de 70" ohms.

Essa observagao nos leva a entender que, se carregarmos um capacitor e deixar-
mos seus terminais abertos, mais cedo ou mais tarde ele acabard perdendo a sua carga.
Felizmente este fendmeno ¢ extremamente lento quando comparado as freqiiéncias
de variagbes de voltagem usadas nos circuitos elétricos. Assim, essa perda pode ser
desprezada e o capacitor pode ser considerado puro.
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Uma das caracteristicas do capacitor puro é que ele armazena toda a energia
elétrica fornecida quando estd sendo carregado e, posteriormente, quando é descarre-
gado, devolve toda essa energia. Essa energia pode ser recuperada conectando o
capacitor carregado a um sistema, por exemplo, uma resisténcia, e permitindo que
toda sua carga escoe através do sistema.

E importante assinalar o que acontece com a corrente que “passa através do
capacitor”. Na verdade, fisicamente ela no ocorre dessa forma. A corrente nio passa
através do material dielétrico entre as placas, mas, sim, as cargas escoam descarre-
gando o capacitor através do circuito externo. Na prdtica ¢ usual considerar como
se a corrente passasse pelo material entre as placas, conforme ilustra a Figura 2.10.
Sob o ponto de vista de modelagem, tal considera¢io funciona, mas ¢ bom lembrar
que isso nio ocorre fisicamente.

¢) Indutor Puro

Sempre que hd corrente em um circuito temos a geragdo de um campo magné-
tico que atravessa esse circuito e varia quando a corrente varia. Ou seja, em qualquer
circuito cuja corrente varie, ocorre indu¢ao de uma forga eletromotriz (voltagem)
decorrente da variagio de seu préprio campo magnético. Essa voltagem é chamada
de for¢a eletromotriz de auto-indugio. O campo magnético ¢ mais intenso quando
temos uma bobina. A Figura 2.11 representa uma bobina com espiras.

L
i
H—MM—‘H

N,

efe —e,

Figura 2.11 Representacdo esquematica de um indutor.

A auto-indugio de um elemento depende de seu tamanho, forma, nimero de
espiras, etc. Depende também das propriedades magnéticas dos materiais no campo
magnético. Se ndo houver materiais ferromagnéticos, a taxa de varia¢io do fluxo
magnético é proporcional a taxa de varia¢ao da corrente elétrica que estd produzindo
o campo magnético. A presenca de material ferromagnético aumenta consideravel-
mente a auto-indugdo, porém esta passa a variar com a corrente e com caracterfsticas
nio-lineares significativas.

Considerando um indutor puro e linear (ideal) em que nao haja efeitos resistivos
nem capacitivos, sem a presenga de material ferromagnético, entdo o modelo da auto-
indugdo ¢ dado pela expressao:

e=LDi (2.25)
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em que:

A ~ . N .
¢ = queda de tensao quando vamos de uma extremidade a outra do indutor,
no sentido positivo da corrente (neste caso, do ponto I ao ponto 2);

A . . .
L = indutincia, considerada constante;

LA .. . .. .
i = corrente elétrica. Considerada positiva se ela ocorrer no mesmo sentido
previamente adotado como positivo, indicado pela seta, Figura 2.11.

Devemos observar que ¢ muito dificil (quase impossivel) construir um indutor
puro. Enquanto resistores e capacitores podem ser fabricados com propriedades bem
préximas do modelo ideal, indutores reais sempre apresentam resisténcia considergvel.
Alids, se a corrente for continua ou alternada com baixissima freqiiéncia, a bobina se
comporta muito mais como um resistor do que como um indutor.

Outro aspecto da indugio refere-se a indugdo miitua. Neste caso, o campo
magnético de um elemento causa efeitos em outro circuito. Se este outro circuito
(um condutor ou uma bobina) encontra-se no campo magnético do elemento, e
este campo varia com o tempo, uma voltagem (for¢a eletromotriz) ¢ induzida ao
circuito. A discussao da indu¢io miitua nio serd efetuada neste texto.

2.4.3 — SisTEMAS TERMICOS

a) Resisténcia Térmica Pura

Uma das caracteristicas do nosso meio ¢ a ocorréncia de transferéncia de calor
de um ponto a certa temperatura para outro ponto com temperatura inferior. A
intensidade da transferéncia de calor depende do caminho entre os dois pontos, da
distdncia e das caracteristicas do meio. Essa dificuldade que o meio (caminho)
proporciona 2 transferéncia de calor ¢ chamada de resisténcia térmica.

A natureza e a intensidade da resisténcia térmica dependem do modo pelo qual
ocorre a transferéncia de calor: por condugio, por convecgao ou por radiagio.

A Figura 2.12 mostra o simbolo usado para representar uma resisténcia térmica,
similar ao da resisténcia elétrica por tratar-se de uma analogia elétrica da transferéncia
de calor.

R
q T, T, Q
4 o—\/\/\/\/\/—o +—r
1 2
AT
AT 2 T,-T,

Figura 2.12 Representacdo esquematica de uma resisténcia térmica.
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Seu modelo ¢ dado por:
AT=R q (2.26)

em que:

A A g
AT = T,—T,= diferenca das temperaturas dos pontos I e 2;
A e, .
R = resisténcia térmica entre os referidos pontos I e 25

A A . . .
g = taxa de transferéncia de calor (energia por unidade de tempo) entre os pontos
1 ¢ 2. Serd positiva se ocorrer no mesmo sentido previamente adotado como
positivo, indicado pela seta, Figura 2.12.

As definigdes dos sentidos positivos de A7 e g devem estar em harmonia, pois,
quando AT for positivo, g também deverd ser positivo.

O modelo estabelecido pela equagio 2.26 ¢ mais adequado para as aplicagoes
de transferéncias de calor pelos mecanismos de condugao e convec¢ao, podendo ter
restri¢des no caso da convecgao. A convecgao pode envolver fendmenos mais com-
plexos, e este modelo pode deixar de ser uma boa aproximagio.

Se a transferéncia de calor ocorrer por condugio, a resisténcia térmica pode
ser calculada pelo seguinte modelo:

L
R= A (2.27)
em que:
A .« A . .
L = distdncia entre os pontos I e 2, ou comprimento do corpo;
A . .. L. .
k = coeficiente de condutividade térmica do material;

A, ~ . ~ A .
A = drea da segao transversal na dire¢do em que ocorre a transferéncia de calor
por condugio.

Para o caso da convecgao, a resisténcia térmica é dada por:

1
R= A, (2.28)

em que:

A . A . ~
h = coeficiente de transferéncia de calor por convecgao;

A . ~
A, = drea superficial do corpo onde ocorre a troca de calor por convecgio.
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Se a transferéncia de calor for por radiagiao, o modelo de resisténcia térmica
fica prejudicado pelo fato de a transferéncia de calor ser uma fung¢ao nao-linear. Isto
¢, para dada configuragdo, materiais e propriedades superficiais (emissividade e fatores
geométricos) temos:

q=Cg (T14 _T24) (2.29)
em que:

A . . . . .
C, = coeficiente de transferéncia de calor por radiagio que inclui todos os
fatores excetuando as temperaturas;

A .
T, e T,= temperaturas absolutas dos corpos I e 2, respectivamente.

No caso da radiagio, a resisténcia térmica linear pode ser obtida por meio da
linearizagao da fungio para a realiza¢io de andlise aproximada, contanto que as
temperaturas tenham pequenas variagoes ao redor de um ponto de operagiao. O
estudo do método de linearizagao ao redor de um ponto de operagio estd desen-
volvido no Capitulo 8, na se¢do 8.2.

E importante salientar que o valor de C,, (equagao 2.29) é muito pequeno,
resultando em alto valor da resisténcia térmica, quando comparado com os valores
tipicos para a condug¢io e convecgio. Em muitas situagdes, para baixas e médias
diferengas de temperaturas, a radiagio representa pequena parcela da transferéncia
total de calor e pode ser desprezada na modelagem. Quando temos altas diferencas
de temperaturas, a contribui¢ao da radiagao é considerdvel e também, em certos casos,
exclusiva, como, por exemplo, em satélites em 6rbita.

b) Capacitdncia Térmica Pura

Quando ocorre transferéncia de calor para um corpo sélido, liquido ou gasoso,
esta energia térmica pode se manifestar de diversas formas, como a realiza¢ao de
trabalho mecanico, ou nas propriedades do corpo, como a variagao de energia cinética
e variacao de energia interna. Se restringirmos nosso estudo as situagdes em que as
realizacoes de trabalho mecanico e as variagdes de energia cinética nao sao signifi-
cativas e, ainda, nao ocorre mudanca de fase, a transferéncia de calor causard variagao
da temperatura. Se considerarmos uma capacitincia térmica ideal, o aumento de
temperatura ¢ diretamente proporcional a quantidade total de energia térmica
transferida, isto é:

AT=T-T,=— [ qet
=T- o—afoq (2.30)
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em que:
A s =
AT = variagao de temperatura do corpo;

A .
T = temperatura do corpo no instante de tempo %

T

0

C

t

temperatura do corpo no instante de tempo # = 0 (zero);

capacitincia térmica, considerada constante;

A N . . , ..
g = taxa de transferéncia de calor (energia por unidade de tempo). Serd positiva
se ocorrer no sentido de o corpo receber energia, Figura 2.13.

Observe que nessa defini¢io mencionamos uma temperatura para o corpo e
nao para um ponto. Implicitamente estamos admitindo que a temperatura seja
uniforme. Isso pode ser razodvel para gases e liquidos se tivermos misturadores
eficientes instalados. Para o caso de corpos sélidos, a temperatura seria uniforme
somente se a condutividade térmica £ fosse infinita. Como nenhum material tem 4
infinito, sempre haverd uma nao uniformidade de temperatura durante o regime
transitério de mudangas de temperatura. Contudo, hd certas situa¢bes em que a
temperatura pode ser considerada uniforme. Nas aplicagbes prdticas que envolvem
um corpo sélido mergulhado em um fluido, é definido um pardmetro adimensional
denominado de N#mero de Biot, N,, dado por:

. h(DC)

N
B K

(2.31)
em que:
A . — Y .
h = coeficiente de convecgao da superficie;
C) 2 Vo, _ , . 1
(DC) & res dimensao caracteristica do corpo sélido;
A 1
V' = volume do corpo sélido;
A, , . L.
A = drea da superficie do corpo sélido;

A . .. . 1.
k = coeficiente de condutividade do material do corpo sélido.

Se N, for menor que um décimo (V< 0,1), a hipétese de temperatura uniforme
¢ razodvel.

Agora, voltando 2 equagio 2.30, se a temperatura inicial T, for zero, entao
temos:

1

T=—-
C.D q (2.32)

que ¢ uma relagao utilizada em modelagem.
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A Figura 2.13 ilustra a representagao gréfica da capacitdncia térmica.
q :
C,
Figura 2.13 Representacdo esquematica de uma capacitancia térmica.

A determinagio da capacitincia térmica C pode ser realizada por meio da
equagdo 2.32 ou pela equagio escrita em termos do calor especifico do corpo. Da

Termodinimica sabemos que:

Calor total

t
= dt=M CAT
adicionado J. o (2.33)

em que:

A
M = massa do corpo;

A . .
C = calor especifico do corpo. Para gases definimos dois calores especificos, a
pressdo e volume constante, em virtude de sua compressibilidade. Em
fluidos incompressiveis ou s6lidos, ambos os valores especificos coincidem.

A .
AT = variagio de temperatura do corpo.

Combinando as equagbes 2.30 e 2.33 obtemos
C.=MC (2.34)

2.4.4 — Sistemas FLuibicos

No Capitulo 9 ampliaremos a discussao das rela¢oes de sistemas fluidicos.

Aqui temos as defini¢oes de Resisténcia, Capacitincia e Inertincia Fluidicas.

a) Resisténcia Fluidica Linear
Suponha uma tubula¢o, Figura 2.14, na qual passa uma vazio Q constante

(escoamento em regime permanente) e as pressoes estdticas P, e P, sao medidas nas

segoes I e 2.

Figura 2.14 Tubulacdo com escoamento em regime permanente.
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Experimentalmente constatamos que a queda de pressao ¢ fungio da vazio Q.
Assim, definimos como Resisténcia Fluidica Linear, Figura 2.15, a rela¢ao:

AP=R, Q (2.35)
em que:
AP 2 P, — P, £ diferenca das pressoes estdticas das secoes I e 2;

A . . . . . _ .
R = coeficiente da resisténcia fluidica entre as referidas secoes 1 e 2, consi-
derado constante;

A _ L1 . . . , ..
Q = vazao média de fluido, na condi¢do de regime permanente. Serd positiva
se ocorrer no sentido igual ao sentido previamente adotado como positivo,

Figura 2.15.
R
Q P, P,
— —/\VVVWN—
1 2
AP

Figura 2.15 Representacdo esquematica de uma resisténcia fluidica.

As defini¢oes dos sentidos positivos de AP e Q devem estar em harmonia, pois
quando AP for positivo, Q também deverd ser positivo.

Em muitas modelagens dindmicas de sistemas fluidicos, apesar de o escoamento
nio estar em regime permanente, o conceito de resisténcia fluidica ainda ¢ usado.

O modelo linear dado pela equagio 2.35 tem boa relagio com dados experi-
mentais relacionando AP e Q quando o escoamento ¢ laminar. Para regime turbu-
lento, a relacio entre AP e Q é nio-linear e o conceito de resisténcia fluidica linear
pode continuar sendo usado se for realizada a linearizagao da func¢ao, considerando
pequenas perturbagdes ao redor de um ponto de operagao. A discussao sobre lineari-
zagao estd apresentada no Capitulo 8.

Um escoamento ocorre no regime laminar quando tem velocidades relativa-
mente baixas e é caracterizado por movimento do fluido em camadas (laminas), uma
camada escorregando sobre a adjacente. Qualquer tendéncia de turbuléncia ¢ amor-
tecida por forgas viscosas que dificultam o movimento das particulas entre as camadas
adjacentes. Portanto, o movimento do fluido ¢ governado pelos efeitos viscosos e
nao pelos efeitos de inércia.

O regime turbulento ocorre quando as velocidades sao relativamente altas.
Neste, as particulas do fluido apresentam pequenos movimentos aleatérios em todas
as dire¢oes adicionados a0 movimento da dire¢io predominante.
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Na condi¢ao de regime permanente podemos prever o tipo de escoamento por
meio de um pardmetro adimensional chamado de Nemero de Reynolds, N,, que é
a relacdo entre as forcas de inércia e as forgas viscosas.

Em escoamento com “baixo” /V,, o regime é laminar. Aumentando /V, vamos
encontrar uma situagao que chamamos de Regiao de Transi¢o, em que nao fica bem
caracterizado o tipo de escoamento. Acima da regiao de transi¢ao temos escoamentos
com “grandes” IV,, que sao turbulentos.

Para escoamentos em regime permanente que ocorrem dentro de tubos de
paredes lisas, secdo circular, o Nimero de Reynolds ¢ dado por:

s pDV
u

N (2.36)

em que:

A .
p = massa especifica do fluido;

A A
D; = didmetro do tubo;

\Y

velocidade média do escoamento;

viscosidade do fluido.

u

Aplicando (2.36) em escoamentos de gases ou liquidos, sob condi¢bes em que
nao ocorrem cuidados extraordindrios, se:

N, £ 2000 — Regime Laminar;
2000 < N, < 4000 — Regido de Transi¢ao;
N, = 4000 — Regime Turbulento.

Quando os escoamentos ocorrem em dutos de se¢des nio circulares ou em
canais abertos, o Nimero de Reynolds tem definigdes apropriadas e os valores de
N, que caracterizam os regimes laminares e turbulentos sdo especificos para cada
caso. Por isso, se na modelagem for necessdrio se aprofundar nesse assunto, enten-
demos que a consulta a materiais de Mecinica dos Fluidos torna-se indispensdvel.

b) Capacitincia Fluidica Pura
A capacitincia fluidica relaciona a varia¢ao de pressio em um recipiente (ou
volume de controle) com o “balango de vazao”.

Suponha um recipiente conforme a Figura 2.16a.

Definindo a varidvel Q como:
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Q£Q-Q, (2.37)

e se os valores da massa especifica do fluido nas secoes 1 e 2 forem aproximadamente
iguais, entdo o esquema da Figura 16a pode ser representado pelo da Figura 2.16b.

P P

v, =Jodt

o

a) b)

Figura 2.16 Recipientes ilustrando a relacdo da variagéo de pressdo com o “balanco de volume”.

Assim, podemos definir a capacitancia flufdica C, da seguinte forma:

c AV

= E (2.38)

em que:

A . . . .
C; £ capacitancia fluidica, considerada constante;

A A P . .« . .
AV =V, = variagio de volume do fluido dentro do recipiente, em intervalo
de tempo #

A . ~ — . . .
AP= variagio da pressio do fluido dentro do recipiente, causado pelo arma-
zenamento ou safda de material, dependendo do sinal de V..

Da equagio 2.38 e da defini¢do de V, podemos escrever:

1 ¢t
P-R = C_f.[o Quat (2.39)

em que P ¢ a pressdo no instante # ¢ P é a presso inicial, no instante ¢ = 0 (zero).

Considerando que no instante ¢ = 0 (zero) temos P, igual a zero (P, ¢é pressao
relativa), entdo:

_ A
P=cp® (2.40)

A representagio da capacitincia fluidica estd ilustrada na Figura 2.17.
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TSNP

Figura 2.17 Representa¢do esquematica da capacitancia fluidica.

Discussao mais ampla sobre capacitincia fluidica é apresentada no Capitulo
9, em que inclusive s3o considerados os efeitos da compressibilidade do liquido.

¢) Inertancia Fluidica Pura

O conceito de inertincia tem ligagao com a Lei de Newton. Assim como a massa
¢ um parAmetro que relaciona for¢a com aceleragio (derivada da velocidade), a
Inertincia relaciona a pressio com a derivada da vazao. Desta forma:

AP=1,DQ (2.41)
em que:
A . . 1 .
| ; = inertincia fluidica, considerada constante;
A . ~ . N IIE ) .
AP = diferenga de pressio aplicada 2 “inércia” do fluido.

A equagio 2.41 nio ¢ obtida da aplica¢do direta e simples da Lei de Newton,
como se a massa fosse igual & massa total em um trecho da tubulagio e a forca igual
a pressdo estdtica sobre a drea. A inertincia nao depende somente da massa do fluido,
mas também do perfil de velocidade do escoamento. Portanto, para o mesmo fluido,
temos uma inertincia se o regime for laminar e outra se o regime for turbulento.

O simbolo da inertincia é semelhante ao usado para bobinas elétricas, Figura

2.18.
I
Q P, P, Q
000090 ¢
1 2
AP
AP2P _P,

Figura 2.18 Representagdo esquematica da inertancia fluidica.
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d) Equagao do Fluido
d.1) Equagio de estado para gases

Dados experimentais mostram que o comportamento da pressio, do volume

e da temperatura dos gases, sob condi¢ao de baixa densidade, ¢ dado com boa
aproximagio pela equagio de estado:

PV =mRT (2.42)

em que:
V £ volume do gds;
P £ pressio absoluta do gis;
m
R

massa total do gds;

constante do respectivo gds em particular. E a relagio da Constante
Universal dos Gases R = 8,314 kJ/ (kg mol K) pela massa molecular M
do gés particular, isto é, R = (FQ/ZW);

A
T= temperatura absoluta do gis.

A Tabela 2.1 mostra valores de R para alguns gases.

Tabela 2.1 Constante R e massa molecular para alguns gases a 25°C e 100 kPa.

Gds Férmula quimica Massa molecular R
kg/kg mol kJ/kg K
Ar - 28,97 0,287
Diéxido de carbono CO, 44,01 0,188992
Hidrogénio H, 2,016 4,12418
Nitrogénio N, 28,013 0,29680
Oxigénio 0, 31,999 0,25983

E comum chamarmos a equagao 2.42 de equagio dos gases perfeitos. Para baixas
densidades, todos os gases e vapores tém comportamento préximo dos gases perfeitos
e esta relagio P-V-T representa um modelo muito satisfatério. Para densidades mais
altas, o comportamento pode desviar substancialmente da equagdo do gds perfeito.

E muito conveniente nas modelagens o uso da equagio de estado dos gases

perfeitos em razdo de sua simplicidade. Entretanto, ¢ imperativo levantarmos duas
questoes:
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e O que define baixa densidade? Ou: Sobre qual faixa de densidade podemos
aplicar a equagdo dos gases perfeitos com precisao satisfatdria?

e Quanto um gds real, sob dada pressio e temperatura, se desvia do compor-
tamento de um gds perfeito?

Para responder a essas importantes questdes, introduzimos o conceito de fator

de compressibilidade Z, que ¢ definido da seguinte forma:

Z =(PV)/ (mRT) (2.43)

Assim, a equagdo de estado fica:
PV=Z2mRT (2.44)

A equagio 2.42 mostra que, para o gds perfeito, temos Z = 1. Adicionalmente,
notamos que o desvio de Z da unidade é uma maneira de ponderar quanto a relagao
real se desvia da equagio de estado dos gases perfeitos.

Na prética, observamos por meio de estudos experimentais que no limite,
quando P tende a zero, Z sempre tende a unidade.

No caso do nitrogénio, por exemplo, para a temperatura de 300K ou acima
(praticamente igual a temperatura ambiente ou acima), o fator de compressibilidade
¢ muito préximo da unidade até a pressio de 1000 psi. Isso significa que a equagio
dos gases perfeitos pode ser usada para o nitrogénio (e também para o ar), nesta faixa,
com considerdvel precisao.

Ainda para o nitrogénio, se a temperatura for reduzida de 300K para 200K (de
+27°C para —73°C ), entdo Z é bem préximo de I até a pressio de 100 psi.

Sob o ponto de vista prético para a resolugao de problemas, devemos lembrar
dois aspectos importantes:

e DPara pressdes muito baixas, podemos sempre adotar o comportamento do gds
perfeito com boa precisdo, independentemente da temperatura.

e DPara temperaturas maiores que o dobro da Temperatura Critica do gds (para
o nitrogénio, acima de 252K, pois a temperatura critica é 126K ou
—147°C), podemos adotar o comportamento de gds perfeito até a pressio de
pelo menos 1000 psi. Quando a temperatura for menor que duas vezes a
temperatura critica e a pressao acima de um valor bastante baixo, digamos
pressao atmosférica, entdo o desvio dos gases perfeitos pode ser considerdvel.

d.2) Coeficiente de ‘rigidez” e compressibilidade para o liquido

Em muitas modelagens dinimicas de sistemas fluidicos podemos considerar os
liquidos como incompressiveis. Essa hipStese ¢é feita em situagdes em que as variagoes
de pressdo sio pequenas e estas proporcionam variagoes de volume despreziveis.
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Em sistemas com altas varia¢des de pressio ou com actimulo de massa em
recipiente em que o fluido encontra-se aprisionado, o liquido tem de ser considerado
compressivel.

Uma maneira de medir a “rigidez” do liquido é por meio de um coeficiente
denominado Bulk Modulus (inverso da compressibilidade), que também poderia ser
chamado de Coeficiente de Rigidez Volumétrico, cuja definigao ¢ dada por:

A dP
p=-V v (2.45)

em que:
B 2 Bulk Modulus ou Coeficiente de Rigidez Volumétrico;

V £ volume inicial do fluido;

P, , . ) .
—— = derivada da pressao em relacio ao volume. Poderia ser ——, variacao
p ¢ ¢
av AV
da pressao em fun¢io da variagao do volume.

A equagio 2.45 representa uma expressao simplificada do bulk modulus. Essa
propriedade dos fluidos nio ¢ tao simples, e as vezes uma expressao mais complexa
pode vir a ser necessdria para aumentarmos a precisao dos resultados da modelagem.
Por exemplo, 8 pode ser uma fun¢do polinomial da pressio e da temperatura.

O Bulk Modulus é entendido como a variagao da pressio em fun¢io da variagao

do volume, multiplicada pelo valor do volume inicial V' do fluido.

O sinal negativo da equagdo 2.45 ¢ propositadamente inserido na expressao

dP
para tornar f3 positivo, pois a derivada v ¢ negativa. Em outras palavras, para um
dado volume inicial de fluido, quando a pressio aumenta, o volume do fluido
diminui.

Chamamos o Bulk Modulus B de Coeficiente de Rigidez Volumétrico pelo fato
de sua equagao ser semelhante a equagao do Médulo de Resisténcia ou Médulo de
Rigidez Linear dado pela Resisténcia dos Materiais (Lei de Hooke), para um corpo
sélido sob tracio:

2. AC
E= LI (2.46)

em que:

E 2 Médulo de Resisténcia do corpo;
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A . e
L = comprimento inicial do corpo;

AC A

AL = relagao da variagio da tensio 6 em funcio da variagiao do comprimento.
A

O Bulk Modulus serd usado no Capitulo 9, em que sao desenvolvidos alguns
exemplos de modelagem de sistemas hidrdulicos de 6leo.

2.5 — CONCLUSAO

Apresentamos neste capitulo os fundamentos bdsicos para a realizagao de
modelagem matemdtica com o objetivo de obter modelos do tipo 30, isto ¢, modelos
lineares caracterizados por equacoes diferenciais lineares, ordindrias, com coeficientes
constantes, cuja varidvel independente é o tempo.

No inicio do capitulo foi explicada resumidamente a estrutura bdsica aqui
adotada para a modelagem matemdtica, muito importante para a organizagao dos
procedimentos de modelagem e também para o desenvolvimento e formagao de um
engenheiro especializado em Dinimica de Sistemas.

Em seguida foram discutidas as quatro “partes” fundamentais de uma mode-
lagem, que s3o: Hipéteses; Aplicagao de Leis; Relagoes entre as Varidveis; e Validagao
do Modelo.

Foi destacado que o conjunto de Hipdteses ¢ uma “parte” importante da mode-
lagem.

Quanto a Aplicagio de Leis, foram mencionadas quatro leis: Lei de Newton;
Lei de Kirchhoff; Lei da Conservagao da Massa; e Lei da Conservagao da Energia.
Todas enunciadas para situagoes relativamente simples.

As Relagoes entre as Varidveis tém como base as relacoes usadas para sistemas
elétricos, como: Resisténcia, Capacitincia e Indutincia. A Tabela 2.2 mostra a
organizagao das expressdes para ajudar a memorizagio.

Um aspecto importante quanto as relagdes é o envolvimento de varidveis de
dois tipos: uma de “potencial” e outra de “fluxo”, com exce¢do das relagbes para o
sistema térmico. Esclarecendo, para o caso de sistemas elétricos, temos voltagem e
corrente; para o mecinico, forca e velocidade; e para o fluidico, pressao e vazao. Para
qualquer um destes sistemas, o produto entre as duas varidveis (potencial e fluxo)
resulta em poténcia (energia por unidade de tempo). Contudo, esse raciocinio nao
¢ vélido para o caso de sistemas térmicos, pois a taxa de transmissdo de calor ¢, por
si $6, jd é energia por unidade de tempo.
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Tabela 2.2 Resumo das expressfes matematicas para as Relacdes entre as Variaveis, com a
inclusdo da Lei de Newton.

Sistema Resisténcia Capacitincia Indutincia
. 1. .
Eléri e =Ri e=——-1I e =LDi
étrico ch
Al . K. .
Mecinico F =-Bx F z—ESX F=MDx
1
Fluidico AP =R; Q AP = — Q AP =1,DQ
C,.D
Téemi AT =R AT=—=gq
érmico =R( CtD -
As varidveis e os parimetros foram definidos ao longo do capitulo

Quanto a quarta parte, a Validagio do Modelo, deixamos claro que uma mode-
lagem realmente termina somente apds sua verificagao experimental.

O conteddo deste capitulo representa o conhecimento minimo necessdrio para
dar inicio a elaboracio e obten¢ao dos modelos matemadticos.
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CAPITULO 3

MODELAGENS DE SISTEMAS SIMPLES

3.1 — CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo apresentamos modelagens de sistemas simples, uma importante
etapa do aprendizado, com a visualiza¢io e a aplicagio dos procedimentos de mode-
lagem.

Cada modelagem aqui desenvolvida contém um corpo préprio, completa por
si 6. Isso significa que certos detalhes aparecem repetidos em diversas modelagens,
como, por exemplo, as hipéteses gerais aplicdveis a um tipo de sistema. Contudo,
com o objetivo de nao ficar reescrevendo a listagem, conjuntos de hipdteses comuns
s30 organizados em quadros numerados no inicio de cada subse¢ao deste capitulo.
Entendemos que a generalizagao de detalhes e hipdteses espalhados pelo texto quebra
o corpo da modelagem, comprometendo sua completa compreensio. Adicional-
mente, o fato de cada modelagem ser completa por si s6 pode permitir o estudo em
seqiiéncia diferente da aqui apresentada.

Vimos no Capitulo 2, se¢do 2.2, que, em se tratando da modelagem de um
sistema real ou do projeto de um novo sistema, uma das primeiras tarefas ¢ a elabo-
ragao do modelo fisico esquemdtico, conforme ilustra o fluxograma da Figura 2.2.
Nessa constru¢o, as hipdteses representam o alicerce e sio declaradas pelo analista
com base nos seus conhecimentos cientificos, informagoes de modelagens anteriores
e de dados medidos, sua experiéncia técnica e seu bom senso e intui¢ao. As qualifi-
cagoes do analista sao necessdrias porque essa elaboragao se posiciona como atividade
avangada dentro do desenvolvimento técnico de modelagem e é especifica para cada
situagdo prética. Por isso, entendemos que ela ultrapassa o escopo deste texto, que
tem por objetivo o aprendizado bésico. Assim, todas as modelagens aqui apresentadas
tém inicio considerando os modelos fisicos esquemdticos prontos.

Partindo do esquema pronto, o primeiro passo da modelagem ¢ estabelecer os
zeros das grandezas (as origens) e para que “lado” (o sentido) suas variagdes sao positivas.

Os zeros e os sentidos positivos podem ser definidos arbitrariamente, porém,
dependendo da escolha, a modelagem ficard harmoniosa ou confusa. Por exemplo,
em um problema mecinico, se para o deslocamento horizontal de uma massa for
adotado o sentido positivo para a direita e se o sentido da forca positiva for adotado
para a esquerda, a Lei de Newton, para este caso, deve ser escrita como F =—mX.
Pois ¢ assim que se comporta 0 mundo real, isto ¢, uma forga para a direita (neste
caso, negativa) causa uma aceleragao para a direita (neste caso, aceleragao positiva).
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Nao temos duvidas de que essa adogao arbitrdria dos sentidos acaba resultando
em uma modelagem confusa. Por isso recomendamos muito cuidado na defini¢ao
dos sentidos positivos. Estes devem ser adotados de maneira harmoniosa e correspon-
dente. Por exemplo, se considerarmos o sentido hordrio como positivo para a corrente
elétrica de uma malha, recomendamos que este sentido positivo seja repetido para
todas as demais malhas do circuito. Isso produz uma modelagem harmoniosa.

Para exemplificar o significado de sentidos correspondentes mencionamos o
caso de um corpo que executa pequenos movimentos angulares em torno de um
eixo, Figura 3.1. Nesta situagio os movimentos dos pontos A e B sio aproximada-
mente lineares.

Centro de giro

Nt

r L >

Figura 3.1 Sentidos correspondentes dos
deslocamentos lineares e angular, para pequenos angulos.

Se as defini¢oes dos sentidos positivos forem feitas conforme a Figura 3.1,
quando temos o angulo @ positivo, temos x, e x, também positivos. Isso significa
que h4 correspondéncia entre as varidveis, ou seja, quando uma aumenta, a outra
também aumenta.

Muitos sistemas tém grandezas interligadas e a preocupagio da correspondéncia
entre os sentidos deve sempre estar presente. A existéncia de correspondéncia nio ¢é
necessaria, mas é recomenddvel.

Para mais um exemplo de harmonia e correspondéncia dos sentidos vamos
observar o potenciémetro dado na Figura 3.2.

a

b d

Figura 3.2 Modelo fisico esquematico de um potencidmetro.

53



Para dar inicio & modelagem, o esquema da Figura 3.2 deve ficar conforme a
Figura 3.3, com as grandezas e os sentidos definidos.

+ a
en i L R +
]
TN L+
/I;> €
b d -
Malha 1 Malha 2

Figura 3.3 Potencidbmetro com o esquema pronto para a sua modelagem.

E sempre necessdrio definir as grandezas de forma explicita, ou seja:

2 vol de ali 20;
e, = voltagem de alimentagao;

A e A .
R = resisténcia total do potenciémetro;
A . . .
X = deslocamento linear do potenciémetro. A origem de x, correponde ao
ponto inicial de &;

A . e
L = comprimento total da resisténcia R;

A , A
€ = voltagem na saida do potenciémetro;

o :
I, = corrente elétrica da malha I;

A y .
i, = corrente elétrica da malha 2.

Observe que na Figura 3.3 h4 sinais para e, e ¢,. Os sinais mais (+) ¢ menos ()
de e, e ¢, nao significam que os terminais sempre possuem aquelas polaridades
mostradas. Esses sinais simplesmente significam que, em determinado instante de
tempo, se as voltagens e, e e, possuirem as polaridades mostradas, entao a elas sdo
atribuidos valores numéricos positivos. Se elas tiverem polaridades opostas, seus
valores numéricos serdo negativos. Analogamente, as “setas” das correntes 7 ,ei,ndo
significam que as correntes tém sempre aqueles sentidos, elas simplesmente indicam
que, se as correntes tiverem aqueles sentidos, elas s3o positivas.

As convengdes de sinais da Figura 3.3 foram adotadas de forma criteriosa e
conveniente, pois hd correspondéncias entre as varidveis. Se e, for positiva constante,
i, serd positiva. Quando X, aumenta, e, também aumenta, e, se X, for médximo (igual

al), e, = ¢, 0useja, +e,= +e,.
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Agora, voltando as modelagens deste capitulo, devemos esclarecer que nos
esquemas dos sistemas propostos as defini¢oes dos sentidos positivos j4 estao prontas.

As modelagens aqui desenvolvidas tém por objetivo obter fungdes de trans-
feréncia. Na préxima segdo é apresentado o conceito de fun¢io de transferéncia
operacional.

3.2 - FUNCAO DE TRANSFERENCIA OPERACIONAL

Na se¢do 2.2 do Capitulo 2 foi explicada a diferenca entre equagaes ¢ relagoes
dentro do contexto de organizacio aqui proposto para a modelagem. As equagoes
sdo oriundas das aplicagdes de leis e as relagbes entre as varidveis advém de correlagoes
levantadas experimentalmente. Foram também apresentadas as etapas usuais do
manuseio analitico com as expressdes matemdticas para a obtengao de modelo do
tipo 30, vide Figura 2.1. Observamos na Figura 2.1 que a terceira etapa corresponde
a obtengao de um conjunto de equagbes cuja quantidade de incégnitas ¢ igual a
quantidade de equagoes. Como exemplo ilustrativo dos passos seguintes, vamos supor
que temos um conjunto de 3 equagdes, com 3 varidveis:

(A) X +(A) X, +(A) X =1, (3.1)

(By) X, +(B,) X, +(By) X5 =1, (3.2)

(C) X, +(Cy) X, +(C5) Xy =14 (3.3)
em que:

A A A B B, ,B,,C,,C, eC,=2 polindmios, com coeficientes constantes,
em termos do operador D (D = operador derivador). Por exemplo, 4, poderia
ser: A =5D°+20D*+7D+8;

A .. . . ,
X, X, € X, = varidveis do sistema escolhidas com saidas (outputs);
A . .
l;,1, el; = entradas do sistema (inputs).

Organizando (3.1), (3.2) e (3.3) em forma de matriz, obtemos:

A A AlITX Iy
B, B, B Xl =11
I

(3.4)
Cl CZ C3 X3 3
Matriz do Sistema Vetor das Vetor das
Saidas Entradas
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Modelos lineares do tipo 30 podem ser representados sempre na forma da
equagdo 3.4. A Matriz do Sistema “multiplicada” pelo Vetor das Saidas (corres-
pondente as grandezas escolhidas como saidas do sistema) ¢ igual ao Veror das
Entradas. A matriz do sistema é uma matriz quadrada formada por elementos que
sdo polindmios em termos do operador D. Os coeficientes dos polinémios sao
formados pelos pardmetros que caracterizam o sistema. Por exemplo, coeficientes
de molas, valores de massas, didmetros de tanques, resisténcias elétricas, capacitincias
térmicas e outros parimetros formam os coeficientes dos polindmios. Como os
pardmetros sdo constantes (sistema linear), a matriz do sistema ¢ constante.

Agora, voltando 4 equagdo 3.4, podemos definir Fungdo de Transferéncia
Operacional.

Fungio de Transferéncia Operacional é a relagio, na forma operacional,
entre uma unica safda e uma dnica entrada, considerando simultanea-

mente trés condi¢des:

o todas as demais entradas iguais a zero (ou constantes, depende inclusive
da defini¢ao do zero);
o todas as condigoes iniciais de todas as entradas iguais a zero; e

e todas as demais condigbes constantes.

Na pritica, a Fun¢ao de Transferéncia Operacional é chamada apenas de Fun¢ao
de Transferéncia.

Se para o exemplo em discussao queremos a fungdo de transferéncia —2(D),
1

entio, aplicando a Regra de Cramer' 4 equacio 3.4 vem:
g quag

A AL
B, B,
g c
A A
B B
C C

X (3.5)

H W Pplo o

1. Vide Regra de Cramer no Apéndice A.
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Resolvendo os determinantes obtemos:

X, = (Blcz_Bz Cl)ll
? AiBZC3 + AzBscl + AsBlcz - AiBscz - AzBlcs - AsBzcl

(3.6)

_ BlCZ — BZCl
AiBzcs + AzBscl + A:sBlCz - AiBscz - AzBlcs - AsBzcl

(3.7)

A equagdo 3.7 indica que hd relagao dinidmica entre a safda X e a entrada 7, e

. _ ) X
é por este motivo que a chamamos de Fungio de Transferéncia Operacional —2(D).
1
Genericamente, sendo g, entrada e g, saida, podemos escrever:

m m-1
&(D)z men +bm_1Dn_1 +...+h (3.8)
q aD"+a, D" +..+4q,

em que b ,b, ,,..h,a,,a,,..8, sio constantes.

E importante observar que a fun¢ao de transferéncia nao ¢ escrita como uma

% %

simples divisao da saida pela entrada—= , mas sim —(D) Isso é feito para enfatizar
G G

que a fungdo de transferéncia ndo ¢ uma relagao instantinea entre as duas grandezas,

mas sim um simbolo representando uma relagao dinimica em termos dos pardmetros

do sistema e do operador D.

A fungdo de transferéncia tem indmeras aplica¢des, dentre as quais podemos
citar o emprego de Diagramas de Blocos. Um bloco ¢ desenhado conforme a Figura

3.4.

Entrada Saida
—P Sistema [——mM»

Figura 3.4 Representagdo em forma de Diagrama de Bloco de um Sistema, Entrada e Saida.

H4 implicitamente uma operagio matemdtica quando fazemos um bloco. Da
equagao 3.8, podemos escrever:

h,D"+b, ,D™ +...+hb,
D)= _
%(D) [aﬂD”+aﬂ1D”'1+...+a0 4

3.9)
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Assim, o bloco fica conforme a Figura 3.5.

q b, D" +b, D™ +..+b, a,

1
a,D"+a,_, D" +..+a,

Figura 3.5 Representacéo do sistema e da
funcéo de transferéncia na forma de Diagrama de Blocos.

H4 duas importantes vantagens ao utilizarmos os Diagramas de Blocos. A
primeira é poder substituir as pegas e/ou partes do sistema (engrenagens, motores,
pistdes, etc.) pelos respectivos blocos, evitando desenhos complicados; e a segunda
¢ a configuragdo mostrando explicitamente a interligagdo e o relacionamento de
dependéncia entre os componentes, subsistemas e os modelos destes.

Na seqiiéncia estio desenvolvidas modelagens de sistemas simples, conside-
rando sistemas elétricos, mecnicos, fluidicos com dgua, fluidicos com ar, e térmicos.

3.3 — SISTEMAS ELETRICOS

Para as modelagens dos Sistemas Elétricos desenvolvidas neste capitulo temos
um conjunto de hip6teses gerais, listadas no Quadro 3.1.

Quadro 3.1 Hipéteses Gerais de Sistemas Elétricos (usadas neste capitulo).

1 — Os resistores sdo puros e lineares, com capacitincia e indutincia
nulas. Os valores das suas respectivas resisténcias sio constantes.

2 — Os capacitores sdo puros e lineares, com resisténcia e indutincia
nulas. Os valores das suas respectivas capacitdncias sao constantes.

3 — Os indutores sdo puros e lineares, com resisténcia e capacitincia
nulas. Os valores das suas respectivas indutincias sio constantes.

4 — Os fios que conectam os elementos s3o condutores perfeitos, com
resisténcia, capacitincia e indutdncia nulas.
5 — Todas as condicoes iniciais sao nulas.

6 — As variagbes das grandezas do sistema sdo relativamente pequenas a
fim de manter o comportamento do sistema praticamente linear.

A seguir estdo apresentadas as modelagens.

3.3.1 — MopeLaceM po Circuito RC

Para o sistema da Figura 3.6, obter a funcao de transferéncia i(D)
€
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Figura 3.6 Circuito RC.

a) Hipdteses:

(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.1.
(2)  Os terminais f'e g, Figura 3.6, estdo abertos, portanto, 7, = 0.

(3) A fonte externa que gera € nao possui nenhuma impedancia interna em sua
safda.

b) Aplicagao de leis e relagoes:
O sistema possui duas malhas, portanto, a Lei de Kirchhoff serd aplicada duas
vezes.

b.1) Lei de Kirchhoff para a primeira malha:
Na aplicagao da Lei das Malhas de Kirchhoff, queda de voltagem terd sinal

positivo, conforme j4 foi dito no Capitulo 2. Assim, fazendo o percurso pela primeira
malha, no sentido positivo da corrente, iniciando em d e terminando em d, obtemos:

. 1, .
—e+RI1+5(I1—Iz)=0 (3.10)

em que:
A .
D = operador derivador.

Como, por hipétese, i, =0, entao:

RCDi, +i,

CD (3.11)
b.2) Lei de Kirchhoff para segunda malha (inicio em f):
1, .
+§ +a('z—'1)=0 (3.12)
Como i, =0, entdo:
-i,+CDeg =0 (3.13)
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¢) Equagoes na forma de matriz:
Reescrevendo (3.11) e (3.13) obtemos:

[RCD+1].
[W] i,+ [0]e,=¢
(3.14)
[-1]i, +[CD]g =0
ou, na forma de matriz:
M A
= (3.15)
1 cp|l®&l [0

d) Funcao de transferéncia:
Aplicando a Regra de Cramer para calcular ¢, da equagio (3.15), obtemos:

RCD+1
CD
-1 0
& (D) = -3 (3.16)
RCD+1 , | (RCD+1) '
CD
-1 CD
Portanto, a fungio de transferénciai(D) fica:
S
€ 1
2 (D)=
q() D1 (3.17)

em que:

A A
7= RC = constante de tempo.
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Nota: A equagio 3.17 é uma fung¢o de transferéncia de um sistema de 74 ordem
com ganho K = 1. A forma-padrio do sistema de 1“ ordem é:

K
tD+1 (3.18)

oA
(D)=
a (D)
em que:
Qo 2 saida (output);

G 2 entrada (input);

K 2 ganho da fungio de transferéncia. Tem unidade = (unidade de ¢,)/(unidade
de g);

A . . . ,
T = constante de tempo. Tem unidade = unidade de tempo, isto é: segundos;

D2 operador derivador. Tem unidade = (1/unidade de tempo), isto é: (1/
segundo).

3.3.2 — MobeLaceM po Circuito LRC

Para o sistema da Figura 3.7, determinar a fun¢io de transferéncia i(D)

Figura 3.7 Circuito LRC.

a) Hipdteses:

(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.1.
(2)  Os terminais fe g, Figura 3.7, estao abertos, portanto, i, =0.

(3) A fonte externa que gera € nao possui nenhuma impedancia interna em sua
safda.

b) Aplicagao de leis e relagoes:
b.1) Lei de Kirchhoff para a primeira malha:

Fazendo o percurso pela malha 1, iniciando em 4 e terminando em 4, entdo:
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. . 1, .
-e +R|1+LD|1+E(|1—|2):O

Comoi, = 0, entdo

LCD?*+RCD+1].
cD L=

b.2) Lei de Kirchhoff para 2* malha (inicio em f):

1 .. .
+%+E('2_'1):O
Como i,=0, entdo
-i,+CDeg =0

c) Equagoes na forma de matriz:
Reescrevendo (3.20) e (3.22) obtemos:

ou, na forma de matriz:

[LCD?+RCD+1 1
0 Iy
CD
-1 CD
&

d) Fungao de transferéncia:

[ LCD*+RCD+1]. 0] & =
CD 1 &=
[_1] i1 + [C D] eo:O

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Aplicando a Regra de Cramer para calcular €, da equagdo 3.24, obtemos:
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LCD?*+RCD+1
CD
-1 0
+6
D: =
%(D) LCD?*+RCD+1 0 LCD?*+RCD+1 (3.25)
CD
-1 CD

Logo, a fungio de transferénciai(D) resulta:

& (D)= 1 (3.26)
2
G D—z + 26 D+1
wn o n
em que:
R S S - :
®, = ——— = freqiiéncia natural nao-amortecida; e

RC
% S RC,ou: {2 m 2 fator de amortecimento.

Nota: A equagio 3.26 é uma fungio de transferéncia de um sistema de 24 ordem
com ganho K = 1. A forma-padrio do sistema de 2¢ ordem é:

K
i(D)=W (3.27)
4 —+—=D+1
(0] w

n n

em que:
o 2 safda (output);

0, £ entrada (input);
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K 2 ganho da fun¢ao de transferéncia. Tem unidade = (unidade de ¢,)/(uni-
dade de g);

A . A . ~ . . .
®,= freqiiéncia natural nao-amortecida. Tem unidade = (radianos/segundo);

A . _ . , . .
¢ = fator de amortecimento. Nio tem unidades (¢ adimensional).

3.3.3 — IMPEDANCIAS EQUIVALENTES

a) Hipdteses:
(1) Para qualquer combinagio, em série ou em paralelo, consideramos todas as

hipéteses do Quadro 3.1.

b) Elementos em série:
Vamos considerar os elementos em série conforme mostra a Figura 3.8.

@]

a L R b

000000 -

—_—t
|

Figura 3.8 Elementos indutivo, resistivo e capacitivo em série.

Se os elementos estdo em série, a queda de voltagem total €, ¢ a soma das
quedas das voltagens individuais que ocorrem através de cada elemento. Assim:

. . 1 .

e =LDi+Ri+—i
" cD (3.28)

ou

e, =|LD+ R+i i

b cD (3.29)
Definindo Impedancia Equivalente Z como:
Ae

Z==2 (3.30)

entdo, para o caso do circuito da Figura 3.8, temos:

1
Z,=|LD+R+—
e ( CD) (3.31)
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Em palavras, a equagdo 3.31 pode ser expressa da seguinte forma: se os
elementos estao em série, a impedincia equivalente ¢ igual 4 soma das impedéncias
individuais de cada elemento.

c) Elementos em paralelo:
Temos o circuito da Figura 3.9a e queremos a impedancia equivalente Z,
conforme o circuito da Figura 3.9b, que segue o modelo dado pela equagao 3.32 .

e, =21 (3.32)
R
iy
a 1_’_12|C/ b a ,Z—l b
T oI L T -
Leab LeabJ

a) Em paralelo b) Equivalente

Figura 3.9 Elementos indutivo, resistivo e capacitivo em paralelo.

Do circuito da Figura 3.9a temos:

i=i,+1,+ z'3 (3.33)
Sendo:
. . 1
e, =R, = |1:Eeab (3.34)
1. .
eab:C_DIZ = i,=CDe, (3.35)
e, =LDi, = i=—e 3.36
L =LDi, = i=se, (536)
Substituindo (3.34), (3.35) e (3.36) em (3.33), vem:
. 1 1
i=|=+CD+— |e 3.37
(R LD ) ® (57
ou
e, = 1 [ (3.38)
2 .
i+C D +i
R LD

Das equagoes 3.32 e 3.38, obtemos:
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S _ 1
° £+CD+L (339)
R LD

Em palavras, a equagao 3.39 pode ser expressa da seguinte forma: se os ele-
mentos estao em paralelo, a impedancia equivalente ¢ igual a 1 sobre a soma do
inverso das impedancias individuais de cada elemento. Exemplificando, para o
circuito da Figura 3.10, Z fica:

7 1
e ™ (3.40)
i+i+i+i+q D+C,D
LD LD R R
+ a + a
o T
€. Lw L2 Rw Rz ;51 ;:02 E €. é--z;-i

b —b——[

Figura 3.10 Exemplo de um circuito com elementos em paralelo.

3.3.4 — Circuito com IMPEDANCIAS EQuIVALENTES — ExEmPLO 1

Para o circuito da Figura 3.11, determinar i(D), em que Z, e Z, s30 impe-
dincias equivalentes.

: DS
- d ' " - g -

Figura 3.11 Circuito com impedancias equivalentes, exemplo 1.

a) Hipdteses:

(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.1.

(2) Os terminais f'e g, Figura 3.11, estdo abertos, portanto, Z, = 0.

(3) A fonte externa que gera € nao possui nenhuma impedancia interna em sua

saida.
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b) Modelagem:
Aplicando a Lei de Kirchhoff nas malhas 7 e 2 obtemos:

-+ (Z, +2)i =0 (3.41)
e,—2Z,i, =0 (3.42)
Da equagio 3.42 vem:
_%
I, = Z_z (3.43)

Substituindo (3.43) em (3.41) resulta:

(Zl+Zz)—Z =g (3.44)
Portanto,

& zZ,

2(D)=—=2

e D=7 7 (3.45)

Para exemplificar, vamos aplicar a equagao 3.45 ao circuito da Figura 3.12.

R
— A
b
+ ae—— ¢ C, f o+
| {
[
C, = &
. i2
Iy
—d g -

Cc

Figura 3.12 Circuito exemplo do caso dado na
Figura 3.11, para aplicacao da equagédo 3.45.

Da Figura 3.12 observamos que Re C, estdo em paralelo, assim, a impedancia
equivalente Z, (vide Figura 3.11) fica:

1 R
1l.cp 1+RCD (3.46)
R 1

7 =

1

e, determinando a impedancia Z,, Obtemos:

Z,= 1 (3.47)
C,D
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Logo, substituindo Z, e Z, na equagao 3.45 resulta:

1
& B C,D B 1
e 0= 1 " RG,D (3.48)
+ Z -+
1+RC,D C,D 1+RC,D
ou
E(D): RCl D+1 (3.49)
e (RC,+RC,)D+1
Definindo:
7,2 RC, £ constante de tempo I;
722 RC, £ constante de tempo 2.
entao,
& 7,D+1
2 (D)=—2 =27
€ (B) (r,+7,)D+1 (3.50)

3.3.5 — Circuito com IMPEDANCIAS EQUIVALENTES — EXEMPLO 2

Para o circuito da Figura 3.13, determinar i(D)

8

[7]

=]

b )
+ i Z, /> b Z, f. +
. /*> /‘v o,

i is
- @ o —
d c

Figura 3.13 Circuito com impedéancias equivalentes, exemplo 2.

a) Hipéteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.1.
(2) Os terminais fe g, Figura 3.13, estdo abertos, portanto, i;=0.

(3) A fonte externa que gera ¢, ndo possui nenhuma impedéncia interna em sua
saida.
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b) Modelagem:
Aplicando a Lei de Kirchhoff as malhas obtemos:

-6 +(2,+2,)i,-Zj,-Z,i,=0 (3.51)
-Z,i,+(Z,+2,+2,)i,-2,i,=0 (3.52)
+e -2, —Z,i,+(Z,+2,)i,=0 (3.53)

Sendo 7, = 0, as equagdes 3.51, 3.52 e 3.53 organizadas na forma de matriz
ficam:

(2,+2,) -7, o] [i,] [e
-7 (z,+z,+2,) O [i,| |0 (3.54)
-7, -7, 1| |&] (O

e aplicando Cramer para obtermos a fun¢ao de transferéncia:

(Z,+2,) -Z, e
-z, (z,+zZ,+z,) ©
-7, -2, 0
0

0

1

(3.55)

ou

LA ACATARH K (3.56)
(2,+2,)(2,+2,+2,)- 2

logo

_ [2,2,+2,(2,+2,+2,)]
Z2,(2,+2,+2,)+2,(Z,+2,)

(3.57)

&
s (P)

3.3.6 — Circuito coM GERADOR DE CORRENTE — ExEmpPLO 1

Para o circuito da Figura 3.14, obter a funcao de transferéncia I_E(D).
i

69



Figura 3.14 Circuito com gerador de corrente, exemplo 1.

a) Hipéteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.1.

(2) A fonte geradora de corrente nao possui nenhuma impedancia interna.

b) Modelagem:
Aplicando a Lei dos Nés de Kirchhoff a0 né 2 obtemos:
=i (3.58)
Da Figura 3.14 temos:
e,=Ri, (3.59)
e, =LDi, (3.60)

Igualando as equagoes 3.59 e 3.60 obtemos:

. L ..
IR:EDIO (3.61)
Substituindo (3.61) em (3.58) vem:
i =(1+5D | p
i R o (3 2)
Logo:
b(D)— 1
A 3.63
i LD+1 ( )
ou
bpy=_1 (3.64)
I tD+1
em que:
T 2 % £ constante de tempo.
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3.3.7 — Circuito com GERADOR DE CORRENTE — EXEMPLO 2

Para o circuito da Figura 3.15, obter a fun¢ao de transferéncia

—+— a c —+—
||1[ C;:Iic . IIR
b d

Figura 3.15 Circuito com gerador de corrente, exemplo 2.

a) Hipdteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.1.

(2) Os terminais f'e g, Figura 3.15, estao abertos, portanto, 7 = 0.

5 (D).

(3) A fonte geradora de corrente nao possui nenhuma impedancia interna.

b) Modelagem:
Aplicando a Lei dos Nés ao né 4, vem:

ll,=Z[+lR

Da Figura 3.15 temos:

1. ,
=——2i = 1.=CD
& cD" c &

g=Ri; = ig==
Substituindo (3.66) e (3.67) na (3.65) obtemos:

i=CDe +2
i & R R

Logo

ou

71

RCD+1
-2

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)



em que:

K 2 R £ ganho da fungdo de transferéncia;

11>

A
RC = constante de tempo.

3.3.8 — Circuito com AMPLIFICADOR OPERACIONAL — ExEmPLO 1

Para o circuito da Figura 3.16, determinar a fun¢ao de transferéncia i(D)
€

. . R2 <_I.Ez
(ige *+ic)
C
| (
v —
IC
iR1 ia
—+— a —+—> _
Amplificador
R, + operacional c *

Figura 3.16 Circuito contendo um amplificador operacional, exemplo 1.

a) Hipéteses:
(1) Todas as hipSteses do Quadro 3.1.

b) Modelagem:
Entre os elementos da Figura 3.16 existe um Amplificador Operacional (amp-

op), que ¢ um elemento ativo. O simbolo utilizado para um amplificador operacional

estd ilustrado na Figura 3.17.

Alimentacéo

+o—

€y

— ®Alimentacao &

e, £ Voltagem diferencial

Figura 3.17 Simbologia de um amplificador operacional.
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A conexio indicada com sinal negativo (=) é a entrada inversora ¢ a indicada
com o sinal positivo (+) é a ndo-inversora. As conexdes de alimenta¢ao do ampli-
ficador geralmente nao sao mostradas.

Uma importante propriedade dos amps-ops se refere a seu ganho, da ordem
de 10° ou maior.

Em decorréncia de seu alto ganho, deve haver realimentagio para estabilizd-
lo. O circuito de realimenta¢ao ¢ implementado conectando o terminal de saida ao
terminal da entrada inversora. Fazendo esta ligacao, temos realimentagao negativa,
portanto estabilizadora. No caso da Figura 3.16, a realimentagao ¢ realizada por meio
do capacitor C em paralelo com a resisténcia R,, do ponto ¢ ao ponto a.

Em face de seu alto ganho e sua realimentacio estabilizadora, o amplificador
operacional gera em sua saida uma voltagem ¢, tal que resulta em sua entrada uma
voltagem ¢ , infima (e, =0). O né 4 entdo funciona como se estivesse aterrado e a

z

corrente 7 ¢ aproximadamente zero (ia zO). Desta forma, podemos considerar a
soma das correntes no né 2 como sendo:

fyy g, 41 =0 (3.71)
Logo:
8, %, & _j (3.72)
R R (1
CD
ou
€ 1
—+| —+CD [g=0
R |R (3.73)
Assim, da equagdo 3.73 vem:
_& _[RCD+1, (3.74)
R R,
Portanto:
%)
i
q R2 CD+1 (3.75)
Definindo:

K2R
R

A A
7 = R,C = constante de tempo.

ganho (observe que K > 0); e
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Entao:

E(D): —K (3.76)
e tD+1

que ¢ a fun¢do de transferéncia do circuito dado na Figura 3.16.

Agora, modificando o esquema da Figura 3.16, vamos retirar R, do circuito, ficando
somente com o capacitor no ramo da realimenta¢o. Nessa nova configuragio a corrente

i, D20 existe. Assim, adaptando (3.71), (3.72) e (3.73) para essa condi¢ao obtemos:

& __cp (3.77)
R &

ou

i(D)z_}éﬂC (3.78)
g D
Definindo:
K 2 iC a ganho (K> 0).
Entao
%)=-K (3.79)
e D

que é um inversor de ganho K combinado com um integrador. Colocando essa
func¢do de transferéncia na forma de diagrama de blocos obtemos a Figura 3.18.

a1
D

Figura 3.18 Diagrama de blocos de um amp-op montado como integrador.
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Se a voltagem e(2) for igual a fungao degrau unitdrio® #(z), a voltagem saida
e (t) ¢ uma rampa negativa de coeficiente angular igual a —K, Figura 3.19.

4 ¢ (volts) 4 ¢, (volt)
.
1 2
0 1 t(seg) o ! t (seg)
. |=0parat<0 S R ! !
u(t)=1=1parat>0 .
n&o é definida parat=0 A0S A N
~

Figura 3.19 Gréfico da saida do integrador da Figura 3.18
quando a entrada é o degrau unitario (com condigdes iniciais iguais a zero).

3.3.9 — Circuito coMm AMPLIFICADOR OPERACIONAL — EXEMPLO 2

Para o circuito da Figura 3.20, determinar as fun¢oes de transferéncia i(D)
i

e 2 (D).
8
) Z Z, = Impedancia equivalente
Ifi da retroalimentagao
= Iy z, 2 Impedancia equivalente
2
+ Zi 0= aH - da entrada

————o +
b /

€ +
e

Figura 3.20 Circuito contendo um amplificador operacional, exemplo 2.

a) Hipdteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.1.
b) Modelagem:

Sabendo que i =0, entdo a somatéria das correntes no né « fica:

i+i=0 (3.80)

2. Vide Capitulo 4, se¢do 4.6, para detalhes da fun¢io degrau unitdrio.
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Da Figura 3.20 temos:

i =2

f Z, (3.81)
Substituindo (3.81) em (3.80) vem:

-

i Z, (3.82)
Logo:
=(D)=-2, (3.83)

A equagdo 3.83 ¢ a primeira fun¢do de transferéncia pedida.

Agora, sabendo que Z, ¢ a impedancia equivalente que relaciona ¢, e 7, entdo:

. _ 8
I _Z_l (3.84)
que, substituindo em (3.83), resulta:
e
Zl
Logo:
& Z;
—(D)=-—- 86
. (D) Z. (3.86)

que ¢ a segunda fungdo de transferéncia pedida.

3.4 — SISTEMAS MECANICOS

Para as modelagens dos Sistemas Mecanicos desenvolvidas neste capitulo temos
um conjunto de hipdteses gerais listadas no Quadro 3.2.

76



Quadro 3.2 Hipéteses Gerais de Sistemas Mecanicos (usadas neste capitulo).

1 — Todas as massas sao rigidas e tém valores constantes.

2 — As molas sdo puras e lineares. Ndo tém perda de energia e ndo possuem
massa. Os seus respectivos coeficientes s3o constantes.

3 — Os amortecedores sio puros e lineares. Nio tém efeito de mola e nio
possuem massa. Os seus respectivos coeficientes sio constantes.

4 — Quando a massa pode transladar, o seu movimento é em uma sé diregio.
5 — Quando a massa pode girar, a sua rotagao ¢ em torno de um sé eixo.

6 — Todas as condigoes iniciais sio nulas.

7 — Superficies em contato tém atrito nulo (planos, mancais, etc.).

8 — As variages das grandezas do sistema sdo relativamente pequenas, a fim de
manter o comportamento do sistema praticamente linear.

3.4.1 — SisTEMA MAsSsA—MoLA—AMORTECEDOR

Para o sistema da Figura 3.21, obter a fun¢io de transferéncia %(D)

Xo
+
K, S

L

’\— Sem atrito

Figura 3.21 Sistema massa—mola—amortecedor.

a) Hipdteses:
1) Todas as hipéteses do Quadro 3.2.

2) A origem de x ¢ no ponto em que a massa se encontra em repouso.

3

~ o~ o~

Com excegao das foras da mola, do amortecedor e f;, todas as demais forcas
que podem atuar sobre a massa sao nulas.

b) Aplicagoes de leis:

O sistema possui uma massa, portanto, a Lei de Newton serd aplicada uma sé

VEZ.

Da Figura 3.21 podemos fazer o diagrama de corpo livre da massa m, Figura

3.22.
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Xo

—+—
fs &+
——>
m %
f, . f
——

Figura 3.22 Diagrama de corpo livre da massa m.

Aplicando a Lei de Newton a massa m escrevemos:

T F=mD’x, (3.87)
Do diagrama de corpo livre vemos que:
YF=f+f+f, (3.88)

em que:

2 F 2 somatéria das forcas que atuam na massa mz;
f, 2 forca externa sobre a massa 72 (entrada);

X, £ deslocamento da massa m (saida);

f, 2 forga da mola sobre a massa m;

A
f, = forca do amortecedor sobre a massa 7.

Combinando (3.87) e (3.88) vem:
f +f +f, =mD?x, (3.89)
que ¢ a equagdo obtida da aplicagao da Lei de Newton.

¢) Obtengao das relagoes:

Como a mola e o amortecedor sdo ideais (lineares e puros), as relagoes sao,
respectivamente:

fo=—K X%, (3.90)

f,=-BDX, (3.91)

d) Obten¢iao do modelo:
Substituindo (3.90) e (3.91) em (3.89) vem:

f —K,x,—BDx,=mD?x, (3.92)

ou

(MD?*+BD+K,)x, =, (3.93)
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Assim, da (3.93) podemos obter a fungdo de transferéncia desejada:

% (D)= 1 (3.94)
f, mD?+BD+K,
Dividindo todos os termos da fragao por K e definindo:
A
K & ( }{( , ganho da fungdo de transferéncia;
s)
o, 2 /KS, freqiiéncia natural nao-amortecida;
m
B
28 s E, ow: { & ———— fator de amortecimento.
o, K, 2 JK,m
Entao, a equagio 3.94 fica:
Spy= N
f D, 26 3.95
—+=2D+1 (3.95)
wn a)n

que ¢ a funcio de transferéncia desejada, na forma-padrao do sistema de 2¢ ordem.

E importante observar que o sistema massa—mola—amortecedor ilustrado na
Figura 3.21 encontra-se na horizontal. Isso significa que a forca peso nao foi com-
putada no equacionamento (vide equagdo 3.88). Na verdade, mesmo com o sistema
na vertical, a for¢a peso acaba nao fazendo parte da fun¢io de transferéncia em razao
da escolha criteriosa da origem da varidvel deslocamento x . A origem de x, deve ser
escolhida no ponto em que a massa se encontra em repouso, para qualquer situagao,
horizontal ou vertical. Com esta escolha, forgas constantes, como o peso, nao influem
no comportamento dindmico do sistema.

Apenas para ilustrar, vamos considerar o sistema na vertical. Nesta condi¢zo,
a equagao 3.92 fica:

f —K,x +F,—BDx,—mg=mD?x, (3.96)
em que:

T A . ~
Fs = forca estdtica da mola sobre o corpo decorrente da deflexao da mola
causada pelo peso da massa 7.

E evidente que a forga total da mola | ¢é a soma de sua forga estdtica com a

forga decorrente da deflexao em torno do ponto de repouso, isto é: F,, = —K_ X, + F.
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Por outro lado, sabemos que na condigao do repouso as grandezas f, x , Dx e
D’x sdo todas iguais a zero. Assim, da equagao 3.96, na condi¢ao de repouso,
obtemos:

Logo, combinando (3.96) e (3.97) obtemos:
f —K,x,—BDx, =mD?x, (3.98)

que ¢ exatamente igual A equacio 3.92. Portanto, se a origem do deslocamento for
na posi¢ao em que a massa se encontra em repouso, a fun¢ao de transferéncia serd
a mesma, independentemente de o sistema estar na horizontal, na vertical ou incli-
nado. E claro que a diregao da varidvel x deve acompanhar a diregao do possivel
movimento da massa m, ficando o sentido a critério do projetista.

3.4.2 — SisTEMA EM RoTAacAo: INERCIA—MOLA—AMORTECEDOR

. . ) . 6
Para o sistema da Figura 3.23, determinar a fun¢ao de transferéncia M—O(D).

Mancais

q
y
=
Sem atrito 3 :

Mesa

Figura 3.23 Sistema em rota¢éo contendo uma massa pontual.

a) Hipéteses:
(1) Todas as hipSteses do Quadro 3.2.

(2) A massa m ¢ pontual.
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(3) O eixo e o brago ab sdo rigidos e tém massas despreziveis.
(4) Os mancais sao rigidos e sem folgas.

(5) A origem de 6, ¢ no ponto em que o eixo se encontra em repouso (torque da
mola igual a zero).

(6) Nenhum momento atua sobre o sistema, com excecao de M, do momento da
mola e do momento do amortecedor.

b) Aplicagao de leis:
Como o sistema possui apenas uma inércia que gira em torno de um eixo,
aplicaremos a Lei de Newton uma s6 vez.

Assim, da Figura 3.23 temos:
M, + M, +M, =JD%0, (3.99)
em que:
M, M eM, 2 sdo, respectivamente, os momentos de entrada (“input”), da

mola torcional e do amortecedor torcional, sobre o eixo;

A ., . . ~ .
J 2 momento de inércia do sistema em relagao ao eixo;

02

, = deslocamento angular do eixo. Sua origem ¢ no ponto em que o eixo se

encontra em repouso.

A partir de estudos efetuados em cursos bdsicos de Mecinica Geral sabemos
que o momento de inércia de uma massa pontual em relagdo a um eixo é dado por:

J=r’m (3.100)

em que:
r 2 distincia da massa pontual ao eixo (raio), Figura 3.23.
Substituindo (3.100) em (3.99) obtemos:
M, + Mg + M, =mr?D?6, (3.101)

c) Relagoes:
Os momentos da mola e do amortecedor torcionais sao dados, respectivamente,
por:
M, =—K6, (3.102)
M, =—B, D6, (3.103)

em que:

A . . .
K,= coeficiente da mola torcional, considerado constante;
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A . . .
B, = coeficiente do amortecedor torcional, considerado constante.

d) Obtengao do modelo:
Substituindo (3.102) e (3.103) em (3.101), obtemos:

mr? D?6, + B D6, + K6, = M, (3.104)
ou
(mr?D*+BD+K, )6, =M, (3.105)

Da equagao 3.105 escrevemos:

(D)=

Agora, trabalhando para deixar (3.106) na forma-padrao do sistema de segunda
ordem, dividimos o numerador e o denominador por K, entio:

UK,
D2+5D+1
K

t t

1

(3.1006)
mr?D?*+B D+K,

6, _
W(D)_ - (3.107)

K

Definindo:

2 i, ganho da fungio de transferéncia (unidade = rad/unidade de torque = 1/
t

unidade de torque).
A L A - _ . .
@, =\ mr2 freqiiéncia natural nao-amortecida (unidade = rad/seg);
2 . ‘
_@,’ = 5, ow ¢ £ B =, fator de amortecimento (sem unidades).
, Kt 2 A/ Kt mr

Entiao, obtemos:

%( )= 2K (3.108)
: —2+—CD+1
wn a)n

3.4.3 — SISMOGRAFO/ACELEROMETRO
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Para o sistema da Figura 3.24, determinarﬁ(D) e ﬁ(D)
)ﬂ g

Massa de

prova Caixa do
sismografo

Medidor de

f ro---- ! ’/ deslocamento
[—— / relativo
Montagem

[ rigida

N N

Base mével

2
KAl
C

Figura 3.24 Esquema de um sismoégrafo/acelerdmetro.

A Figura 3.24 representa o esquema de dois tipos de instrumentos de medida,
o sismdgrafo e o acelerdmetro, que sdo utilizados para medir, respectivamente,
deslocamento absoluto e aceleragao absoluta.

Uma das maneiras de medirmos a vibragao de um ponto, por exemplo, do
ponto A da Figura 3.25, seria usar uma referéncia estdtica para fixar o instrumento.

- /— Referéncia estatica

Instrumento ——— | Xa

Ponto A
. IXA YAARN VTN

| t

Figura 3.25 Medigéo da vibragdo de um ponto usando um instrumento e uma referéncia estatica.

Muitas vezes, a existéncia de uma referéncia estdtica nao ¢ possivel, como, por
exemplo, no caso de medigdes de vibragoes em veiculos, terremotos, etc., mas mesmo
assim desejamos medir a vibragao absoluta do deslocamento (ou aceleragao) de um
ponto. Em certas situagdes, apesar de a referéncia estdtica ser perfeitamente possivel,
nao ¢ utilizada por conta de inconvenientes. Na prdtica, muitos especialistas preferem
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usar o sismdgrafo ou acelerdmetro para tais medigdes, 0 que prova a enorme impor-
tAncia destes instrumentos.

Iniciando a modelagem, vamos considerar as hipdteses.
a) Hipéteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.2.

(2) Todos os componentes sao montados de maneira “rigida’, isto ¢, supomos que
nio hd nem folgas nem elasticidade nas conexaes.

(3) Com excegio das forgas da mola e do amortecedor, todas as demais forgas que
podem atuar sobre a massa sao nulas.

(4) As origens de X, X, € X, 530 estabelecidas com o sistema em repouso, isto é,
quando o sistema estd em repouso, seus valores sio nulos.

b) Aplicagoes de leis:

O sistema possui uma massa, portanto, a Lei de Newton serd aplicada uma s6

vez.
Da Figura 3.24 podemos elaborar o diagrama de corpo livre, Figura 3.26.
Xu
|
S
Figura 3.26 Diagrama do corpo livre da massa m (vide Figura 3.24).
Aplicando a Lei de Newton 4 massa 7 obtemos:
F, + F, =mX, (3.109)
em que:

A
M = massa do corpo;
A .
F. e F, = forcas da mola e do amortecedor, respectivamente, sobre a massa;

A
Xy = deslocamento absoluto da massa .

c) Relagoes:
Da Figura 3.24 vemos que

X, =X — X, (3.110)

ou

Xy =% — X, (3.111)
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em que:
A 7
X, = deslocamento absoluto da base mével;
A ~ \ .
X,= deslocamento da massa 7 em relagao a base (deslocamento relativo),

medido no sentido indicado pela Figura 3.24.

Agora, voltando as forgas da mola e do amortecedor, temos que:

Fo=—K (% = %) (3.112)
F, =—B(Dx, - DX) (3.113)
Substituindo (3.110) nas equagdes 3.112 e 3.113 temos:
F=+K, X, (3.114)
F,=+BDx, (3.115)

d) Obten¢ao do modelo:
Substituindo (3.111), (3.114) e (3.115) em (3.109), obtemos:

+K, X, + BDx, =+ mD?x —mD?*x, (3.116)
ou
(mD?+BD+K,)x,=mD?x (3.117)
Logo, da (3.117) vem:
X mD?
ou
D?/w,?
E(D)zﬁ (3.119)
X —+—D+1
a)n wn
em que:
w, = ,[K%q, freqiiéncia natural nao-amortecida;

B A .
= —,ouw: { = , fator de amortecimento.

B
Ks 2, /K.m

Uma das fungoes de transferéncia pedida é dada pela (3.119), para o sismégrafo,

2¢ »
wn
pois tem como safda o deslocamento relativo x em fungio do deslocamento da base
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x. A outra fungio de transferéncia é =>(D), para o acelerémetro. Esta fun¢io de

transferéncia pode ser obtida da (3.116) ou diretamente da (3.119).

Sabemos que

1 ..
>§=F>ﬂ

Substituindo (3.120) em (3.119) vem:

% (D) ;

x V)T or 2
(X) —2+—§D+1
[0 [0)

n n

ou

5 (0)o 0

°)= 5 3
% —2+—CD+1
@, ),

n n

(3.120)

(3.121)

(3.122)

A segunda funcao de transferéncia, dada pela (3.122), ¢ para o acelerdmetro, pois

tem como saida o deslocamento relativo x e como entrada a aceleragao da base X;.

3.4.4 — PENDULO SIMPLES

Determinar o modelo matemdtico do movimento oscilatério de um péndulo,

Figura 3.27.

//— Ponto C

m
~ (}/_ .

Figura 3.27 Péndulo simples.
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Nesta modelagem nao temos uma entrada fungao do tempo como nos sistemas
anteriores. A dinimica do sistema é exercitada por meio de uma entrada tipo condigao
inicial. Portanto, neste caso, o modelo procurado ¢ uma equagio diferencial homo-
génea.

a) Hipdteses:

(1) A massa m ¢ pontual.

(2) O ponto C pertence a uma referéncia estdtica.

(3) A barra que liga o ponto Ca massa m ¢ rigida e tem massa desprezivel.

(4) O campo gravitacional é constante.

(5) Os movimentos circulares de 72 em torno do ponto C s3o bastante pequenos.
b) Aplicagao de Leis:

O sistema possui uma massa, portanto, a Lei de Newton serd aplicada uma sé
vez.

Vamos considerar o diagrama de forgas, Figura 3.28, para o péndulo em uma
posigao O arbitrdria.

Figura 3.28 Diagrama de forcas sobre m para o péndulo em uma posicao 6.

A componente do peso na diregao da barra (mgcos6) serd sempre equilibrada
pela forga Faplicada pela barra, portanto, nao causard movimentos de 72 nessa direao
radial. Por sua vez, a componente do peso na diregao perpendicular a barra (mgsen6)
causard giro de 7 em torno de C, em fungio de seu momento em relagio a C.

Logo, da Lei de Newton obtemos:
>M=JD%@ (3.123)

c) Relagoes:
Da Figura 3.28 vemos que:

J=mL? (3.124)

e que:
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>M = —L mgsend (3.125)

Como foram consideradas variagdes pequenas do 4ngulo 6, entao podemos
aproximar o seno ao 4ngulo @ (6 em radianos), ou seja:

sené =60 (3.126)
Assim, a equagdo 3.125 pode ser reescrita como:
> M =-Lmgo (3.127)

d) Obten¢iao do modelo:
Substituindo (3.124) e (3.127) em (3.123), obtemos:

-Lmg6=mL*D?0 (3.128)
ou
(m*D*+mLg) 6=0 (3.129)
Colocando (3.129) na forma-padrao obtemos:
DZ
em que:
w, £ %, freqiiéncia natural nao-amortecida.

A equagio 3.130 ¢ o modelo pedido. Observamos que o modelo ¢ do tipo 2
ordem (equagao diferencial linear ordindria com coeficientes constantes) e tem fator
de amortecimento (£ ) nulo.

A freqiiéncia natural ¢ diretamente proporcional a | g.

Em relagao ao comprimento da barra, a freqiiéncia é inversamente proporcional

a «/ L. Logo, se queremos freqiiéncias naturais bastante baixas, temos de usar barras
bastante longas.

3.4.5 — SisTEMA com MAssas EM UM Eixo

Para o sistema da Figura 3.29, determinar a fung¢ao de transferéncia Mi(D)

a) Hipdteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.2.

(2) O eixo e os bragos sao rigidos e nao tém massa.
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(3) O disco é rigido e seu eixo BB ¢ paralelo ao eixo AA.

(4) A massa m, é pontual.

(5) Na condigio de repouso, os bragos I e 2 estio na horizontal.

(6)  As origens de x e 6530 estabelecidas nas posigoes, respectivamente, quando o

sistema estd em repouso.
(7) O sistema tem pequenos movimentos em torno da posi¢ao de equilibrio.

(8) Nenhum esfor¢o (forga ou momento) atua sobre o sistema, com exce¢ao do
momento M ; do momento da mola torcional; dos pesos de 72, e do disco; e
da forga do amortecedor de translagio.

Mola

torcional
K,

XO
/L Amortecedor
O m1/ tipo translagédo

B

Paralelo
ao eixo AA

Considerar:
m,> m,
L,>L,

Raio=r
Massa = m,

Disco{
Figura 3.29 Esquema de um sistema com massas girantes em torno de um eixo.

b) Aplicagao de leis:

Antes do estudo dinimico, vamos realizar o estudo estitico.

b.1) Estudo estdtico:

De acordo com os dados, a massa m, é menor que a massa 72, € 0 braco L é
menor que o brago L,. No equilibrio (em repouso), o momento da forga peso de 7z,
¢ menor que o momento da forga peso de 72,, ambos os momentos em relagdo ao
eixo AA. Como nessa condi¢ao o amortecedor nao faz forca (velocidade = zero), entao
o sistema fica em equilibrio em decorréncia de um momento da mola torcional.

Assim, fazendo a somatdria dos momentos em relagao ao eixo obtemos:

m,gL, +M,—mgL, =0 (3.131)
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em que:

A . . . .
Mg = momento que a mola torcional aplica ao sistema, na condigao de repouso.

Conceitualmente observamos que, no equilibrio desse sistema, a mola tem

deformagio no sentido positivo; isso significa que o torque M tem sentido negativo.

b.2) Estudo dindmico:

O sistema possui 2 massas, mas ambas estao rigidamente conectadas, portanto,
constituem uma dnica inércia em torno do eixo AA. Chamando de J a inércia total
em relagdo a esse eixo, esta entdo ¢ dada por:

J=m L7+ %mzr2 +L5m, (3.132)

Na equagio 3.132 o termo m,L3 é o momento de inércia da massa pontual

1 , ) . ) . _ .
m,; 0 termo—m, r? é o momento de inércia do disco de raio » em relacao ao seu eixo
2

BB; ¢ o termo L m, ¢ decorrente da translagao entre os eixos paralelos, do eixo BB
para o eixo AA, pois o eixo AA é o eixo de referéncia.

Assim, como temos sé uma inércia, aplicamos a Lei de Newton uma sé vez.
Portanto:

SM =JD% (3.133)
em que:
Y M 2 somatéria dos momentos aplicados sobre a inércia /.

Como o movimento tem deslocamentos angulares pequenos, podemos consi-
derar os momentos decorrentes dos pesos praticamente constantes. Logo, a somatdria
dos momentos fica:

2M=M,+M +M,+mgL,-magl, (3.134)

em que:
M £ momento da mola torcional sobre a inércia;
M, 2 momento causado pelo amortecedor, sobre a inércia.
Substituindo (3.134) na (3.133) obtemos:
M +M,+M_+mglL,-mglL =JD% (3.135)
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c) Relagoes:
Se os deslocamentos angulares sao pequenos, podemos escrever:

e, derivando:
Dx, ~L,D6 (3.137)
D?x, ~ L,D?6 (3.138)

¢.1) Momento da mola torcional:
A mola torcional tem modelo linear e na posi¢ao de repouso aplica torque

negativoM_S ao sistema. Em decorréncia da linearidade, o momento total M 4 da mola
é
M, =-K 6+M, (3.139)

¢.2) Momento causado pelo amortecedor:
O amortecedor de coeficiente B ¢ do tipo translagio, portanto, sua forga F ¢

F,=-BDx, (3.140)
e 0 momento dessa forga em relagio ao eixo A4 pode ser escrito:
M, =-L,BDx, (3.141)

d) Obtengao do modelo:
Substituindo (3.139) e (3.141) na (3.135) vem:

M, -K,6+M, -BL, Dx +mgL,-mgL,=JD?x, (3.142)

Observando as equagdes 3.131 e 3.142 concluimos que os termos da condigao
de repouso (equilibrio estdtico) podem ser retirados da equagao 3.142. Assim:

M, —K.6-BL,Dx =J D2 (3.143)

Conforme era esperado, os termos que fazem o equilibrio estdtico ficaram
ausentes da equagao do modelo dinimico. Isso ocorre quando as origens das varidveis
sao estabelecidas na condi¢io do sistema em repouso, isto é, quando o sistema
encontra-se em repouso, seus valores sao nulos. Nesta modelagem seguimos essa
recomendagio, pois no inicio fizemos a escolha das origens de x e 6 considerando
o sistema em repouso. Portanto, as condigoes de m ,<m,e L /< L ,030 520 necessdrias,
mas foram adotadas apenas para facilitar a discussao do equilibrio estdtico.

Agora, substituindo (3.136) e (3.138) na (3.143) e organizando os termos

obtemos:
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|:%D2+BL1D+%] X, =M, (3.144)

ou

% (D) !

(3.145)
M, I‘_]D2+BL1D+Kt

1 1

Para escrever (3.145) na forma-padrio, dividimos o numerador e o denomi-
nador da fungdo de transferéncia por K /L . Portanto:

()= i

3 (3.1406)
Jdp2 Bhipyg
K'[ t
Definindo:
K A L]_ ~ A :
= K ganho da fun¢io de transferéncia.
A K KI f A . 1 ~ .d
ot == . ———— freqiiéncia natural nao-amortecida; e
J m L+05mr +L5m,
2 BL? .
2¢ s BKL Jou € 2 1 , fator de amortecimento.
a)n

t 2\/Kt(ml L5+05mr’+15m,)

Finalmente obtemos:

K
%(D)ZW (3.147)
! —+—=>D+1
wn wn

3.4.6 — SisTEMA com Duas Massas EM TRANSLACAO
Para o sistema da Figura 3.30, determinar todas as fung¢des de transferéncias

considerando for¢a como entrada e deslocamento como saida. Com os modelos
obtidos, fazer o diagrama de blocos do sistema.
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Figura 3.30 Sistema com duas massas em translacao e duas forgas atuantes.

a) Hipéteses:

(1) Todas as hipdteses do Quadro 3.2.

(2) Asorigens de x, e x, (pontos em que x,= O e x,= 0? $30 NOS pontos em que as
massas 72, € 72, S€ eNCONtram em repouso, respectivamente.

(3) Nenhuma outra for¢a atua nas massas 7z, e m,, com excegao das forgas £ e £,
das forgas das molas e das for¢as dos amortecedores.

b) Aplicagoes de leis:

O sistema possui duas massas, portanto, a Lei de Newton serd aplicada duas vezes.
b.1) Lei de Newton aplicada & massa m :

Da Figura 3.30 podemos fazer o diagrama de corpo livre para a massa m,,
considerando apenas as forgas na dire¢do de x, Figura 3.31.

X,
+

fa1 1 f51.1

+ H—>
fi1
—+— m,
f32,1 fs2,1
—+— H—>

Figura 3.31 Diagrama de corpo livre da massa m,.
As varidveis da Figura 3.31 tém as seguintes defini¢oes:

A
f,, = forca externa sobre a massa m , (entrada nimero 1);

f

a1 A forga da mola 1 sobre a massa mz,;

A
f32'1= for¢a da mola 2 sobre a massa m ;
A
f.41 = forga do amortecedor I sobre a massa m,;

A
f21 = forca do amortecedor 2 sobre a massa 2 ;

A
X, = deslocamento da massa z,.

Do diagrama da Figura 3.31 podemos escrever:

fi1 + fal,l + fa2,1 + fs1,1 + st,l =m D? X (3.148)
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b.2) Lei de Newton aplicada & massa m ;
Da Figura 3.30 podemos fazer o diagrama de corpo livre para a massa m,,
considerando apenas as forgas na dire¢do de x,, Figura 3.32.

XZ
+

-'fsﬁ. fs3,2

f,
4+ m,

Figura 3.32 Diagrama de corpo livre da massa m,,.

As varidveis da Figura 3.32 tém as seguintes defini¢oes:
A 7
fi,= forca externa sobre a massa 72, (entrada niimero 2);

A
fsl‘2 = forca da mola 1 sobre a massa m2,;

f,, = forga da mola 2 sobre a massa m,;
A
fe;, = forca da mola 3 sobre a massa m.;
A
f.s.= forca do amortecedor 3 sobre a massa m;

A
X, = deslocamento da massa 7z,

Do diagrama da Figura 3.32 podemos escrever:

fi2 + fsl,z + fsz,z + fss,z + faa,z =m, D2X2 (3.149)

c) Obtencao das relagoes:
Como as molas e o amortecedor sao lineares puros, entao:

fsl,l = _Ksl(xl - Xz)

f f,,)=—(Ky +K —x) (3.150)
fsz,lz_Ksz()ﬁ—XZ)}é( i 82'1) ( st 52)()(1 XZ)

fal,l =-B,Dx

f f =—(B,+B,)D (3.151)
fa2,1:_BZ Dxl}:( an T a2,1) ( T+ 2) X

Il
|
)

%
—_
Ko

|
=<
S—

f52,2
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d) Obtengao do modelo:

d.1) Equagoes na forma de matriz:
Substituindo as equagdes 3.150 a 3.154 nas 3.148 e 3.149 e reorganizando os
termos obtemos:

[MD?+(B,+B,)D+(Ky+Ky,) | x—(Ky+Ky)x, =f, (3159

_(Ksl+ KSZ)X1+|:rnZD2+ B3D+(K51+K52+K53):| X2 = fi2 (3156)

que na forma de matriz fica:

rnlD2+(Bl+BZ)D+(Ksl+K52) —(K31+K32) [X1:|=|:fi1:|
—(Kg +Ky,) mD?+B,D+ (K, + K, +Kg) | [ % f.,
(3.157)

d.2) Fungoes de transferéncias:

Usando a Regra de Cramer, fazendo f,, =0 para determinarmos i(D) e
il

fﬁ(D) e fazendo f,; =0 para determinarmos fi(D) e fﬁ(D), resulta:

il i2 i2
G éﬁ(D) :rnZD2+B3D+KSl+K52+Ks3 (3.158)
i aD*+bD®*+cD?*+dD+e
fi, =0
D*+(B,+B,)D+(K,+K
G, 2% () ="t f( - 2 2+( atla) Gasg)
f., aD" +bD”+cD“+dD+e
fi1=0
A X1 (K31+K32)
G = D =
? fiz( ) aD*+bD*+cD?+dD+e (3-160)
f,,=0
A X2 (K51+K52)
G.272(D =
2 fu() aD*+bD®+cD?+dD+e (3.161)
f_=0
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em que:

a = mm;

bZm, (B, +B,)+mB;;

c2m (Ky + Ky, +Kg)+m, (K, +K,, )+ B, (B +B,);

d2(B,+B,)(Ky+ K, +Kg)+ B, (K, + Ky, )

ez K, (Ky+Ky,).

Aplicando o principio da superposi¢ao’ obtemos as equagoes 3.162 e 3.163.
=G, f,+G, f, (3.162)
X, =G, f,+G, f, (3.163)

e) Diagrama de blocos:
Em diagramas de blocos ¢ usual representarmos o somador conforme ilustra a

Figura 3.33.

Figura 3.33 Diagrama de blocos de um somador.

Logo, a representagdo das equagdes 3.162 e 3.163, na forma de diagrama, fica
conforme ilustra a Figura 3.34.

f

Figura 3.34 Diagrama de blocos do sistema da Figura 3.30.

3. E possivel porque o sistema ¢ linear.
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3.5 — SISTEMAS FLUIDICOS — AGUA

As modelagens dos sistemas fluidicos (dgua) apresentadas neste capitulo tém
um conjunto de hipéteses gerais, as quais estao listadas no Quadro 3.3.

Quadro 3.3 Hip6teses Gerais de Sistemas Hidraulicos — Agua (usadas neste capitulo).

1 — O fluido ¢ incompressivel, tem massa especifica constante.

2 — A temperatura ¢ uniforme e constante.

3 — As resisténcias fluidicas sio constantes e lineares.

4 — Qualquer tanque tem se¢do uniforme (prismdtica) de drea constante.

5 — A pressdo atmosférica é constante.

6 — As resisténcias fluidicas sio localizadas e em qualquer outro local do sistema
ndo h{ atrito entre o fluido e as paredes.

7 — Os efeitos de inércia do fluido sdo despreziveis (inertincia = zero).

8 — As variagdes das grandezas do sistema sio relativamente pequenas, a fim de
manter o comportamento do sistema praticamente linear.

3.5.1 — SisTEMA com UM TANQUE — ExempPLO 1

Para o sistema da Figura 3.35, determinar a fungio de transferéncia %(D)

_/ R
P ’\—Orificio

Figura 3.35 Tanque aberto cuja variavel de entrada é a vazéo Q,, exemplo 1.

a) Hipdteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.3.

(2) A vazdo de entrada Q, é sempre positiva (sai da torneira e entra no tanque).
Ela tem valores tais que mantém A sempre positivo (b > 0).

b) Aplicagio de leis:
Como temos apenas um tanque sob temperatura constante, aplicaremos so-
mente a Lei da Conservagao da Massa e uma tnica vez. Assim:
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pPQ-pQ,=Dm (3.164)
em que:
P £ massa especifica do fluido;
A
Q = vazio que entra no tanque;
Q, = vazdo que sai do tanque;
M = massa de fluido no tanque.
¢) Obteng¢ao das relagoes:
Da Mecénica dos Fluidos temos que:
P=pgh (3.165)
em que:
h = altura do nivel da 4gua no tanque;
g= aceleracio da gravidade;

A — . . . .
P £ pressio hidrostdtica manométrica, relativa A altura A.

Podemos relacionar a massa 72,.com a altura A, assim como a vazao Q coma
pressao P, isto é:

m =p Ah (3.166)
P=R Q, (3.167)

em que:
A ~
A= 4rea da secdo transversal do tanque (constante para qualquer 5);
A . . . . .
R; = resisténcia fluidica do orificio, constante.

Substituindo (3.165) e (3.167) em (3.166), vem:

P A
m=pA—="RQ (3.168)
P9 9
d) Obtengao do modelo:

Substituindo (3.168) em (3.164) obtemos:

AR,
pQ-pQ=——DQ, (3.169)
ou
(ARf D+1} 0.-Q (3.170)
Pg



Definindo:

A ARf
T2 , constante de tempo.
P9
Entao:
Qpy=_—L_ (3.171)
Q tD+1

que ¢ a funcio de transferéncia desejada, na forma-padrao do sistema de 74 ordem.

3.5.2 — SisTEMA coM UM TANQUE — ExempLO 2

Para o sistema da Figura 3.36, determinar as funges de transferéncias %( D)

€ %(D)

a) Hipdteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.3.

(2)  As variagoes de P, (pressaio manométrica, entrada do sistema) sao tais que
mantém A sempre positivo (b > 0).

Tanque
(area =A)

R\

~

Orificio 2
Figura 3.36 Tanque aberto cuja variavel de entrada € a presséo P,, exemplo 2.
b) Aplicagao de leis:

Pelo fato de termos apenas um tanque sob temperatura constante, aplicaremos
somente a Lei da Conservagio da Massa e uma unica vez. Logo:

pPQ-pQ=Dm (3.172)
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em que:

A , .
P = massa especifica do fluido;
A ~
Q, = vazdo que entra no tanque;
Q A ~ .
b = vazdo que sai do tanque;

A .
M, = massa de fluido no tanque.

¢) Obtengao das relagoes:
Da Figura 3.36 vemos que:

P-R=R.,Q
R=R.Q
R=pgh
m. =p Ah

em que:

(3.173)
(3.174)
(3.175)
(3.176)

A oA . , 1. . .
R, e Ry, = resisténcias fluidicas dos orificios I e 2, respectivamente;

A 7 7
h = altura do nivel da dgua no tanque;

A — . . . .
P, = pressao hidrostdtica manométrica, relativa a altura 4;

gz aceleracao da gravidade;

A = drea da secio do tanque (constante, para qualquer 4).

Substituindo (3.174) em (3.173) vem a (3.177), e combinando (3.174), (3.175)

e (3.176) obtemos a (3.178). Assim:
Q= (R -R;; Qo) IR,
P AR,
m=pA——=—-=Q,
P9 g

d) Obtengao do modelo:
Substituindo (3.177) e (3.178) em (3.172) vem

AR,
g

L (P-R,Q)-pQ =

DQ,
Rfl

Organizando (3.179) obtemos:
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AR R
2DQ+| p=t+p |Q=L-R (3.180)
g R, Ry
ou
AR R
[ /;lg 2 D+(Rf2+Rfl):|Qo =P (3.181)
Logo:
2 (p)= 1 (3.182)
P AR Ry,
' D+R;+R;,
oY)
Entio:
1
%(D)z Ryt R, (3.183)
R AR R,
: D+1
(Rfl+ sz)Pg
que na forma-padrao fica:
Q Ky
o (D)=
p (D=1 (3.184)
em que:
K, 2 , ganho da func¢do de transferéncia %(D);
R, +R;, R
T2 _ARuR, , constante de tempo.
(Rf1+ sz)pg

A equagio 3.184 ¢ a primeira fun¢io de transferéncia pedida nesta modelagem.

A segunda, E(D), pode ser obtida a partir da (3.183).

Das relagoes dadas pelas (3.174) e (3.175) temos:

Q=29 (3.185)
sz
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Assim, substituindo (3.185) em (3.183) obtemos:

pa), 1
RfZ (D): Rfl+Rf2 (3'186)
P AR R;,
+1
(Rf1+Rf2)pg
Logo,
LU LS (3.187)
P/ TD+1
em que:
(e e ho da fungdo de transferéncia '
» = ———————, ganho da funcao de transferéncia —(D).
(Rfl+Rf2)pg R

A equagio 3.187 ¢é a segunda funcao de transferéncia pedida.
3.5.3 — SisTEMA coM uM TANQUE — ExEmPLO 3

Para o sistema da Figura 3.37, determinar a funcao de transferéncia L(D)
1

X 7
-— Pa —
2"
\van | Tanque
_ (area =A)
Q | Q,
—+— Agua +— .
— _x _'_-::::{_—: -
L. R \
P

Figura 3.37 Tanque cuja variavel de entrada é a vazédo Q,, exemplo 3.

A primeira vista, o sistema da Figura 3.37 parece ser igual ao anterior, o da
Figura 3.36. Entretanto, hd uma diferenga conceitual muito importante. Na Figura
3.36 a entrada (input) € a pressao P, e na Figura 3.37, Q,. Conforme explicado no
Capitulo 1 (segdo 1.4), as entradas sdo independentes do sistema. Isso significa que
no sistema da Figura 3.36 algum dispositivo gera de alguma forma valores e variagoes
de P, e o sistema responde em fungio disso. Conseqiientemente, a vazdo Q, é uma
grandeza do sistema e depende da situagao das varidveis deste. Por exemplo, se em
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determinado instante a pressao P for igual 4 P, naquele momento a vazao Q, é nula.
J4 no caso do sistema da Figura 3.37, Q, é uma entrada e ocorre de forma indepen-
dente da situagao do sistema. Assim, pouco importa se P ¢ alto ou nao, Q, pode
aumentar ou diminuir, tendo suas varia¢des préprias. Na prdtica, isso pode ser
conseguido por meio de um sistema de controle externo, fazendo Q, ser igual a vazio
desejada. Outra maneira de implementar este “input” seria usar uma bomba de
deslocamento positivo, pois sua vazao ¢ uma fungao aproximadamente proporcional
a rotagio do seu eixo.

Agora, vamos voltar 2 modelagem.

a) Hipdteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.3.

(2)  As variagoes de Q, sdo tais que mantém 4 sempre positivo (5 > 0).

b) Aplicagao de leis:
Temos apenas um tanque, portanto, a conservagao da massa serd aplicada uma
s6 vez. Assim:

PQ-pQ=Dmy (3.188)
em que:
p = massa especifica do fluido;
Q, = vazdo entrada (input);
Q, = vazio que sai do tanque;

A .
M, = massa de fluido no tanque.

c) Obtengdo das relagoes:
Da Figura 3.37 vemos que

=R Q, (3.189)
P=pgh (3.190)
m, =p Ah (3.191)

em que:
A 7 7
h = altura do nivel da 4gua no tanque;

A - . . . .
P, £ pressio hidrostdtica manométrica, relativa 2 altura ;

A _ .
g = aceleragao da gravidade;
A oA . P
R; = resisténcia fluidica do orificio;

A = 4rea da segio do tanque (constante para qualquer 5).
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Agora, combinando (3.189) e (3.190), vem:

Q= P9y (3.192)
Rf
d) Obtengao do modelo:
Substituindo (3.191) e (3.192) na (3.188) obtemos:
Q- P9h-aADh (3.193)
Rf
Organizando (3.193) vem
(AD+p—g]h:Ql (3.194)
Ry
Logo:
h 1
AT}
W AD+FP¥ (3.195)
f
ou
R/
h P9
—(D)= (3.196)
AR,
Q —D+1
P9
Definindo:
A Rf . h
K=——, ganho da fungao de transferéncia —(D);
1
A A Rf
T2 , constante de tempo.
P9
Entao:
= 1
Ql( ) TD+1 (3:.197)

ue ¢ a funcio de transferéncia pedida, na forma-padrio do sistema de 7% ordem.
q ¢ p p
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3.5.4 — SistEMA com Dois TANQUES

h,

Para o sistema da Figura 3.38, determinar a fungio de transferéncia —(D)

Tanque 1

Orificio 1—" Ry Orificio 2—" R '

Figura 3.38 Sistema com dois tanques, com entrada de vazéo Q, no tanque 1.

a) Hipéteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.3.

(2)  Asvariagbes da vazio Q,sao tais que mantém ambas as alturas, 4, e 4,, sempre
positivas (b, > 0e h,> 0).

b) Aplicagao de leis:
Neste sistema temos dois tanques, portanto, a Lei da Conservagiao da Massa
serd aplicada duas vezes. Assim:

PQ-pQ=Dm (3.198)
pPQ-pQ,=Dm, (3.199)
em que:

p £ massa especifica do fluido;

Q £ vazio entrada (input) do sistema;

Ql £ vazio no orificio 1, entre os tanques I e 2;

Q, = vazio que sai do tanque 2;

M, e M, = massas de 4gua nos tanques / e 2, respectivamente.

c) Obtengdo das relagoes:
Da Figura 3.38 vemos que:

(R-R)=R,Q (3.200)
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PZZRfZQo

P=pgh
R=pgh
m=pAh
m=pAh

em que:

(3.201)
(3.202)
(3.203)
(3.204)
(3.205)

A . .
h, e h, = alturas dos niveis de 4gua nos tanques I e 2, respectivamente;

A _ . , . L, . N
F’l e P2 = pressoes hidrostdticas manométricas relativas as alturas /JI e /]2,

respectivamente;

A . . 1. . .
R, eR;,= resisténcias fluidicas dos orificios I e 2, respectivamente;

A - .
A1 e A2 = dreas das se¢oes dos tanques I e 2, respectivamente;

g £ aceleragio da gravidade.

Combinando de (3.200) a (3.203) obtemos:

1
Q=E:bgm—pgm]

1
Q, =K[P gh]

d) Obten¢iao do modelo:
Substituindo de (3.204) a (3.207) em (3.198) e (3.199) obtemos:

Q-—[pgh-pgh]-ADh

Llpgh-pgh]-—

R ijmu=%Dm

Organizando (3.208) e (3.209) vem:

[AD+%E]n{?§]m=Q
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Escrevendo (3.210) e (3.211) na forma de matriz resulta:

A&D+& _ﬂ hl Q
Rfl Rfl
= (3.212)
P9 AZD+pg(Rfl+Rf2) 0
| Rfl Rfl Rf2 ) hZ
Agora podemos aplicar Cramer para obter &(D), entio:
P9
AD+-=  Q
Ry
_pg 0
R,
h, = (3.213)
P9 %)
A1D+] i
( R Riy
P9 A2D+pg(Rfl+Rf2)
Riy Ri1 Ry
Logo:
+ﬂQI
h, = R,
R,+R 29*(R,+R 242
A AD+ Ang_i_Aipg( f1 f2) D+ p 9(2 f1 fz)_p?
Riy Rii R, R R, Ry
(3.214)

Desenvolvendo o ultimo termo do denominador, ele resulta na relagao

( p?9°/IR R, ), e dividindo o numerador e denominador por esta relagio obtemos:

107



R, R R, R R
(AiAzz f; fz)Dz f; ;2 AZ/I;ngAl g |;1+Rf2 D+1
P9 P9 f1 f1 %2
(3.215)
ou
R
h, Pg
—(D)= (3.216)
o (AAzzFeflsz]D2+[ARfl+Asz+Azsz]ml
P9 P9 P9 P9
que na forma-padrao resulta:
K
%(D): D7 27 (3.217)
! —+—=>D+1
wn wn

em que:

K 22 oanho da fungio de transferéncia;

g
s P9

o =2 , freqiiéncia natural nao-amortecida;

" JAAR,R,

R R R
gé 1 [Ainl"‘A&sz‘i'Azsz],Ou: éAi nt AR HA 2
@ PY 2\|A AR R,

fator de amortecimento.

Podemos verificar por meio de demonstragao matemdtica que o fator de amor-
tecimento ¢ maior que um (§ > 1).

Da defini¢io de § podemos escrever:

sz AszRf21+A12 Rf22+A22 Rf22+2AﬁRf1AﬁRf2+2A1RflA2 Rf2+2A1Rf2A2Rf2
4(AAR,R,)

(3.218)
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ou

1[AR, AR, AR, A o Rol 5,0

“ " aAR, AR, AR, A Rfl

A A R
Definindo duas varidveis auxiliares x ¢ y, tais que X = ( A / A ) ey 2[ % ),
f2

entao:

gzzl[xy+x+l+2x+2]+0,5 (3.220)
4 y Xy y

Sabemos que para manter a configuragio do sistema conforme a Figura 3.38
temos de manter os parimetros A s A, R , € sz todos positivos, nao nulos. Se alguma
drea, A, ou A, for nula, significa que aquele respectivo tanque nao existe. Se R, for
nulo, o sistema passa a ter um sé tanque, pois a comunicagio entre eles é total. Se
R, for nulo, o tanque 2 fica sem efeito (sempre vazio) e o tanque I passa a se
comunicar diretamente com a atmosfera. Logo, para manter a configuragio, os
pardmetros A, A,, R, e R, precisam ser positivos. Matematicamente isso significa

7 .
que todas as parcelas da equagdo 3.220 sio positivas.

Agora vamos analisar os termos dentro do colchete. Dentre eles vemos a presenga

1 )
de uma fun¢iao (X y+—|. Se definirmos Z £x Y, entdo podemos escrever:
Xy

1 Z2+1
f = —_=
(2)=2z+ ~ . (3.221)

Essa fun¢do tem um minimo com valor igual a 2, que ocorre no ponto z = 1.
Podemos verificar isso por meio da primeira e da segunda derivadas. Calculando a
primeira derivada e igualando-a a zero, obtemos:

2zz—(Z22+1 2 _
af _ (2 )=Z 21=0 (3.222)
dz z yA

Como z é sempre positivo, o valor que satisfaz a equagdo 3.222 é z = 1.
Calculando a segunda derivada, neste ponto z = I, vem:

d? f 22.72-22(7-1) 2
F |z:1: 2 |z:1 ; |z:1

=2 (3.223)
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Como no ponto z = I a derivada primeira é nula e a derivada segunda ¢ positiva,

- . . 22 +1
entdo nesse ponto temos o minimo da fungio f(z)= _—

N 1 -
Retornando 4 equagdo 3.220, vemos que, se | Xy +— [22 e todos os demais

Xy

termos sao positivos, entao g 51,0 que resulta: {> 1.

Veremos no Capitulo 5 que, se um sistema de 2¢ ordem tem > 1, ele ¢
chamado de superamortecido. Nesse caso ele pode ser “decomposto” (fatorado) em
dois sistemas de “ ordem.

O comportamento oscilatério, que pode ocorrer quando temos dois tanques
se comunicando, ficou ausente deste modelo por nao terem sido considerados os
efeitos de massa (ou inércia) do fluido. Quando temos dois tanques conectados
através de um tubo e o fluido tem baixa viscosidade (Rﬁ. tem baixo valor), os efeitos
de massa se pronunciam e o sistema tem oscilagao natural. Contudo, se houver um
orificio (ou uma vilvula parcialmente fechada) entre os tanques, a queda de pressao
decorrente do efeito da inércia torna-se desprezivel quando comparada a queda de
pressao decorrente da resisténcia fluidica. Nesse caso, o modelo com § > I representa

uma boa aproximagao para o sistema real.

3.6 — SISTEMAS FLUIDICOS - AR

As modelagens dos Sistemas Fluidicos (Ar) apresentadas neste capitulo tém
um conjunto de hipéteses gerais, as quais estao listadas no Quadro 3.4.

Quadro 3.4 Hipoteses Gerais de Sistemas Fluidicos — Ar (usadas neste capitulo).

1 — As condigbes de trabalho sao tais que a equagdo de estado dos gases perfeitos
representa uma boa aproximagio para o comportamento do ar, pressdes manométrica

de 0a 0,7 MPa (~100 psig) e temperaturas de 0 a 50°C.
2 — Na equagio de estado, o coeficiente R para o ar é constante.
3 — A temperatura ¢ uniforme e constante.
4 — As resisténcias fluidicas sdo constantes e lineares.

5 — Qualquer tanque tem o seu volume geométrico constante (nao sofrem deformacoes
com a pressio).

6 — A pressio atmosférica é constante.

7 — As resisténcias flufdicas sdo localizadas € em qualquer outro local do sistema nao hd
atrito entre o fluido e as paredes.

8 — Os efeitos de inércia do fluido sdo despreziveis (inertdncia = zero).

9 — As pressoes em qualquer cAmara s3o uniformes.

10 — As variagoes das grandezas do sistema sio relativamente pequenas, a fim de manter o
comportamento do sistema praticamente linear.
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3.6.1 — SisTEMA PNEUMATICO PARA COMPENSACAO PELO METODO DO ATRASO DE
Fase

Para o sistema da Figura 3.39, determinar a funcao de transferéncia %(D)

G, Vaz&o nula

—— Volume =V

Figura 3.39 Sistema pneumético que possibilita a compensagéao pelo método do atraso de fase.

O sistema da Figura 3.39 ¢ um dispositivo pneumdtico passivo (hardware
pneumdtico) que pode ser adicionado a uma malha de controle caso um projetista
queira implementar, de forma aproximada, um tipo de controle chamado Propor-
cional e Integral (P I). Computadores (equipamentos digitais e softwares) sao os
preferidos para realizar essas tarefas, porém, esse dispositivo analdgico e passivo pode
ser utilizado em situagbes especificas, como em aplica¢oes militares, locais com forte
campo magnético e temperatura acima da ambiente.

A modelagem desse sistema pode ser realizada conforme descrita a seguir.
a) Hipdteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.4.
(2) O volume de ar sob a pressao P, Figura 3.39, ¢ muito pequeno, tal que a

descarga G, ¢ aproximadamente igual a G
v

b) Aplicagao de leis:

O sistema possui duas cAmaras, portanto, a Lei da Conservagao da Massa serd
aplicada duas vezes. Como, por hipétese, o volume sob a pressao P, é muito pequeno,
o acimulo de massa nesse volume ¢é desprezivel. Assim, aplicando a Lei da Conser-
vagao da Massa aos dois volumes temos:

G,-G,=0 (3.224)
G,=Dm (3.225)

em que:
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G, £ descarga de ar do volume sob P, para o volume sob P;
G, £ descarga de ar que entra no volume V, vide Figura 3.39;

A
m, = massa de ar no volume V.

¢) Obteng¢ao das relagoes:
Da Figura 3.39 observamos que:

Glszl(R_R)) (3.226)
G, =K (R-PR) (3.227)
e para o gds ar (gds “perfeito”) no volume V podemos escrever:
RT
P=—
vy (3.228)

em que:
P £ pressio absoluta, entrada (input) do sistema;
P, £ pressio absoluta, safda (output) do sistema;
P, = pressio absoluta no volume V;

A .
T = temperatura absoluta do ar em todo o sistema;

A . . . .
K i1e K f = sdo, respectivamente, os coeficientes que relacionam linearmente

as descargas G, e G, com as correspondentes diferengas de presses.
Estes parAmetros sdo iguais 2 massa especifica sobre resisténcia

fluidica (p/R f) ;

A ~
R= constante da equagio de estado, para o ar.

Como, neste caso, temos R% constante, entao da equagio 3.228 obtemos:

RT
DR =—-Dm (3.229)
\Y
d) Obtengao do modelo:

Substituindo (3.226), (3.227) e (3.229) em (3.224) e (3.225) obtemos:

Ki1(R=R)-Ky(R-R)=0 (3:230)
V
K.(P-P)=—DP
fV(o V) =7 PR (3.231)

Agora, organizando (3.230) e (3.231) vem:
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Kfv Kfv
- P+ +1|P, =P
Kfl Kfl
RT K,, RT K;,
D+ P+ - P =0
Vv Vv

que na forma de matriz fica:

Kfv Kf1+Kfv R/ R
K Key _
RT K, RT Ky,
TV Y RJ O
Aplicando Cramer obtemos:
RT Ky,
D+ v P
R.(D)=
RT Kfv Kf1+Kfv RT Kfv Kfv
D+ -
Vv K, VK,
ou
RTVK D+1]
Po fv
r O kLY v
z D+1
Ks, RT Ky,
Logo:
P tD+1
— (D)=
P oatD+1
em que:
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3.6.2 — SisTEMA coM CONTROLE DE PRESSAO ATRAVES DE VALVULA

Para o sistema da Figura 3.40, determinar a funcao de transferéncia ﬂ ( D ]

X,

Volume V,

g‘_/Vqume Vv,

Figura 3.40 Controle da pressédo P, através da abertura x, da valvula.

a) Hipéteses:
(1) Todas as hipSteses do Quadro 3.4.
(2) A pressdo absoluta de alimentagdo P, ¢ constante.

(3) Adrea do orificio da vdlvula varia linearmente com o deslocamento x, da haste
da vélvula.

(4) O escoamento na vdlvula é sempre sdnico, portanto, a descarga que passa através
dela (G)) depende somente de sua abertura proporcional a x, e independe da
diferenca de pressao (AP).

b) Aplicagao de leis:
Temos dois volumes, portanto, aplicaremos a Lei da Conservagao da Massa

duas vezes. Assim:
G -G,=Dm (3.238)
G,=Dm, (3.239)
em que:
G | £ descarga de ar através da vdlvula, do volume sob P parao volume sob P;

A ~
P, = pressdo absoluta no volume V/;

A , -
G,= descarga de ar através do orificio, do volume sob P, para o volume sob P
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A _
P,= pressao absoluta no volume v,

A .
m] € 7%2: massas de ar nos volumes ‘/1 € ‘/2, respectivamente.

¢) Obtengao das relagoes:
Da Termodinidmica e Mecanica dos Fluidos verificamos que, para o ar, quando
a relagio das pressdes antes e depois de um orificio é maior que 1,89, a velocidade
A 7 . . ~
sonica ¢ alcangada e a descarga passa a ser independente da diferenca de pressao,
dependendo apenas da abertura do orificio (vdlvula). Logo, para essas condi¢oes temos:

G =K, X, (3.240)
Supondo escoamento subsonico no orificio entre os volumes V, e V,, entdo:
G,= Kz(Pl_Pz) (3.241)

em que:
)(Vé deslocamento da haste da vélvula;
K, £ coeficiente que relaciona linearmente a descarga G, com a “abertura” da
valvula X, na condi¢io de escoamento sonico na vélvula;
K, £ coeficiente que relaciona linearmente a descarga G, com a diferenga entre
as pressdes P, e P, isto é: (P, — P)).

Por outro lado, como no sistema a temperatura ¢ uniforme e constante ¢ os
volumes das cAmaras também sio constantes, da equagio de estado para o ar vem:

V.
Dm, =ﬁlDF’1 (3.242)
V.
Dm = —2DP
m, RT > (3.243)

em que:

A .
T = temperatura absoluta do ar em todo o sistema;

A -
R = constante da equagio de estado, para o ar.

d) Obten¢ao do modelo:
Substituindo de (3.240) a (3.243) em (3.238) e (3.239), vem:

V,
KV)QI—KZ(Pl—PZ):R_fI_DPl (3.244)
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V.

K,(P,—-PR,)=—2DP,
.(R-R) RT 2 (3.245)
Da equagio 3.245 podemos determinar P, na forma operacional.
P, (D)= . 1 P (3.246)
2 -D+1
RT K,

Substituindo (3.246) em (3.244) vem:
K,

vV, D+1
RTK,

Agora, multiplicando por[ R_\I_/ZK D+ l] e desenvolvendo obtemos:

2

R =1

K, %, =K, P+ ==k

DP, (3.247)

K(R%K D+1])§,— RKTZ\éZ DP,—K,P,+K,P, =

2 2

(3.248)
=[ We p, Y ]DP
1

RT K,RT RT

que, simplificando e agrupando os termos fica:

V: b1 X, = ViV, D+ tVs DR, (3.249)
RTK, RTK,RTK, RTK,

Multiplicando ambos os lados por[RT K,/ (V, +V, )] obtemos:

RT KV[ V, D+1]
ﬂ( . (V,+V,)| RTK,
2
X, 5 V,V, D41 (3.250)
(V,+V,)RT K,

que, na forma-padrio, fica:
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E(D)— K (’L’l D+l)
X, D[z, D+1] (3.251)
em que:
» RTK,
=———" ganho;
W, +V,)
T, = Vs , constante de tempo;
RT K,
2V

1
7, —V Y T3, constante de tempo.

( 1TV, )

Notamos que a fungio de transferéncia dada pela equagio 3.251 tem dindmica
de I“ ordem no numerador, um integrador e outra dindmica de 7# ordem no denomi-
nador.

Agora, pensando em uma modificagao no sistema da Figura 3.40, se o tanque
2 nao existisse (V, = 0), da equagdo 3.250 vemos que a fungao de transferéncia ficaria:

RTK,
Rip)-_ Y (3.252)
X, D
ou
P K
Zl(D) =5 (3.253)
em que:
K, = RT K, , ganho.

1

Logo, o sistema da Figura 3.40, sem o tanque 2, se transforma em um inte-
grador, conforme ilustra a fungio de transferéncia dada pela equagio 3.253. E claro
que tal comportamento refere-se as pequenas variagoes de x , porque se x ficar
constante por longo perfodo, P, acaba ficando igual a P, e o modelo difere de um
integrador. No mundo real os integradores sempre tém limitagoes porque as
grandezas ndo crescem indefinidamente.
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3.7 — SISTEMAS TERMICOS

Os modelos dos sistemas térmicos apresentados neste capitulo tém um conjunto
de hipéteses gerais, as quais estao listadas no Quadro 3.5.

Quadro 3.5 Hipoteses Gerais de Sistemas Térmicos (usadas neste capitulo).

1 — A geometria dos corpos sdo tais que a taxa de transmissdo de calor pode ser
considerada unidirecional.

2 — Os isolantes sdo perfeitos e nao ocorre transmissao de calor através deles.

3 — As pegas metélicas tém alta condutividade térmica e dimensoes relativamente
pequenas, tal que podem ser consideradas com temperaturas uniformes.

4 — As resisténcias e capacitincias térmicas sao constantes e lineares.

5 — As capacitancias térmicas s3o desprezadas (C = 0) quando o material tem alta
resisténcia térmica e baixo armazenamento de energia.

6 — Os materiais sempre ficam no mesmo estado, isto é, nao hd mudangas de fase.

7 — As variagbes das grandezas do sistema sdo relativamente pequenas, a fim de
manter o comportamento do sistema praticamente linear.

3.7.1 — SISTEMA coM UMA MASSA

o

Para o sistema da Figura 3.41, determinar a fun¢do de transferéncia —(D)

—

Corpo 1

Isolante perfeito
Corpo A

Figura 3.41 Sistema térmico com uma capaciténcia térmica.

a) Hipdteses:
(1) Todas as hipdteses do Quadro 3.5.

(2) O corpo A tem baixo armazenamento de energia e alta resisténcia, portanto, ¢
considerado como resisténcia pura, com capacitincia térmica igual a zero.

(3) O corpo 1 ¢ uma pega metdlica, portanto, tem apenas capacitincia térmica.
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b) Aplicagao de leis:

Como temos somente uma capacitincia térmica (um corpo com capacidade
de armazenar energia), entdo aplicaremos a Lei da Conservagao de Energia apenas
uma vez. Assim:

0,=C,DT, (3.254)
em que:

A P .

0, = taxa de transmissdo de calor, conforme Figura 3.41;
A .

T,= temperatura do corpo I (output do sistema);
A e,

C, = capacitancia térmica do corpo I;

¢) Obtengdo das relagoes:
Da Figura 3.41 vemos que

T-T,=Rq (3.255)
em que:
T, £ temperatura da entrada (input) do sistema;

A oA .
R = resisténcia térmica do corpo A.

d) Obtengao do modelo:
Usando (3.255) para substituir ¢, na equagio 3.254, vem:

Ti _To

=C, DT, (3.256)

ou

(RC,D+T, =T, (3.257)

Logo:

T 1

Jo(D)=

Ti() Dil (3.258)
em que:

A
T = R C, constante de tempo.

O modelo dado pela equagao 3.258, relativo ao sistema da Figura 3.41, pode
ser também o modelo de um termémetro de bulbo, Figura 3.42, se considerarmos
as seguintes hipdteses:
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(1) A temperatura 7, do liquido que envolve o termémetro é uniforme.

(2) A parede do bulbo nio armazena energia e entre o liquido e o mercdrio hd
somente uma resisténcia térmica.

(3) A varia¢do da massa de merctrio no bulbo ¢ desprezivel.

Termdmetro

TL Tmed
Mercurio
) Bulbo
Liquido

Figura 3.42 Esquema para modelagem dindmica de um termémetro de bulbo.

Da equagio 3.258 podemos escrever diretamente o modelo.

1

= (D)-

em que:

Toeq = temperatura medida (temperatura do merctrio);

A , .
T, = temperatura do liquido;

A
7 = RC,, constante de tempo.

Neste caso verificamos que:
R= 1/UA
C=MC

em que:
M £ massa de merctrio no bulbo;
C £ calor especifico do mercurio;
U £ coeficiente de transferéncia de calor total;

A . N
A = drea da superficie de transferéncia de calor.
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3.7.2 — SisTeMAs com Duas Massas

Para o sistema da Figura 3.43, determinar a fungio de transferéncia E( D).

i
Corpo 1 Corpo 2
T T,

_—

Isolante perfeito

Corpo A Corpo B

Figura 3.43 Sistema térmico com duas capacitancias térmicas.

a) Hipéteses:
(1) Todas as hipéteses do Quadro 3.5.

(2) Os corpos A e B tém baixo armazenamento de energia e altas resisténcias
térmicas. Suas capacitincias térmicas s3o despreziveis.

(3) Os corpos 1 e 2 sao pegas metdlicas e cada uma representa uma capacitincia
térmica.

b) Aplicagao de leis:
Como temos duas capacitincias térmicas, aplicaremos a Lei da Conservagio
da energia duas vezes. Assim:

-9, = Ctl DTl (3.260)
q,=C, DT, (3.261)

em que:

A .
e T, = temperaturas dos corpos I e 2, respectivamente;
T eT,=t turas d le2 t t
A . . . .
C,, e C,, = capacitancias térmicas dos corpos I e 2, respectivamente;
A - . . .
0, e Q, = taxas de transmissao de calor, conforme indica a Figura 3.43.

¢) Obtencao das relagoes:

T-T.=R,q (3.262)
T,-T,=R,q, (3.263)
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em que:

A A . . .
R, e R, = resisténcias térmicas dos corpos A e B, respectivamente.

d) Obtengao do modelo:
Determinando g, e ¢, das equagbes 3.262 e 3.263 e substituindo em (3.260)
e (3.261), obtemos:
Ll PO C,DT, (3.264)
R: R>

Tl — T2

=C, DT, (3.265)

2

Desenvolvendo e organizando (3.264) e (3.265), vem:

R,C,DT,+T + |:‘)‘1T |:‘)‘1T =T (3.266)
RZ 2
-, +R,C, DT,+T,=0 (3.267)

que na forma de matriz fica:

[Rlc D+ R1+R2) _& Tl Tl
R. R. = (3.268)

1 (R.C.D+1)] [T.] |0
Aplicando Cramer para determinar 7, obtemos:

% (D)= U (3.269)
(R.Cp D+1)(Rlc D+ RlF:RZJ 21

ou
T

R.+R, R.. R Ry
2Ct2 1Ct1 2C lCtl D+_=+_-*-—=
(R Gz Ry Gl 7 [R R, ] "R, R, R,

(3.270)

T, (D):

Agora, definindoz, e 7,:

122



A

7, = R, G, constante de tempo 1;
A

7,= R, Gy, constante de tempo 2.

Entio:

% (p)- :
T 7,7, D’ +(7,+7,+R, C,) D+1

N

(3.271)

que representa uma fungio de transferéncia de um sistema de 2¢ ordem.

Se esse sistema de 2¢ ordem for escrito na forma-padrao, em termos de e 4
podemos demonstrar, de maneira similar & prova desenvolvida na se¢ao 3.5.4, que
§ ¢ sempre maior que a unidade (§ > 7). Isso significa, conforme veremos no Capitulo
5, que ele ¢ chamado de superamortecido e pode ser “decomposto” (fatorado) em
dois sistemas de I ordem.

3.8 — GANHOS DE FUNCOES DE TRANSFERENCIAS

3.8.1 — DEFINICOES

No Capitulo 2 foi apresentado (vide Figura 2.1) o fluxograma da organiza¢ao
do trabalho analitico com as expressdes matemdticas para a obtengao de um modelo
do tipo 30. No caso do modelo 30, é imperativo considerar a fungao de transferéncia
operacional escrita em termos do ganho.

O ganho de uma fungdo de transferéncia é o coeficiente em evidéncia no
numerador quando os #/timos termos de todos os polindmios, do numerador ¢ do
denominador, forem iguais a unidade. Exemplificando, vamos determinar o ganho
da fungdo de transferéncia a seguir.

% (p)- a(b,D*+bD+h)(c,D +¢,)

= (3.272)
ot (d,D+d,)(e,D°+e,D* + D +¢,)

Para que os tltimos termos de todos os polinémios fiquem iguais 4 unidade,
temos de colocar os coeficientes &, ¢, da ee em evidéncia, logo:

i(D):(ﬁO)[E’? D2+E: D+1](§10 D+1)

(3.273)
i Gpr1|®pe+®p24&pan
0 % % %
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Com a fungio de transferéncia escrita desta forma podemos entdo definir o
ganho, isto é:

KéabOCO
d, &

, ganho.

As vezes, a fungao de transferéncia contém operadores D em evidéncia no
numerador ou no denominador, caracterizando a existéncia de derivador(es) ou
integrador(es). Em fungio desse fato, a defini¢do de ganho ¢ aprimorada conforme
a descrigao a seguir.

a) Ganho Proporcional = K
Ele ocorre quando nao temos operadores em evidéncia, por exemplo, a fungio
de transferéncia dada pela equagao 3.273.

Neste caso, a unidade do ganho ¢ dada por:

' (unidade da satda o)
dade de K| =
[um aae ae ] (um'dddg da entrada qi)

E usual o Ganho Proporcional ser chamado simplesmente de Ganho.

b) Ganho Derivativo = K

D
E o ganho quando a fungio de transferéncia tem derivador(es). No exemplo a
seguir hd “n” derivadores.

K, D"(a; D' +..+1)(a, D*+..+1)

%
2 (D)= (3.274)
q (B) (a D' +..+1)(a,D"+..+1)(a D' +..+1)
A unidade do ganho K, ¢ dada por:
dade da said,
[unidade de K ,, | = (unidade da saida g, ) (unidade de tempo)"

(unidade da entrada ql.)

Salientaremos que a literatura sobre Controle Cldssico (automagao) define
“Ganho Derivativo” quando a fun¢io de transferéncia tem um snico derivador

(n=1).
¢) Ganho Integrador = K

. 1
E o ganho quando a fun¢ao de transferéncia tem integrador(es). Por exemplo:

(3.275)

% oy K (aD'+..+1)(a, D? +..+1)
HI( )_D”‘(aWDW+...+1)(aVDV+...+1)
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A unidade do ganho K, ¢ dada por:

(unidade da saida q,) 1
(unidade da entrada q,) (unidade de tempo)”

[unidade de K | | =

e maneira similar ao Ganho Derivativo, os livros sobre Controle Cldssico
D 1 Ganho D t l bre Controle Cl
definem o “Ganho Integral” quando a fungio de transferéncia tem um sinico inte-

grador (m = I).

3.8.2 — INTERPRETAGAO Fisica pos GanHos K, K E K|

Todos esses ganhos tém uma interpretagao fisica que é desenvolvida consi-
derando a entrada ¢ (#) uma constante ou uma rampa.

Sabemos* que a solugao de uma equagio diferencial linear, ordindria, com
coeficientes constantes ¢ a soma da solugio da homogénea (g,,) com a solugao da
particular (qop).

Sendo o sistema estdvel, quando o tempo tende a altos valores, q, tende a zero,
restando somente g, . Como a solugdo da particular g, depende da funcao de entrada
g, se a fun¢do excitadora for polinomial, q, também serd polinomial.

Um polinédmio pode ser escrito da seguinte forma:

g(t)=a,t"+a, " +. . +at?+at+a (3.276)

Observando a equagao 3.276 podemos dizer que uma constante ¢ um
polindmio com 8@, #0 e todos os demais coeficientes iguais a zero. Uma rampa
também seria, pois bastaria fazer a, # 0 e os outros iguais a zero.

Aplicando essas observacoes as funcoes de transferéncias de sistemas estdveis,
podemos fazer as interpretagdes conforme apresentado a seguir.

a) Ganho Proporcional:
A interpreta¢io do Ganho Proporcional é feita considerando na entrada uma fungao
degrau, uma fungio polinomial para # > 0 e igual a zero para ¢ < 0, Figura 3.44.

Conforme ilustra a Figura 3.44, se a entrada for uma fun¢ao degrau, o Ganho
Proporcional K ¢ a relagio entre a saida e a entrada, na condi¢ao de regime
permanente.

4. Vide Apéndice A.
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—
Regime

AqQ (1) g, (1) permanente

K (...#1) (.. #1)
t | (1) (*1) |

A 4
v

—
qop

Figura 3.44 Resposta tipica de uma funcéo de transferéncia com
Ganho Proporcional, quando a entrada € a fungéo degrau, q,(t) = a,u(t).

b) Ganho Derivativo:
Neste caso, vamos considerar a entrada uma rampa, que ¢ uma reta para ¢ > 0
e igual a zero para ¢ < 0, Figura 3.45.

Aq(t) ’ AQ, () E_R>egime
' 2 Koa, Lo permanente
Aqg; i E
0 i _ Ko D (...+1) i ‘
At ! t | (1) (H1) i_» >
g0 =29 4,
g I a,

Figura 3.45 Resposta tipica de uma fungéo de transferéncia com Ganho
Derivativo, contendo um Unico derivador, quando a entrada € uma rampa, q,(t) = a, t, parat > 0.

A Figura 3.45 mostra que, se a func¢ao de transferéncia tiver um tinico derivador
e se a entrada for uma rampa, o Ganho Derivativo K, ¢ a relagao entre a saida e a
derivada da entrada, na condi¢do de regime permanente.

Se a fungio de transferéncia tiver dois derivadores, a saida serd uma constante
na condigio de regime permanente somente se a entrada for uma pardbola.

¢) Ganho Integral:
Para interpretar o Ganho Integral vamos considerar na entrada uma fung¢ao

degrau, Figura 4.36.

A Figura 3.46 mostra que, se a fun¢ao de transferéncia tiver um tnico integrador
e se a entrada for uma fungao degrau, o Ganho Integral K, é a relagao entre a derivada
da saida e a entrada, na condi¢ao de regime permanente.

Se a funcio de transferéncia tiver dois integradores, a saida serd uma pardbola,
na condigio de regime permanente, se a entrada for uma constante.
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44, (1) —> Regime
i permanente
I 7
-
T i Aq
Aq () v tga==2
Aq, A 9 At
N Ao
a, f—— — - E i tga =K a,
| Kt P .
€ | D(+) A t
—
:_aop

Figura 3.46 Resposta tipica de uma funcgédo de transferéncia com Ganho Integral, contendo um
Unico integrador, quando a entrada € a funcdo degrau, g,(t) = a,u(t).

3.8.3 — GanHo ParRaMETRICO K

Além dos trés tipos de ganhos (K, K ecK), hi o Ganho Paramétrico k. Na
drea de Sistema de Controle Cléssico esse ganho é chamado de Sensibilidade Estdtica
da Malha (static-loop sensitivity).

Quando queremos expressar a fun¢io de transferéncia em termos de &, fazemos
uma manipula¢do matemdtica a fim de deixar todos os primeiros coeficientes dos
polinémios iguais & unidade. No caso da fungio de transferéncia dada pela equagio

3.272 obtemos:
abZCl[D2 Y D+b°)[D+C°)

d C
&(D): 1 %d b, b L (3.277)
qi D+fo D3+iD2+iD+$
d, & & &
ou
k(D2+ED+E';}(D+C°)
i(D): r S (3.278)
G D+% |[p*r&p2i&pt &
d, & & &
em que:
kel b, G, ganho paramétrico k (static-loop sensitivity).
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Geralmente escrevemos a fungio de transferéncia dessa maneira, usando o ganho
k, quando queremos obter a fungio de transferéncia em termos das raizes dos seus
polindmios, isto é, na forma fatorada. Exemplo desse procedimento encontra-se
desenvolvido no Capitulo 4, se¢io 4.8.

3.9 — TECNICAS DE VERIFICACAO DE MODELAGEM

Muitas modelagens sao extensas e envolvem diversas manipula¢bes matemdticas.
Nessas situagbes, a probabilidade de cometermos erros aumenta, tornando
interessante e necessdria a aplicagio de técnicas de verificagio.

Apesar de os métodos de verificagao ndo implicarem a garantia completa, eles
s320 muito udteis. Em outras palavras, quando submetemos um modelo as técnicas
de verificagao e nenhum erro ¢ detectado, nao temos garantia absoluta de que a
modelagem esteja correta, porém, se houver erro nas manipulages matemdticas, a
probabilidade de os métodos “dizerem” que hd erro ¢ muito grande.

Em geral aplicamos trés métodos: Método de Routh, Andlise da Condi¢ao de
Regime Permanente e Andlise Dimensional, descritos a seguir.

3.9.1 — MEétobpo pE RouTH

O Método de Routh foi desenvolvido por volta de 1870 e é usado como critério
de estabilidade em projeto de sistemas de controle, teoria cldssica.

O Meétodo ¢ aplicado a equagao caracteristica da fun¢ao de transferéncia, que,
por sua vez, é o polinémio de seu denominador igualado a zero. Sob o ponto de
vista da teoria de equagdes diferenciais, as raizes dessa equagao vao formar a solugao
da homogeénea. Analisando as posi¢oes das raizes no plano complexo, se rodas as
raizes estiverem no semiplano esquerdo, o sistema ¢ estdvel. Isso significa que, se
alguma raiz estiver na origem ou no semiplano direito do plano complexo, o sistema
¢ instdvel; e se algum par de conjugado estiver no eixo imagindrio, teremos, indefi-
nidamente, vibragoes, que também ¢ considerado instdvel.

O Método de Routh ¢ aplicado para revelar a quantidade de raizes instdveis de
uma equagao polinomial, sem ter de resolvé-la, mas aplicando apenas um algoritmo.

O algoritmo ¢ melhor entendido por meio de exemplo. Seja a equagao:
a,s"+a s’+a,s'+a,s°+a,s°+a, s+a,=0 (3.279)

em que todos os coeficientes sio reais e 8, # 0, pois foi retirada qualquer raiz nula.

A partir dos coeficientes da equagao damos inicio aos procedimentos montando
as duas primeiras linhas do algoritmo, ou seja:
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ES a, & &
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E, dando seqiiéncia a essas duas linhas, calculamos as demais de maneira a obter
a seguinte configuragio:
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Segundo o Método de Routh, a quantidade de mudangas de sinal algébrico
dos termos da primeira coluna do algoritmo ¢ igual 2 quantidade de raizes instdveis.

Ao continuar com o estudo do Método de Routh chegamos a algumas conclusaes
que sdo aplicdveis como critério para a verificagao da modelagem:

(1) Falta de termo na equagio caracteristica:
Se faltar algum termo da equagdo caracteristica, o sistema ¢ instdvel. Por
exemplo: seja a equagao caracteristica: I’ + 4D + 3 = 0.

Neste exemplo, falta o termo: a, D’

Calculando as raizes vemos que sao: +7, — ¢ =3, ou seja, temos uma raiz estdvel
(=3) e duas raizes conjugadas no eixo imagindrio, portanto, o sistema ¢ oscilante.

Na prética, sio bem perceptiveis os sistemas com modelos que podem oscilar
indefinidamente, como, por exemplo, massa—mola (sem amortecimento), péndulo,
etc. Se conceitualmente identificamos o sistema como ndo oscilante e estdvel e
obtemos uma equagio caracteristica com falta de algum termo, é muito provdvel
que tenham ocorrido erros no desenvolvimento da modelagem.

(2) Troca de sinais algébricos na equagao caracteristica:
Se entre um e outro coeficiente da equagio caracteristica houver troca de sinal
algébrico, o sistema ¢ instdvel. Exemplo: seja a equagdo caracteristica: X — 7D + 10 = 0.

Neste exemplo, os coeficientes sdo: +1, —7 ¢ +10, havendo, portanto, troca de
sinal. As rafzes sao: +2 e +5, ambas no semiplano direito do plano complexo. Na
verdade, basta uma tnica raiz estar no semiplano direito para tornar o sistema instdvel.

Se conceitualmente sabemos que estamos modelando um sistema estdvel e
obtemos uma equagao caracteristica com trocas de sinais algébricos, entao é quase
certo que ocorreram erros na modelagem. Contudo, é importantissimo salientar que
essa ferramenta de detecgao de erro somente funciona se a modelagem for realizada
com harmonia ¢ coeréncia, isto ¢é:

Uma modelagem é considerada harmoniosa se as origens e os sentidos positivos das
grandezas forem coerentes e se todos os pardmetros usados forem positivos.®

E quase certo que a falta desse cuidado produzird uma fungao de transferéncia
com uma equagao caracteristica contendo uma misceldnea de sinais algébricos. Nessa
condi¢ao nao podemos aplicar essa técnica de verificagao.

(3) Resumo do Método de Routh:
Se na equagao caracteristica faltar termos e/ou tiver troca de sinais algébricos,
provavelmente hd erros na modelagem.

5. Vide segio 2.5 do Capitulo 2 e se¢io 3.1 deste capitulo.
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3.9.2 — ConbicAo DE REGIME PERMANENTE

Em muitos sistemas, mesmo complexos, nao ¢ dificil conhecer a condi¢ao de
regime permanente. Diante dessa informagio podemos verificar o ganho, seja ele
proporcional, derivativo ou integral.

Por exemplo, no circuito RC, Figura 3.6, quando e(t) for constante, concei-
tualmente verificamos que, em regime permanente, eo(t) deve ter o mesmo valor,
significando ganho unitdrio. De fato, o ganho obtido na modelagem, equagao 3.17,
¢ igual a unidade (K = 1), coincidindo, portanto, com o esperado.

Em outro exemplo, consideramos o sistema massa—mola—amortecedor, Figura
3.21. Se a forga _f(t) for constante positiva, conceitualmente observamos que, em
regime permanente, a massa terd deslocamento positivo e essa forga f; ficard em
equilibrio com a for¢a que a mola aplica sobre a massa. Assim, equacionando a
somatdria das forgas na condi¢do de regime permanente, vem:

O=f+f =f-Kx (3.280)
ou
fi = KS X (3.281)
que resulta:
X Ki (3.282)

Verificamos, por meio de andlise conceitual na condi¢io de regime permanente,
quea relagdo entre x e ;¢ 1/K,, que deve ser igual ao ganho da fungdo de transferéncia.
De fato, o ganho obtido na modelagem ¢ 1/K, equagtes 3.94 e 3.95, coincidindo,
portanto, com o esperado.

3.9.3 — ANALISE DIMENSIONAL

A andlise dimensional representa um dos métodos mais exigentes de verificacao.
Em outras palavras, se ocorreu um erro na manipulagao matemdtica da modelagem,
dificilmente a andlise dimensional serd satisfeita.

Sabemos que modelos do tipo 30 sao formados por: ganho, derivadores ou
integradores ¢ polinémios. Os ganhos tém unidades conforme discutido na se¢io
3.8. O conjunto de derivadores D” tem unidade (I/tempo)" ¢ os integradores (1/
D)” tém unidade (tempo)”. Os polindmios sao adimensionais.

A téenica de verificagao pela andlise dimensional é melhor entendida por meio
de exemplo. Seja o sistema da Figura 3.38 (sistema com dois tanques de dgua) cuja
funcao de transferéncia ¢ dada pela equagao 3.216, transcrita a seguir.
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sz

E(D)= == I/?)g ~ - (3.283)
Q [AIAZ f1l f2)D2+['A1 fl+'A1 f2+AZ f2]D+1

p? g’ P9 P9 pg

A verificagdo pode ser feita utilizando unidades do Sistema Internacional,® por
meio das seguintes etapas:

a) 1° Passo — Unidade da Relagao: Saida/Entrada.

[%] _ m;seg - [%] (3.284)

b) 2° Passo — Unidade do Ganho Proporcional: K £ %
Temos:
_ Unidade da resistendia fluidica Se;?n“
_ Unidade de p: "%3
— Unidade de g: rymz
Entio:
Rio|_[ kgm’ seg® | [seg
[p g}z[segm“ kgm}:[mz] (3.285)

A unidade do Ganho Proporcional estd verificada e satisfeita, pois ¢ igual a
unidade da (safda/entrada), dada pela equagao 3.284.

¢) 32 Passo — Primeiro Termo do Polin6mio do Denominador:

[Ai AZ Rfl Rf2 }DZ
p2 g2

6. Neste livro, a abreviatura de segundo ¢ seg.
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Temos:
R, R 2 m? ° seg’
A1A22 f12 f2 (DZ) m m4 kg kg4m 32692 12 = adimensional
p’d segm” segm’ kg® m seg
(3.286)

O primeiro termo do polinémio é adimensional, portanto, tem sua verificagao
satisfeita.

d) 4° Passo — Segundo Termo do Poliné6mio do Denominador:

[AlRfl+Alsz+Azsz}D

P9 P9 pg

Observamos que os trés termos dentro dos colchetes tém as mesmas dimensaes,
portanto, basta verificar um deles. Assim:

AR 2 3 2
|: ! D:| E|: m” kg T 9 1 :| = adimensional (3.287)
pg segm” kgm Seg

O segundo termo também tem a verificagao satisfeita.

e) 5° Passo — Conclusio:

Quando aplicamos Andlise Dimensional e nao encontramos problemas na
fungao de transferéncia, ¢ muito provdvel que a manipulagio matemdtica da
modelagem esteja correta.

3.10 — EXERCICIOS PROPOSTOS’

EX1 — Determine a fungio de transferéncia i(D) do sistema da Figura E3.1.

g

Figura E3.1

7. Enuncie as hipSteses de todas as modelagens.
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EX2 — Determine a fun¢io de transferéncia 3( D) do sistema da Figura E3.2.

g
C
I
I
+ +
€ R, R, e,
Figura E3.2

EX3 — Determine a fungio de transferéncia %(D) do sistema da Figura E3.3.

€

€ C— R, % e,

Figura E3.3

EX4 — Para o sistema da Figura E3.4, determine:

a) A funcio de transferéncia ﬂ(D)

f

b) Os valores numéricos dos parimetros:

ganho = K;

freqiiéncia natural = ;e

fator de amortecimento = (.

Sabe-se que: / = 0,2 kg.nr’s K =20 Njm; B =10 Nl(mfseg); L, = 0.5m; e L, = 0.3 m.
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Eixo fixo

iB do disco

Figura E3.4

EX5 — Determine a fungio de transferéncia & (D) da Figura E3.5a e compare

com a fungao de transferéncia da Figura E3.5b. Se forem diferentes, explique sinteti-
camente. Sabe-se que o amplificador tem ganho = 1, baixissima impedincia na saida
e altissima impedancia na entrada.

€ C=— C—=— €
Figura E3.5a
R R
W am
e+ + o
€ C=— Amplificador C—= &
- —
Figura E3.5b
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EX6 — O momento externo (input) M, = A Sen(a)t) atua no eixo do sistema
da Figura E3.6. Determine:

a) A fungio de transferénciaMi (D) (defina: K, @ e Q).
b) Os valores de: K o e ¢

Considere:

M = massa pontual (m=4kg)

K= coeficiente da mola linear (K = 16 N/m)

B, = coeficiente do amortecedor torcional (B, = 0,5 Nm/(radlseg));
L = comprimento (L = 250m);

X, = deslocamento linear da massa (output);

@ = deslocamento angular do eixo.

Figura E3.6.

. - a X .
EX7 — Determine as fungdes de transferéncias—2 (D) para os sistemas das
X

1

Figuras E3.7a e E3.7b.
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T AK:ATE_E T_%T Ks
(a) (b)

Figura E3.7

EX8 — O momento externo (inpuf) fungio do tempo M, (t) atua no eixo do

sistema da Figura E3.8. Determine a fun¢do de transferéncia x (D)
i
Considere:

M = massa;

J = inércia do disco e bragos;

K, eK, = coeficientes das molas lineares;
B, = coeficiente do amortecedor torcional;
B, = coeficiente do amortecedor linear;

L, eL, = comprimentos;
X = deslocamentos linear da massa; e

0, = deslocamento angular do eixo.

Eixo fixo
do disco

Figura E3.8
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EX9 — Para o sistema da Figura E3.9 determine a fun¢io de transferéncia

%(D) Os discos sdo iguais, ambos tém massa M e giram, respectivamente, em
i
torno de seus centros O, ¢ O,. Notas:
a) No repouso, a linha AB estd na vertical.
b) A barra que liga o disco 7 4 massa 7 tem massa desprezivel.
¢) A massa m é pontual.

d) Momentos de inércia:

— de um disco: J, :%MRZ;

— de uma massa pontual: J, = mr?

Disco 1 Disco 2

Figura E3.9

EX10 — Determine para o sistema da Figura E3.10 a func¢do de transferéncia

Ty (D). Sabe-se que o brago AB tem massa desprezivel e que o momento de inércia

de um disco ¢ dado por: J = % MRZ.
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Figura: E3.10

EX11 — O sistema da Figura E3.11 ¢ excitado simultaneamente pelo desloca-

mento % (t) e pela forga f,(t). Definindo f, como a forga da mola K sobre a massa
m, determine o modelo em forma de matriz e depois obtenha as fungdes de

transferéncias i (D) e % (D) .
X

g m, m, ]
X (

Figura E3.11

EX12 — Determine a fun¢io de transferéncia %(D) do sistema de tanques
Q

representado na Figura E3.12.
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— Tanque 1
I Area = A1

— 55\?\\
Ry Vil
T
Tanque 2 o
Area = A2 x h
2
) Q,
Agua .I_.
T
B BN
Re \‘l\! |
Figura E3.12

EX13 — Determine a fungio de transferéncia To (D) dossistema da Figura E3.13.
€

o)
&
P
A g5 =
e
o
N
.° 83 °
SN\ T s
» ° % °
o TR oo s
ch o\ Y
_|
o

a°9 o % e g oo

o . "’g\mo o %0 :é’ C:gg%
NN N
\—Ll’quido \—Parede
Figura E3.13
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CapiTuLO 4

TRANSFORMADA DE LLAPLACE

4.1 — INTRODUCAO

A Transformada de Laplace (T. L.) estd aqui desenvolvida com o objetivo de
sua aplicagao em estudos da dinimica de sistemas.

Um dos interesses em estudarmos a Transformada de Laplace deve-se ao fato
desta ser um importante método alternativo para resolver equagcoes diferenciais
ordindrias lineares com coeficientes constantes.

Na grande maioria das vezes, o método da Transformada de Laplace ¢ utilizado
para resolver os mesmos tipos de equagdes em que outros métodos também sio
aplicdveis. A vantagem do método da transformada é que a solugio pode ser
encontrada de maneira répida e ficil.

Alguns aspectos que distinguem o método da Transformada de Laplace (T. L.)
do método cléssico sdo:

(i) AT L. permite que equagdes diferenciais sejam transformadas em equagdes
algébricas relativamente simples que podem ser facilmente manipuladas para
a forma desejada.

(i) No método do T. L. ndo temos etapas distintas para determinarmos a solugio
da homogénea, particular e os valores das constantes pertinentes a solugao. A
solugao completa, inclusive considerando as condigbes iniciais, é obtida de uma
s6 vez quando aplicamos a T. L.

(iii) Nao existem duvidas a respeito de quais seriam as condigdes iniciais necessdrias.
O processo de resolugao usando a T. L. introduz automaticamente as condi¢oes
iniciais corretas.

(iv) Com o método da T. L. manipulamos os sinais descontinuos de maneira
simples, direta e clara. O método cldssico exige resolu¢do por partes
acompanhada de laboriosas operagdes para fazer coincidir as condigoes finais
de um trecho com as condig6es iniciais do trecho seguinte.

(v) O procedimento ¢ matematicamente mais rigoroso que o método do operador
D. Com o operador D nés tratamos as equagdes como se fossem algébricas,
mas com a T. L. elas realmente sdo algébricas.

(vi) Problemas similares resultam em padroes que sao catalogados, e isto facilita o

usodaT. L.
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4.2 - TRANSFORMADA DE LAPLACE E SUA
INVERSA — DEFINICOES

4.2.1 — DerINICAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Dada uma func¢io do tempo f{#) que atende a trés condigbes (continua por
partes, de ordem exponencial e nula para argumentos negativos), a sua Transformada

de Laplace é:

O [ ft) e dt2F(s) (4.1)

em que:
% 2 simbolo operacional da T. L.;
s20 + 102 varidvel complexa (unidade: 1/tempo);
. A
1=-1;
F(s) & Transformada de Laplace de f(2);

o2 lime

£,—0

1, para & >0;
A? = fungdo do tempo, sendo:

(i) continua por partes;
(ii) de ordem exponencial;

(iii) A#) = O para ¢ < 0.

E comum usarmos letras mindsculas para as fungées do tempo e as corres-
pondentes letras maidsculas para as suas respectivas transformadas. Por exemplo,

Z[fM)]=F(s), Z[a(t)]=G(s), etc.

Quando a integral da equagdo 4.1 converge, a transformada existe e é uma
funcio de s. Sempre cabe uma discussao sobre a convergéncia da integral da T. L.
em fungdo de valores de s. Ilustrando o problema, vamos calcular a transformada
da fungio degrau unitdrio u(z).

A tuncio degrau unitdrio #(#) é definida' como sendo

0 para t<0;
u(t)=41 para t>0;
no pontot =0 a funcdo ndo é definida.

1. Vide segdo 4.6 para um melhor estudo da funcio degrau.
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Aplicando a defini¢ao da T. L., obtemos:

—St | o
ZTut)]=[ " u(t eﬁdt:—fL_
[u(t)]= [ u(t) <l (4.2)
Entdo, para 6 > 0 (s = G + i®) vem:
& 1
Dé[u(t)]:g (4.3)

Este resultado ¢ obtido porque, se a parte real de s for positiva, temos:

lime™® =0 (4.4)

t—oo
Se 0 < 0, a integral da equagio 4.2 ¢ divergente.

Considerando outro exemplo, vamos calcular a transformada de f{(z) sendo f{z) =
0 (zero) para t < 0 ¢ f{t) = ce™ para ¢ > 0. Entdo, da definigao:
e = [T eedasdt = alars)lta — _ c ~(ars)i ] — C
Z[ee®] .[O+ce e dt cjye dt _s+a[e ]0+ to5 (49
No cdlculo desta transformada observamos a necessidade de (z + s) > O ou a
parte real de s ser maior que -a para que a integral da T. L. (equagdo 4.5) convirja.

Um questionamento com relagio a equagio 4.5 refere-se a validade da trans-
formada na regiao em que 0 < —a. Estudos aprofundados usando a teoria de nimeros
complexos mostram que F (s) assim obtida pode ser considerada vélida em todo plano
s, exceto no ponto onde s = —a.

Para efeito dos nossos estudos em Dinimica de Sistemas, nao faremos mais
referéncia as restrigoes de s, ficando entendido que s pertence a um intervalo que
garanta a convergéncia da T. L.

Outro ponto a ser observado da T. L. é que ela é uma transformada linear. Isto
significa que se as fungdes f{z) e g(¢) tém transformadas, respectivamente, F (s) e
G (s), entdo:

Z[af(t)+Bo(t)]=aF(s)+ BG(s) (4.6)

Agora, continuando a discussao sobre a defini¢ao da T. L. vamos considerar as
restri¢des quanto a fun¢do f{z). Devemos afirmar que ¢ condigio suficiente para a
determinagao de F (s) se a fun¢ao f'(z) preencher as 3 condi¢oes da definigao, isto é:
igual a zero para ¢ < 0; continua por partes; e de ordem exponencial. Estas condigoes
sdo suficientes mas nao necessdrias porque existem algumas excegoes. Por exemplo,
ft) = £ ndo ¢ continua por partes, mas a sua T. L. existe.
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Para melhor entendimento do significado de “continua por partes” e de “ordem
g
exponencial”, temos:

(i)  Uma fungdo f(z) é “continua por partes” no intervalo [0, eo] se esta, em qualquer
intervalo 0 < a < ¢ < b, tiver um ndmero finito de descontinuidade e toda
descontinuidade for de primeira espécie, isto &, se existirem os limites laterais.
Exemplos:

Exemplo 1: A fungio f{#) (onda quadrada) da Figura 4.1. ¢ continua por partes.

f(t)4

|

R S

|
{

Figura 4.1 Gréfico qualitativo de uma onda quadrada.

Exemplo 2: A fungio g(¢) = 1/(t — 5), Figura 4.2, nao é uma fungao continua
por partes.

A9()

v

Figura 4.2 Gréfico qualitativo da fungéo g(t)=1/(t — 5).

(i) Uma fungio ¢ de ordem exponencial se existirem ntimeros ¢, M >0e T > 0
tais que | f(t) < Me™ para ¢ > T (todos os valores de # maiores que um valor
finito de tempo T).

(iii) A condigdo de: f(2) = 0 para £ < 0 é explicita por si s6, mas é comum a falta de
rigor neste requisito. Exemplificando, a fungao f,(z) = cos(w¢) nao ¢é trans-
formdvel porque ela nao é nula para # < 0, Figura 4.3.
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Figura 4.3 A funcéo f,(t) = cos(wt) ndo é transformavel.

Devemos destacar que as trés condi¢es que recaem sobre f{#) nao representam
empecilhos sobre o ponto de vista pritico. Em engenharia, as fungées normalmente
atendem a essas condi¢des, lembrando que o instante admitido como # = 0 ¢ uma
questao de escolha; portanto, a exigéncia de f{z) = 0 para ¢ < 0 nao representa uma
restri¢ao.

Neste livro, quando a T. L. é aplicada a uma fun¢io do tempo, devemos sempre
subtender que ela atende as trés condi¢oes da defini¢ao, mesmo quando nio estiver
explicito no texto. Repetindo, as fungdes que nao obedecem as trés condigdes nao
sdo transformdveis.

E importante lembrar que ao realizarmos a Transformada de Laplace de f{z)
obtemos como resultado F(s), que é uma fungao apenas da varidvel s. Esta afirmativa
pode ser facilmente comprovada através da definigao da T.L., pois, ao resolvermos
a integral em rela¢do ao tempo (equagio 4.1), a varidvel tempo # desaparece devido
a sua substitui¢io pelos limites da integragao que sio 0" e oo.

A Transformada de Laplace pode também ter uma interpretagio gréfica. Neste
caso a fungio F(s) seria a drea calculada de # = 0" aco do gréfico da fungao ¢ f{z)
contra o tempo £ Como a fungio € ¢ adimensional (dimensio de s é 1/tempo),
a fungdo F(s) possui dimensao igual a de f{#) multiplicada pela unidade de tempo.
Por exemplo, se f{2) for pressao expressa em Pa, a unidade de F(s) é Pa seg. (Nota:
Sabemos que o simbolo para a unidade de tempo “segundo” ¢ a letra s, porém, em
dinimica, a letra s ¢ internacionalmente utilizada para representar a varidvel de
Laplace, ficando para a unidade de tempo a abreviatura seg ou sec em inglés).

4.2.2 — DEFINIGAO DA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

A Transformada de Laplace foi definida pela equagio 4.1 como sendo:

ZIHOE[ (e dt 2 F(s) (4.1)(repetida)

Conforme a definicdo, a integragio comega no ponto ¢ = 0", o que significa
que a forma de f{2) para ¢ < 0 nao influencia o resultado da integracao. Por exemplo,
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para todas as fungoes da Figura 4.4, se o cdlculo da integral fosse realizado, o resultado
seria 0 mesmo e isto proporcionaria F,(s) = F,(s) = F(s).

—t
4 A _ 4 A e parat>0
Lf(t)=e f,)=u()e f (=)«
+1 +1 +1 —e parat<0
t t t
-1

Figura 4.4 Trés fungbes que produziriam 0 mesmo
resultado se a integral de Laplace fosse calculada.

Com o objetivo de fazer existir uma tnica f{z) para cada F(s) é que impomos
a condigdo de f{2) ser zero para ¢ < 0. Conseqiientemente, somente a fungdo f,(2) é
transformdvel.

Quando ¢ colocada a condi¢ao de f{z) = 0 para ¢ < 0 para a unicidade, isto leva
a existéncia de uma férmula que nos permite, a partir de F(s), determinar f{z).

f (t) = (Z’_l[F (S)] égli :::Q F (S)e+St ds; paraz> 0 4.7)

em que O, é maior que G da equagio 4.1.

A equagao 4.7 é uma integral de contorno e sua discussao nio faz parte do
escopo deste livro. A determinagio de f{z) usando a equagao 4.7 exige o conhecimento
da teoria de fung¢oes de varidveis complexas. Uma maneira mais ficil de determinar

f(t) é 0 uso de tabelas (vide Apéndice D), construidas através do cdlculo da T. L. de
fungoes, aplicando sua defini¢ao.

O teorema da unicidade garante que, se f{t) for continua, para a fungao f{t)
hd uma e somente uma F(s). Como f{z) ¢ igual a zero para ¢ < 0, entao uma dada
F(s) corresponde a somente uma f{z).

Matematicamente ¢ possivel mostrar que em certas situagdes a Transformada
Inversa de Laplace de uma G(s) pode nio ser tinica. Se g,(2) e g,(¢) nao forem continuas,

mas continuas por partes e de ordem exponencial, entao, se % [gl (t )] =% [92 (t ):|,

g,(2) e 9,(2) s3o essencialmente iguais, ou seja, elas podem ser diferentes somente
nos pontos de descontinuidade.

Felizmente, as descontinuidades das fun¢oes nos problemas de Engenharia nao
correspondem as excegbes matemdticas, portanto, em Dinidmica de Sistemas a unici-
dade ocorre. Por esta razdo, a aplicacio de tabelas para realizar a Transformada Inversa
de Laplace representa um método aceito e amplamente usado.

146



A Transformada Inversa de Laplace ¢ também uma transformagio linear, isto
é, para o e [} constantes, temos:

7z aF(s)+BG(s)|=a £ [F(s)]+ B~ G(s)] (4.8)

4.3 - TEOREMAS DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.3.1 — TEOREMA DA INTEGRACAO

a) Teorema:
E muito comum encontrarmos em tabelas a transformada da funcao integral
definida, que apontamos ser diferente da transformada da func¢ao integral indefinida.

O objetivo aqui é determinar a T. L. da fung¢ao j. f(t)dt, isto é, [J. f t) dt]

Podemos resolver esta transformada aplicando a defini¢io da T. L. e também
a integragdo por partes (Apéndice A, equagio A.20), ou seja:

Judv= uv—Jvdu (4.9)
Fazendo
u=e™ (4.10)
dv= f(t) dt (4.11)
Entao:
du=-se*dt (4.12)
v=[ f(t)dt (4.13)

Usando as equagoes 4.9 até 4.13 e a defini¢do da T. L. obtemos:

[ fetd=[e*[f()dt| +s[[[F@®)d]|eat (4.14)

ou

={[f)at] +s7[[f(t)ct] (4.15)
Agora, definindo:

& (OJr ) = [J. f(t) dt:lt:y; valor da fungio integral no ponto 0*.
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Entao:

ZIHCEIE FS’)+ ) (4.16)

S

que ¢ o Teorema da Integragao

O Teorema da Integracao fica modificado se a transformada for da integral
definida de 0" a ¢, isto é:

ZUO‘ f (t)dt]: Fis) (4.17)

Agora, generalizando a equagao 4.16 para integrais de ordem maior, obtemos:

2 £ ] +Z (+) (4.18)

em que:

CORINIIESRICICON B
O (t)2 £ (t);

A , . .
nek= numeros inteiros.

b) Exemplo:
Determinar a funcao velocidade #(2) de um sistema mola—amortecedor, com
massas despreziveis, Figura 4.5. A for¢a “input” f; ¢ zero e o sistema tem condigio

inicial x(t)| = x(0°).

Figura 4.5 Sistema mola—amortecedor (neste exemplo f, = 0).

Resolugao:
Aplicando a Lei de Newton com o objetivo de equacionar em fun¢io da
velocidade »(2) obtemos:
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Bv(t) + K x(t)=0 (4.19)

Sendo x(2) =j v(t)dt, entdo a T. L. da (4.19) fica:

v(t)dt
BV (s)+K, V(:)J (i ‘0* =0 (4.20)

em que:

V(s) & Z[v(t)]

Organizando os termos vem:

[Bs+ K, V(s)=-Kx(0") (4.21)
Logo
K ) N
R — X0")
v(:;):-KSX(O )=—( B K (4.22)
Bs+ K, S+ES

Na secao 4.2.1 foi dito que:

[unl dade de] _ [unl dade de] y [unl dade de] (4.23)

F(s) f(t) tempo

Entao, se a unidade de »(2) for metro/segundo, a unidade de V(s) é metro.
Verificando 4.22 obtemos:

N/m
unidade | [Nsegdm}x[rn]
[deV(s) ]‘[ 1 }r[ N/m ] [m] (4.24)

seg | [ Nseg/m

Portanto, a unidade de V{s) fica verificada.

Agora, fazendo a Transformada Inversa de Laplace da (4.22), usando a equagio
4.5, obtemos:

K

<z _1[V (S)] =v(t)= ( —% x(0Y) )e ' ; (para ¢ > 0) (4.25)
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Da (4.25) podemos também obter x(#), ou seja:

KS
X(ty=+x(0")e & (para z> 0) (4.26)
na qual observamos que, para ¢ = 0", temos a condigao inicial x = x(0").

Para o caso de x(0") = —1, as funcoes v(2) e x(t) (equagdes 4.25 ¢ 4.26) tém
seus gréficos qualitativos conforme ilustra a Figura 4.6.

AV (t)

Ks
N \ ™
| /
1

Figura 4.6 Grafico das funcdes v(t) e x(t) dadas pelas equagtes 4.25 e 4.26, respectivamente.

t

4.3.2 — TEoOREMA DA DERIVACAO REAL

a) Dedugao do Teorema:

df (t)

O objetivo ¢ determinar a transformada da fungao

Aplicando a defini¢ao da T. L. e a integracio por partes obtemos a T. L. desta
fungao. Neste caso fazemos:

u=f(t) (4.27)
dv=e*dt (4.28)
Entao:
d f (t)
du= dt
o{249)
v=-les 4.30
=S (4.30)

Da integracio por partes obtemos:

Lrwera-[-tr@e | —(—g)ﬁe—s‘[d : f”}“ .
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ou

1), 1, [df®)]

F(s)= . +;r%[ 5 (4.32)
Logo,

ol df(t) .

‘[[m] =sF(s)-(07) (4.33)

que ¢ o Teorema da Derivagao Real.
Generalizando para ordens maiores resulta:
AI0O]=F(-X 1 (0) s (4.34)

FOM)2f (t;

A, . .
n e k£ = numeros inteiros.

b) Exemplo: .
Usaremos a varidvel x e nio #, portanto % [ f(X)] = Jo* f(x) e>*dx=F(s).

Vamos supor que a fungio estdtica f{x) seja uma carga distribuida por unidade
de comprimento que atua em uma viga, Figura 4.7.

O objetivo ¢ determinar ¥(s), que ¢ a transformada de y(x), deflexao da viga
causada pela carga f{x).

y
f(x) = carga distribuida

T
e

viga

Figura 4.7 Viga AB submetida a uma carga distribuida f(x).
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Para uma viga submetida a uma carga distribuida f{x), a Resisténcia dos Ma-

teriais nos fornece a equagao:

d*y(x)

El
dx*

- 1(x)

em que:
E = médulo de elasticidade;
I= momento de inércia de drea da secio transversal da viga;
y = deflexdo estdtica da viga;

x = distAncia ao longo da viga.
Aplicando a T. L. em ambos os lados da equagao 4.35 obtemos:

F
sY(5)-5y(07) -y (07)-sy"(07)-y" (0+)=§
Logo, a transformada da deflexao ¥(s) resulta:

vig Y0 y(0) vy (o) y*(0) 1 F(y)
(S)_ S + &2 + S + & +E s

4.3.3 — TEOREMA DA DERIVACAO COMPLEXA

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Este teorema refere-se a derivagio de F(s) em fungio da varidvel complexa s,

d N\
ouseja: | —F(s) .
J (ds ( ),

Para obter a expressao do teorema fazemos a T. L. da fungio #f(z).

Aplicando a defini¢ao da T. L. vem:
Cf()]= ] e

Como:

d
tf(t)ed=—f(t)—e™
(t) ()

e a varidvel s ¢ independente de ¢, substituindo (4.39) em (4.38) vem:

Z[tf (t)]:—diS T f(t)e™dt
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Logo:

7t f(t)]:—% F(s) (4.41)

que ¢ o Teorema da Derivada Complexa.

Generalizando para ordens maiores (# = 1, 2, 3 ...), vamos obter:

nod”
ds"

[t 1 (1)]=(-1) F(s) (4.42)

em que 7 é um ndmero inteiro (z = 1, 2, 3 ...).

4.3.4 — TEOREMA DO DEFASAMENTO NO TEMPO

A fungio f{t-a) é chamada de fung¢ao defasada porque ela ¢ idéntica a fungio
f(t) a menos do defasamento do intervalo de tempo Az = 2 > 0. A Figura 4.8 ilustra
um exemplo de uma fungio f{# — a) que ¢ a defasada da fungao f{2).

A f(t) Af(t—a)
/\ /\ > /\ /N >
V =\

Figura 4.8 Exemplo de uma fungéo f(t) e a sua defasada f(t — a), para a > 0.

o

A determinagio da transformada de uma fungao g(z) = flt—a) pode ser realizada
a partir da defini¢ao da T. L., ou seja:

G(s):J';g(t)e‘s‘t dt:j; f(t—a)e™ dt (4.43)
Multiplicando a equagio 4.43 por ¢ vem:
e G(s)=| f(t-a)e*edt=] f(t-a)e™™ dt (4.44)

Definindo uma varidvel T como T2 #— a, entio d# = dt, e observando quef(t) =
0 para T < 0, a integral da equagao 4.44 fica:

[ ft-a)e*dt=|"  f(r)e“dr=] f(r)e™ dr=F(s) (4.45)
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Combinando (4.43), (4.44) e (4.45) resulta:

* st @ -as
.[0+ f(t—a)e dt=e™F(s) (4.46)
Lembrando mais uma vez que f{z) ¢ zero para argumentos negativos, entio:
f(t-a)=f(t-a)u(t—-a) (4.47)
em que:
funcio deara 0 parat<a
u u
u(t—a)é[ (;a' eg ]é 1 parat>a (4.48)
unitario

no pontot =a a funcéo ndo é definida.

Portanto, das equagoes 4.46 e 4.47 vem:

Z[f(t-a)u(t-a)]=e>F(s) (4.49)

que € o Teorema do Defasamento no Tempo (chamado de “Delay Theorem”).

Se f{t) nao for igual a zero para argumentos negativos, o teorema ainda ¢ vdlido,
mas neste caso a I. L. de f{z) deve ser entendida como sendo:

F(s)= lim j:f(t)u(t—sz)e-ﬁdt

£,>£,>0

(4.50)

Discussao para melhor interpretar a equagao 4.50 estd desenvolvida na se¢ao 4.7.

4.3.5 — TEOREMA DO DEFASAMENTO EM S

Vamos calcular a T. L. da funcao g(t) =e*f (t), em que 4 ¢ um numero real.

Pela definic¢ao da T. L. temos:
et i]= j: e e f(t)dt = jof e A f(t)dt (4.51)

Logo®

Z[et t(t)] =F (s-a) (4.52)

que ¢ o Teorema do Defasamento em s.

2. Lembrando que, para a convergéncia da T. L., a parte real de (s — 2) ¢ maior que zero.
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4.3.6 — TEOREMA DA MUDANCA DE EscALA NO TEMPO

A mudanga de escala no tempo ocorre quando trocamos # por az, em que a é

uma constante positiva. Nesta situa¢do, a fun¢io f{z) ¢ mudada para f{az) e sua T. L.
fica:

7 [f(at)]= j: f(at)e 3t (4.53)
Definindo:
7, £ at
a5
! a
Entao:
dt=Ldr (4.54)
a - '
e—St —g3n (455)

Da defini¢do de T, vemos que, parat — 0" temos 7, = (0" e parat — oo temos
T, —> oo,

Usando as varidveis T, e s, na equagio 4.53 obtemos:

[t (n)]== j f(r,)e%"dr, _—F(sl) (4.56)

Logo:

,W 1
o[ f (at)]=aF(Z (4.57)

que ¢é o Teorema da Mudanga de Escala de Tempo.

4.3.7 — TEOREMA DO VALOR FINAL

Em algumas situagbes é importante saber o valor final da fungio, isto ¢, que-
remos o valor de f{#) quanto # tende para infinito.

Se a fungdo f{#) é conhecida, o seu valor final pode ser determinado através do
cdlculo do seu limite quando # tende para infinito.

Quando temos somente F(s), o valor final de f{z) pode ser determinado apli-
cando este teorema, poupando o trabalho da realizagao da Transformada Inversa de
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F(s). Contudo, a aplica¢io do teorema tem algumas restricoes matemdticas, ou seja,
o teorema poderd ser aplicado somente se:

(i) flre ( ) sao transformdveis; e

(ii) todas as raizes do denominador de F(5), exceto s = 0, tém as partes reais
negativas.

Se estas condigoes forem atendidas, entao:

limf (t)=limsF (s) (4.58)

t—oo

O teorema pode ser provado usando a T. L. da derivada de f{#) (secao 4.3.2),

fazendo o limite para s tendendo a zero. Entao:

Isi_r)g[ jy[‘;: ]e dt]—llm[ SF(s)-f (0*)]=[ISLTSF (s)]— f(07) (459

Desenvolvendo o termo do lado esquerdo da equagao 4.59 vem:

Isiﬁrg[_[w[gi] ‘S‘dt] j dt—f(t)| [limf(t)]—f(m) (4.60)

Igualando (4.59) e (4.60) obtemos:

limf (t)=lim| sF (s)

t—oo s—0 :l

(4.61)

que ¢ o Teorema do Valor Final.

4.3.8 — TEOREMA DO VALOR INICIAL

Aplicamos este teorema quando temos F(s) e queremos o valor inicial de f{2),
isto é, f1O°).

Tal como no caso do teorema anterior (do Valor Final), este teorema tem as
mesmas restrigdes, ou seja:

. f(t :
i fv) e# sao transformdveis; e
(ii) todas as raizes do denominador de F(s), exceto s = 0, tém as partes reais

negativas.

Se estas condicoes forem atendidas, entao:

156



lim f (t)=limsF (s) (4.62)

t—0" S—>o0

A demonstragao é feita de forma andloga a anterior. Usamos a T. L. da derivada
de fz) e determinamos o limite para s tendendo a infinito.

Sabemos que:

] f
y[‘;t :|=sF (s)- f(0) (4.63)
Entao:
. oldf | & . .
im| [1[ &1 Je at - tim{sF (9-1 0] (4.69

Como a varidvel s dentro da integral independe do tempo, o lado esquerdo da
equagio 4.64 tende a zero, ou seja:

0=lim[sF (s)-f (07)] (4.65)
Como s nio influencia no valor de f{0"), entao:
lim £ (t)=limsF (s) (4.66)

que ¢ o Teorema do Valor Inicial.

4.4 — DIFERENCA ENTRE O OPERADOR D E A
TRANSFORMADA DE LAPLACE

Ambos, o Operador D e a Transformada de Laplace, quando aplicados, realizam

matematicamente transformacoes lineares.

E importante entender que tanto o Operador D como a Transformada de
Laplace sao ferramentas a nossa disposigao.

Em livros, artigos, etc., encontramos freqiientemente a varigvel s da T. L. e
raramente o uso do Operador D. Isto ocorre em razio da enorme quantidade de
trabalhos dedicados a Sistemas Lineares, em que a Transformada de Laplace ¢ preferida.

Em certas oportunidades o uso do Operador D nio ¢ admitido e somente a T.
L. é aceita. Na verdade, devemos entender que estas transformagoes lineares tém
diferentes conceitos. Uma trabalha com fungdes do tempo # e a outra com trans-
formadas que sao fungoes de s.
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Exemplificando, vamos supor um sistema que ¢ um integrador, com condigoes
iniciais nulas, cuja entrada é ¢,(2) = At. A representa¢io em forma de diagrama de
blocos estd ilustrada na Figura 4.9.

g (1) ] g, (1) Q (s) ; Q, (s)

4

»
»

v
4

D S

a) Uso do operador D. b)UsodaT. L.

Figura 4.9 Representacdo de um integrador usando o OperadorD e a T. L.
No diagrama da Figura 4.9a, a entrada ¢,(2) e a saida q,(2) sao fungées do tempo,
. , _A, . 1, . .
isto ¢, q,(2) = At e Qo (t) = Et . O smtemaB ¢ de fato um integrador, pois, por

defini¢ao:
1
o f (t)=jf(t)dt (4.67)

- PRSI . -y
Por outro lado, a fungdo de transferéncia = nao é um integrador, pois s ¢ uma
S

varidvel complexa. A fungio Q,(s) nao ¢ a integral no tempo de Q,(s), mas sim:

Q,(s)= @ (4.68)

em que Q (s) e Q,(s) sao fungdes de s.
Quando fazemos a Transformada Inversa de Q/(s) e Q(s) obtemos

()=~ l[Q (S)] —_t e q(t)=2" [Q S)] = A, e agora podemos observar
que qo( 2) é aintegral de qi( t). Este resultado provoca interpretagao simplista que leva

.. _ L~ 1 .
a admitir a fungdo de transferéncia = como sendo um integrador. De fato, a
S

integraco acaba ocorrendo, mas de maneira indireta, podendo ser constatada
somente quando examinamos as fungdes no dominio do tempo.

Com a existéncia do Operador D e a T. L., o engenheiro tem, portanto, duas
ferramentas disponiveis, ¢ a escolha de uma delas depende do tipo de modelo.

Se pretendermos obter um modelo do tipo 30 (vide Tabela 1.1 e secao 1.7)
que resulta em equagdes diferenciais ordindrias lineares com coeficientes constantes,
tanto o operador D como a T. L. podem ser usadas.
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AT. L. aplicada a um modelo do tipo 30, com condigdes iniciais iguais a zero,
tem a mesma “aparéncia’ de quando usamos o Operador D. Por exemplo, para o
sistema massa—mola—amortecedor, Figura 3.21, a equagao diferencial é:

m¥, + B, + K., = f; () (4.69)

que, colocando em termos do Operador D, resulta:

(mD*+BD+K,) x, = f; () (4.70)
ou, fazendo a T. L. de (4.69), vem:
(ms?+ Bs + K )X,(s)=F(s) 4.71)

Asequagdes 4.70 e 4.71 tém a mesma aparéncia (as condi¢oes iniciais s2o nulas),
porém a primeira tem fungdes do tempo e a segunda, fungdes de .

Apesar de o Operador D e a T. L. serem possiveis quando os modelos sao do
tipo 30, o0 uso da T. L. é muito mais conveniente e, portanto, recomendada. Isto se
deve as muitas ferramentas e técnicas jd desenvolvidas para a andlise ou projeto de
sistemas modelados com a varidvel s de Laplace.

Em adigio ao grande volume de teorias, Laplace representa uma resolugio, pelo
menos, mais “elegante”. Quando escrevemos a equagio caracteristica de uma equagio
diferencial em termos do Operador D, estamos for¢ando uma igualdade “um pouco
estranha”. Visualizando, no caso do exemplo dado (equagao 4.70), a equagao caracte-
ristica seria: mD? + B D + K =0, visivelmente um polindmio em termos do Opera-
dor D. Procurar encontrar as raizes desta equagao pode significar um procedimento
um tanto “nebuloso”.

Saindo dos modelos lineares, quando a modelagem ¢ encaminhada para resultar
em um sistema nio-linear, ficamos impossibilitados de aplicar a T. L., entdo a
alternativa ¢ usarmos o Operador D. Exemplificando, vamos supor que em um
sistema massa—mola—amortecedor (Figura 3.21) a for¢a do amortecedor seja nao-
linear dada por:

F, =-Bx¢sign(%, ) (4.72)
em que:

A
F, = forca do amortecedor sobre a massa ;

coeficiente do amortecedor (constante);

11>

B

%, = velocidade da massa 7z

e a fungo sign(x, ):
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=1 para X, >0
sign (%) £ =0 para %, =0
=-1 para X, <0

A for¢a F deste amortecedor foi modelada utilizando dois termos nao-
lineares: X2 e a fungdo sign(x, ).

A fungdo sign(x, ) é necessdria ao modelo para fazer a inversao do sentido (sinal)
de F, em fungio do sinal de X, pois o termo BX¢ ¢ sempre positivo.

Em razdo dessas nao-linearidades nao podemos aplicar a T. L. & equagao 4.72.
A resolugio deste tipo de problema geralmente é implementada através de métodos
computacionais, em que a forga F ¢ gerada por algoritmo ou através de um diagrama,
conforme ilustra a Figura 4.10.

No diagrama da Figura 4.10, as varidveis nao sao Transformadas de Laplace,
mas sim fung¢des do tempo; portanto, para realizarmos derivagdes ou integragoes
usamos o Operador D.

Produto

Sign (x,) —» F, = -Bx’sign (x,)
Produto —»-------

Sign

Figura 4.10 Diagrama de blocos para gerar F, = -Bx2sign(X,)-

Finalizando a comparagio entre o Operador D e a T. L., concluimos que, para
sistemas lineares, tanto o Operador D como a T. L. podem ser usados, mas a T. L.
¢ preferivel e recomendada. J4 para sistemas nao-lineares, utilizamos somente o

Operador D.

4.5 - TRANSFORMADA DE LAPLACE DE UMA
FUNCAO PERIODICA

Uma fungao ¢ periédica quando ela se repete depois de um periodo 7 ou seus
multiplos #7T (n = 1, 2, 3, ...). A Figura 4.11 ilustra uma fungio f{z) que ¢ periédica
para £ > 0 e igual a zero para £ < 0.
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AT(t)

NN
VAR VA VA

Figura 4.11 Func&o periddica parat > 0.

Matematicamente, uma funcio periédica de periodo 7" > 0 pode ser definida
como:

f(t)= f(t+nT); n=1; 2; 3:... (4.73)

As fungoes periddicas aqui consideradas nao contém impulsos (vide se¢ao 4.6)
nos tempos ¢= 0, T, 2T, 3T,.... Os impulsos podem até ocorrer bem préximos destes
pontos, isto é, em valores de # dentro do intervalo [(n—1)T + 0°] < ¢ < [nT], sendo
n=1,23..cflt)=ft+nT).

Assim, se f{t) atende a essa condi¢ao e as demais exigéncias das fungoes trans-
formdveis, entdao podemos calcular a sua transformada, ou seja:

F(9=] fityeat (4.74)

ou

+0

Fo=[ " foed+[ " fesd+ [ e (4.75)

Considerando que nao ocorrem impulsos nos tempos t=0et=nl,n=1, 2,
3, ..., entao:

jTT:’ f(hyesdt =0 (4.76)

[ foe<d= fea (4.77)
0 0
Logo, a equagao 4.75 fica

FO=] fihedt+ [ ftye*at (4.78)
Fazendo ¢ = T + T, a tltima integral da equagdo 4.78 fica:

= —st o [T —s(7+T)
|, fedi= [ f(r+Te*Pdz (4.79)
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Substituindo (4.73) na (4.79), vem:

j0+ f(r+Te* Pdr=e | L f(r)esdr=eT [ f(1)] (4.80)
Agora, vamos definir uma fungo f;(z) da seguinte forma:

=f(t) paa O0<t<T
f.(t)= _o |paa t<0 e
7 |paa t>T

Pela definigdo, ¢ evidente que f,(2) € igual a f{2) somente no primeiro ciclo e
igual a zero para os demais valores de # Para o exemplo de f{z) periédico dado na
figura 4.11, f,(t) seria conforme mostra a Figura 4.12.

AT (D)

Figura 4.12 Funcéo f () extraida da fungéo f(t) da Figura 4.11.
Se f{t) é transformdvel, entdo f,(t) também serd e sua T. L. fica:

Fr(9)= ] fMedt=] fe (4.81)

A equagao 4.81 corresponde a primeira integral da (4.78). Logo, substituindo
(4.80) e (4.81) na (4.78) obtemos:

F(9=F.(9+e°F(5 (4.82)
Entao:
_ F(s)
Fe) == (4.83)

que é a equagao para cdlculo da T. L. de uma fungao periddica.

E importante destacar o cuidado que devemos tomar com a equagio 4.83.
Quando encontramos o denominador 7 — ¢~7, a transformada inversa de F(s) s6 serd
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periddica se o numerador (coeficiente de 1/(1 —e*7")) tiver uma transformada inversa,
funcao do tempo, igual a zero para ¢ > T. Se esta condi¢ao nao for satisfeita, a equagao
4.83 nao pode ser usada para encontrar a transformada inversa.

4.6 — FUNCAO DEGRAU, FUNCAO IMPULSO E
SUAS TRANSFORMADAS

4.6.1 — FuncAo DEGRAU
a) Definicao:
A definigao de #() jé foi apresentada na se¢ao 4.2.1 e a de #(¢ — a) na se¢ao 4.3.4.
Nesta se¢ao pretendemos ampliar o estudo da Fungao Degrau, e iniciamos
repetindo sua defini¢do, ou seja:
1 para t>a
utt—a)=J0 para t<a
no pontot =a, a fungdo néo € definida.
Quanto 4 = 0, temos a fun¢ao #(z). E a fungdo #, (¢) é dada por:
u,(t)= lim u(t-¢,)
§§;>91>0
em que €, ¢ o limite inferior da integral da T. L. (g, = 0").
Na Figura 4.13 estao ilustradas as fungdes #(z — a), u(t) e u (2).

Au(t—a)

1f------- — .

- v

[ )

Au(t)

I 4

Au ()

1 - [E——
(e,tende a zero e g,> €, > 0)

t

:
g g

Figura 4.13 Grafico das fungdes u(t — a), u(t) e u,(t), sendo: g = 0* e a > 0.
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Observamos através dos graficos que os valores destas fungées no ponto 0 sao:
u(t —a)‘ =0; (paraa>0)
O+

uo) -1 (4.84)

u.(1)], =0

b) Fungoes com a fun¢ao degrau:

Dentre os diversos aspectos importantes da fungao degrau estd a sua utilizagao
para gerar fungdes transitérias. Por exemplo, os pulsos da Figura 4.14, p (2) e p,(2)
podem ser escritos:

p,(t)=5u(t—2)-5ut-4) (4.85)
p,(t)=3(t—1)ult—1)—3(t— 2)u(t — 2) - 3u(t - 2) (4.86)
Api () 40D, ()
R —_— 3

—~y

0 1 2 3 4

t

0 1 2 3 4 5
Figura 4.14 Gréfico das fungdesp, (t)=5u(t —2)-5u(t—4) e
p,(t)=3(t —-1)u(t -1)-3(t —2)u(t —2) - 3u(t - 2).

Outra maneira de entender a Fung¢ao Degrau Unitdrio #(x) seria através do
seu argumento; neste caso, o argumento ¢ igual a x. Se o argumento for maior que
zero, a fun¢io ¢ igual a I; se for negativo, a fungio ¢é zero. Desta forma, a funcio
u(a — t) tem o gréfico “rebatido” ou “espelhado”, conforme mostra a Figura 4.15.

Au(a-t)

1

v

0 a t

Figura 4.15 Gréfico da funcédo u(a —t).

Esta fungdo #(a — t) ndo ¢é transformdvel, pois nio tem seus valores iguais a
zero para t < 0.
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Supondo o caso com a < 0, por exemplo, a fungdo #(=5 — 2), tem o seu gréfico
conforme a Figura 4.16

u(-5-t)

-5 0l t
Figura 4.16 Gréfico da fungdo u(-5 —t).

Este tipo de fungio degrau #(a — #) (com o tempo negativo) pode também ser
usada para gerar transitério. Por exemplo, as fungoes p,(2) e p,(¢) dadas pelas equagoes
4.85 e 4.86 poderiam ser escritas:

p,(t)=5u(t—2)u(4-t) (4.87)

p,(t)=3(t—1)u(t —1)u(2-t) (4.88)

As fungGes p (¢) e p,(¢) dadas pelas (4.87) e (4.88) produzem os mesmos grdficos
da Figura 4.14. Porém, em termos de dificuldade para a obtengio das suas trans-
formadas P ,(s) e P,(s), ¢ muito mais fdcil e conveniente transformar as funges das
equagoes 4.85 e 4.86. Nestas, p,(2) e p,(¢) s3o geradas por meio de uma soma de
fungdes, em que cada parcela ¢ o produto de fun¢des com o mesmo argumento.
Portanto, cada parcela pode ser facilmente transformada usando o Teorema do
Defasamento.

Por outro lado, determinar P,(s) e P,(s) partindo das equagoes 4.87 ¢ 4.88
exigird a aplicagdo da defini¢ao devido aos produtos de fung¢des com argumentos
diferentes. Portanto, recomendamos nao gerar fung¢oes transientes usando produtos
de fung¢des com argumentos diferentes, conforme mostram as equagoes 4.87 ¢ 4.88.

¢) Transformada de Laplace da Fun¢ao Degrau:
O objetivo aqui é determinar as transformadas das fungoes u(z— a); u(?) e u (2).
Aplicando a defini¢do temos:

— st

%[u(t - a)] = Jc: ut—a)e dt = J: eddt= [—e?]:, paraa > 0° (4.89)

entao:

—as

ut-a)]="2

(4.90)
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Para u(¢) vem:

%[u(t)]:j;ua)e‘“dt=[—e?]; =—§(0—1) (4.91)

entao:

7 [u®)]= i (4.92)

Por tltimo, a T. L. de « () é:

Z[u,(®)]=lim j: ult—e, e dt (4.93)

£,>0"

Da (4.90) obtemos:

- g
P _ 4.94)
Zu ()] iI;g{} . (
Logo:
(o2 1
|u, (t)]:g (4.95)

4.6.2 —"FuncAo” IMPuLsO

a) Defini¢ao:
A “fun¢ao” impulso unitdrio (fun¢do Delta de Dirac) ¢ definida da seguinte
forma:

"Fungdo"| |6(x-a)=0; para x#a

impulso |24 .. 0
P j §(x—a)dt=1; para{gé (4.96)
unitério ae >0

Graficamente, podemos representar a “funcio” impulso (¢ — 2) conforme
mostra a Figura 4.17.

Dentro de rigor matemdtico, o impulso unitdrio nao ¢ uma fungio, pois para o
tinico valor em que o impulso nao ¢ zero ele nao tem valor definido. Apesar de nao
estar rigorosamente correto sob o ponto de vista matemdtico, ele tem enorme utilidade
dentro da aplicagao da teoria da transformada nos estudos da dinimica de sistemas.
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A5 (t-a)

»
»

a t

Figura 4.17 Representacgdo grafica do impulso §(t — a).

Um procedimento que poderia ser utilizado para visualizarmos um impulso
unitdrio seria o processo de limite. Por exemplo, para o pulso p(x — ) dado na Figura
4.18, o impulso unitdrio seria “obtido” através do limite de & tendendo a zero. Assim:

5(x~2)=lim p(x—a) (4.97)

Ap(x—a)

Fungéo pulso

(b)|----------

Area =1

(@-b/2) a (a+bi2) X

v

Figura 4.18 Fungao pulso p(x — a).

Conforme podemos observar pela Figura 4.18, se & tende a zero, a definigao
dada para o impulso unitdrio (equagao 4.96) fica ilustrada.

Adicionalmente, vamos definir também as fungoes 8(z) e 0, (2).

A fungio impulso 9(2) é a fungdo O (¢ — a) quando a é zero. Neste caso, o
impulso ocorre quando # = 0, Figura 4.19a.

Por sua vez, a fungio 6 (2) ¢ definida:
S5, (t)= lim &(t-e¢,)
£,>,>0

em que €, €0 limite inferior da integral de Laplace, isto ¢, g=0.
A Figura 4.19b ilustra a fungao 6 ().
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(1) 3. (1)

~v

ol t ol & s
(0——¢,)
a) Fungéo J(t) b) Fungéo J,(t)

Figura 4.19 Representacdes gréaficas das fungdes 6(t) e 6 .(t).

b) Integracao com Impulso:
A integral da multiplica¢o de uma fungio f{x) pela fun¢ao impulso é um
resultado importante e de grande utilidade.

Vamos considerar uma integral definida de tal forma que o impulso ocorra
dentro dos limites de integracao:

[ £(x)8(x-a)dx sendo b<a<c (4.98)

Como a fun¢ido impulso € igual a zero para todos os valores de x diferentes de
a, o intervalo de integragao pode ser modificado e a equagao 4.98 reescrita da seguinte
forma:

[0 f(08(x-a)dx=["" f(x)8(x-a)dx;e >0 (4.99)

em que € pode ser feito tdo pequeno quanto se queira.

Se flx) for continua no ponto x = a, Figura 4.20, a sua varia¢ao no intervalo
de integragdo torna-se muito pequena se € — 0. Portanto, fazer € ser bastante pequeno
¢ equivalente a fazer a func¢ao f{x) no intervalo de integragao ser tao préxima da
constante f{a) quanto se queira. Logo, podemos escrever:

[ b ) 8(x—a)dx=lim [ () 8(x— a)ax = f(a) | 5(x— a)dx (4.100)
£>0
A (X)
d(x—a)
f(a)
f(x)
0 a =x

Figura 4.20 Exemplo das fun¢@es: f(x) e 8(x — a).
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A integral‘[:jeg 0 (x—a) dx da equagdo 4.100 é exatamente igual a 7 (4rea uni-

tdria da fungio impulso), independentemente do tamanho de € > 0, portanto:
[, F(x)8(x-a)dx=f(a); b<a<c (4.101)

¢) Transformada de Laplace da Fungao Impulso:

Fazendo as seguintes consideragoes: a varidvel independente x da equagao 4.101
ser o tempo; a fungao f{x) ser igual a e e os intervalos de integracao serem 0" e oo;
entdo, a T. L. da fungio impulso 8(z —n) resulta:

Z[é(t—n)]:j;e‘s‘5(t—n)dt:e‘5’7; n>0 (4.102)
ou
Z[8(t-n)]=e™; n>0 (4.103)

Fazendo M bastante pequeno resulta:

LL@%[S(t—n)J;%[& (t)]=1 (4.104)

n>0"

E importante observar que, para § (#), temos 1] > 0, portanto o impulso ocorre
dentro do intervalo de integragao da T. L. (de 0" a e0). No caso de 1 ser nulo (1 =
0), o impulso 6(2) ocorre fora do intervalo de integracao da Transformada de Laplace.
Isto significa que a T. L. de 6(2) ¢ diferente da T. L. de § (2), ou seja:

“[8(t)]=0 (4.105)
porém, da (4.104):
6. ()]=1 (4.106)

Gragas a simplicidade da Transformada de Laplace da fungio 6 (), a equagao
4.106 tem utilidade importante nos estudos da dinimica de sistemas.

d) Relagao entre o Impulso e a Fungao Degrau:
A fun¢ao degrau unitdrio pode também ser definida através da fung¢ao impulso
unitdrio, ou seja:

0 parat<a
1 parat>a

u(t—-a)= J'OtS(t—a)dt ={ (4.107)
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O que nos leva a escrever:

d — _
au(t—a)_5(t a) (4.108)

: d . o .
Aqui o simbolo o ¢ usado de forma representativa porque o limite implicito

da derivagdo nao existe no ponto de descontinuidade.

A Figura 4.21 ilustra graficamente estas duas fungoes.

A5 (t-a)

0 a t
Au(t-a)

(TR —_—
0 a t

Figura 4.21 Representagdo grafica das fungdes 3(t — a) e u(t — a).

Sendo a “derivada” da fungdo degrau igual a fungao impulso, devemos indagar
a respeito da validade em aplicarmos a estas “fun¢oes” a férmula da T. L. da fungao
diferenciagio, equagio 4.33. A resposta é que a equagio 4.33 ¢ também vdlida para
estas “fungoes”.

Vimos que % [u(t — a)], equagio 4.90, aqui repetida é:

—as

o [u(t B a)] _e (4.90) (repetida)

Entdo, aplicando o teorema da derivagio real, equagio 4.33, e utilizando as

(4.84) e (4.90) resulta:

L= (4.109)

(%[(m(:ﬂ_a)}zs(%[u(t—a)]—u(t—a)

Sendo a T. L. de (¢ — a) igual a e™, entdo da equagdo 4.109 vem:
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[W] =7[8(t-a)] (4.110)

Este resultado demonstra a aplicabilidade da equagdo 4.33 e certa coeréncia
em relagdo a equagao 4.108.

Podemos verificar também a aplicagao da equagdo 4.33 para as derivadas de
u(t) e u ().
Repetindo a (4.33):

fdf(t .
/[ dt( )}sF(S)— f(0") (4.33) (repetida)
Para f{¥) = u(t) temos:
| du(t ,
%[df)}:sg[u(t)]—u(t)y (4.111)

Cornoa%’[u (t)] = 1 e u(t)‘0+ =1 (equagdes 4.92 ¢ 4.84), a (4.111) resulta:
S

Z[dl;t(t)} [S] 1=0 (4.112)

Das equagoes 4.105 e 4.112 constatamos que:

z[dl;t( )} <[8(1)]=0 (4.113)

Mostrando coeréncia na igualdade:

Agora, usando a (4.33) para f{2)= u (t), entdo:

%’[du;(t)}:s,%’[m (O)]-u, ()], (4.114)

at

Comof/é’[u+ (t)] =i eu, (t) ot

d[d“dt(t)] [S] 0=1 (4.115)
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Das equagoes 4.106 e 4.115 podemos escrever:

Mostrando coeréncia na igualdade:

dt

[%{95i9]=%{54Q]=1

du, (t) _
T =60

e) Transformada de Laplace da Derivada da Fun¢ao Impulso:

Pode parecer estranho falar na derivada da fun¢ao impulso,

porém ela tem uso na resolugio de problemas.

(4.116)

%m‘)" (t—a),

Para visualizar como seria &'(# — ) vamos gerar a fungio impulso 8(z — a) por
meio de um pulso tipo triangular f}; () dado na Figura 4.22a. A Figura 4.22b mostra

f;( z), derivada do pulso.

Considerando a fungao da Figura 4.22b, se fizermos & — 0, podemos dizer

que:

limf,(t)=5'(t-a)

(4.117)

As funcbes da Figura 4.23 representam as fung¢oes-limite da Figura 4.32.

1/b

Af ()

1/b°

~v

-1/b

b) Derivada do pulso triangular

Figura 4.22 Graficos do pulso triangular fp(t) e da sua derivada f’p(t).
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Ad(t—a)

~V

A8 (t—a)

~V

v

Figura 4.23 Representagdo grafica das fungdes 8(t — a) e &(t — a).

AT. L. da derivada da fungao impulso, 6’(¢ — a), pode ser calculada através da
defini¢ao da T. L. e de integragao por partes. Repetindo a férmula geral da integracio

por partes:
Judv =uv— _[vdu
e fazendo
u=e*
dv=25'(t—a)dt
Entao:
du=-se*dt
v=9(t—a)

Aplicando a defini¢ao da T. L., considerando 4 > 0, obtemos:

8 (t-a)]= jof e 98 (t—a)dt=[e5(t-a)]

- « —st
) + sj‘y o(t—a)e " dt

Logo:
8 (t-a)]=sz[(t-a)]=s€*"; paraa >0

Generalizando para ordens maiores, vamos obter:
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Q%[(s(n) (t —a)] =s"€ | (para a > 0) (4.125)

em que:
d"é(t—a)
dt"

Na Figura 4.24 estao ilustrados exemplos de pulsos, p(t—a), p’(t— a) e p™(t— a), que
no limite, fazendo & — 0, obterfamos a representagio de 8 (1 —a), 6t —a) e 6”(¢ — a).

5 (t-a)2

A=Ay Area total = 1

Y1, ¥, € Y5 S80

polinémios
12b=A/2 |----=---==f--------- de grau =2
Yi / ¥s
a-b a a+b t
Ap(t—a)

2/b°

-2/b

Ap’(t-a)
4/b° f----

Area liquida = 0

a-b a a+b

(a—b/2) (a +b/2)

O

Figura 4.24 Representacéo gréfica das fungdes &t — a), §(t —a) e §'(t —a) se b — 0.
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4.7 — CONDICOES INICIAIS

4.7.1 — INTRODUCAO

A Transformada de Laplace ¢ admitida como uma ferramenta matemdtica fécil
e acessivel, com excegao de certos detalhes na origem. Interpretacoes falhas quanto
aos problemas na origem podem proporcionar resultados errados. Portanto, hd
necessidade de realizar um estudo das fun¢oes e da transformada na regiao da origem.

Devemos iniciar este estudo salientando que as solugoes de equagoes diferenciais
obtidas através da T. L. nao sao exatamente iguais as solugoes obtidas pelo método
cldssico. Elas sao idénticas somente para t > 0', sendo, portanto, diferentes para
t < 0. Por exemplo, suponha a equagio diferencial

T—+x=0
a@ (4.126)
Com Condicéo Inicial (C.1.): x(0)=1

Resolvendo a equagdo 4.126 pelo método cldssico obtemos:
x=e'" (4.127)
enquanto que por Laplace:
x=e""u,(t) (4.128)

A fungdo # () aparece multiplicando a exponencial para que x(2) seja trans-
formdvel (x = 0 para # < 0), para que as descontinuidades da origem caiam dentro
do intervalo de integra¢ao daT. L., e, por dltimo, para dar condigoes a aplicabilidade
dos teoremas.

Conforme podemos observar na Figura 4.25, estas funges sao idénticas para
t > 0", porém sao completamente diferentes para t <O0.

\A ft)=e"” Af,(t)=u, ()"
1 1

0 t o\ t

g,>(0)>0
(g, tende a zero)

v

Figura 4.25 Gréfico das fungbes: f, = e e f, = u,(t) e~
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Diante destas considerages, aparece a seguinte questao: como a equagio 4.128
pode ser solugao da equagdo 4.126 se ela nao satisfaz a Condi¢ao Inicial? De fato,
rigorosamente, a fungio dada pela equagao 4.128 nao ¢ solugao da equagao 4.126.
Esta verdade matemdtica é incontestdvel porque, matematicamente, as equagoes
diferenciais sio expressas em termos de # variando de —co a + oo . E neste ponto
que o bom senso do engenheiro deve estar presente. A este interessa a solugao para
¢ maior que zero, e aquela solucio dada pela equagao 4.128 ¢ vélida para # variando
de 0" a + oo . Se de fato for exigida a solugdo para ¢ exatamente igual a zero, devemos
lembrar que as solugbes (respostas) e as varidveis de problemas reais variam de forma
continua, portanto podemos admitir que:

x(0)=x(0) (4.129)

4.7.2 — ConvERSAO DE UM ProBLEMA com ConDICOES INICIAIS
DIFERENTES DE ZERO A UM coMm CoNDICOES INIclAls |GuAls A ZERO

A conversio de um problema com condigdes iniciais diferentes de zero a um
com condigoes iniciais iguais a zero ¢ feita adicionando impulsos e suas derivadas a
fungio de entrada.

Suponha, por exemplo, a seguinte equagao diferencial:

d®y d?y
+
A3dt3 AZdtZ

com condigoes inicias diferentes de zero e considerando o campo onde # > 0.

+ %w y="f(t) (4.130)

Iniciando a conversao, vamos definir uma fungio y,(2) da seguinte forma:

Y1) 2y (t)u, (t) (4.131)
em que, conforme j4 visto na se¢io 4.6.1:
u (t)£limu(t-e;) (4.132)
g,>¢ >0 (4.133)
7 2lim([” -t
s [f()] lim| f(t) e (4.134)

A interpretagao das equagdes 4.132, 4.133 e 4.134 ¢ importante, pois o degrau
da funcao u (t) ocorre depois do limite inferior da T. L., vide Figura 4.13, secio

4.6.1.
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Para evitar a discussao sobre qual seria o valor da fungao no exato instante de
t = 0, nés admitiremos que o seu valor seja igual ao limite da direita para # — 0.
Assim, todas as condi¢oes iniciais serdo interpretadas desta forma, como sendo o
limite do lado direito, escrito f{0") para a func¢ao f{z). Portanto, definimos que f{0)
= f(0").

Diante destas colocagdes, para a fungio y(#), solugao da (4.130), podemos
considerar:

¥(0")=y(e) = ¥(0) = y(e;) (4.135)
como condigao inicial de y(2).

Quanto a fungdo y,(2), como no ponto ¢ = 0" = €, a fungio u (0") é zero, entio:

¥ (07) =y, (e1) = y(&,)u, (£,)=0 (4.136)

Estendendo esta consideragao para as derivadas de y,(z), concluimos que as
condigbes iniciais de y,(2) sao zero.

Agora, aplicando a regra da cadeia, a derivada da equagao 4.131 fica:

dy, _dy
9t dt u, (t)+y(t)d, (1) (4.137)

O segundo termo do lado direito da equagao 4.137 ¢ multiplicagao de uma
funcdo pela fun¢ao impulso. A multiplicagio de uma fungio pela fung¢ao impulso
nao segue as regras ordindrias da multiplicagao, por isso necessita ser definida. Esta
operagio ¢ definida da seguinte maneira:

f(t)-6(t-a)2f(a)d(t-a)a>0 (4.138)
Portanto, quando o produto de uma fun¢ao comum pela fun¢ao impulso

aparece, este deve ser imediatamente interpretado como dado acima (equagao 4.138)
antes de qualquer operagdo subseqiiente.

Por outro lado, a multiplicagio de uma fungio pela fungao degrau segue as
regras comuns da multiplicagdo.

Desta forma, aplicando esta defini¢ao de multiplica¢ao a (4.137) e derivando
para ordens maiores, resulta:

dy, _dy .

Wzam(tﬁ y(0")8, (t) (4.139)
d’y, d’ dy S
W=Wu+(t)+a(0 )8. (t)+y(07)5", (t) (4.140)
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%:gtz u (H)+ x y(0+)5 (t)+ (0+)5 (t)+y(07)8", (t) (4.141)

Agora, multlphcando as equagoes 4.131, 4.139, 4.140 ¢ 4.141, respectiva-
mente, por A, A, A, e A,, e efetuando a soma destas, resulta:

d’y,  , d’y y1 dy d’y ,dy
+ + + +A—+ u, (t)+
A3dt3 Azdt A'L A= %dﬁ AZdt2 A"dt Ay |u. (1)

+ [, () + [ ]6'+(t)+[ ...... 16", (t) (4.142)

Sendo o primeiro termo do lado direito da equagdo 4.142 igual a f{z) (vide
equagio 4.130), entio:

d? d? d
A dt321+A2 dt{l+Al yl+A) y,=f(t)u, (t)+

+[Ay(0)+A y(07)+A Y (07)]5 (1) + (4.143)
+[ A y(0 )+ A Y(07)]6. (1) +[ A y(07)]6"., (1)

Esta equagdo tem todos os seus termos facilmente transformdveis, sem pro-
blemas na origem, e todas as suas condiges iniciais sao nulas. Comparando com a
equagao diferencial anterior vemos que as condi¢des iniciais da (4.130) foram substi-
tuidas por fungdes excitadoras formadas por impulsos e suas derivadas.

Note também que as fung¢6es excitadoras f{H)u (2); [...]5 (¢); [...]6 (t); e, [...]6(2)
tém inicio e/ou ocorrem no tempo ¢ = €,, portanto apds o limite inferior (¢ = 0" =

€,) da Integral de Laplace.

A interpretagio fisica da conversio de um problema com condigbes iniciais
diferentes de zero a um com condiges iniciais iguais a zero é melhor entendida através
de um exemplo. Suponha o sistema mecanico dado na Figura 4.26, uma massa M
sobre um plano sem atrito.

f(t)

Figura 4.26 Sistema mecanico composto de uma massa M sobre um plano sem atrito.
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Sejam as condigoes iniciais (C. I.) da massa iguais a:

o 1¥O=% ‘i
T x(0)=v, (4.144)
Aplicando a Lei de Newton a massa M, temos:
d?x
f=M—
FTe (4.145)

Agora, fazendo x, (t) £ x(t) u, (t) e utilizando o resultado expresso na equagao
4.143, vem:

M= (O O+ M W3, (0 +M % 8, (1) (4.146)

Como esta equagao é linear, o principio de superposigao pode ser usado (vide
secao A.4.4, Apéndice A). Isto significa que a resposta total ¢ igual 2 soma das
respostas individuais em razao de cada uma das entradas. Desta forma, podemos
analisar separadamente a influéncia de cada uma das entradas.

Considerando como entrada somente a forga igual a M v, d, (), entdo (4.146)
fica:

M % =My, d, (t) (4.147)

Logo:
% =v,6, (t) (4.148)
Os comportamentos das fungdes %,,% e X, na origem podem ser visualizados

através da Figura 4.27.

Agora, analisando a outra forga, isto é, considerando como entrada somente o
termo M X, 6, (t), a equagdo 4.146 fica:

M %, =M x, 5. (¢) (4.149)
Os comportamentos das fungoes ¥, %, e X, na origem podem ser visualizados
através da Figura 4.28.

Conforme pode ser observado nas Figuras 4.26 e 4.27, o efeito das fungoes
impulso e sua derivada ¢ a transferéncia instantinea de uma espécie de “condicio
inicial” ao corpo.
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Forga = Mv,d.(t)

Area = My,
} >t
ol e
j—>
X
Area = v,
} > t
0l =
i !
X, A
Vo b ot [
1
1
1
|
1
f >t
0 e
:Q—PI
X, A A velocidade mudou instantaneamente de zero
para v,, mas o corpo ainda ndo se moveu
porque o intervalo de tempo decorrido € e —0
1
1
1
/
p t
0 €

Figura 4.27 Comportamento das fungdes X,,X; e X;
na origem quando a forca de entrada é igual a M v, 6, (t)
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A Forga = Mx,0.(t)
Mx,/b? 7

v
—_

(b tende a zero)

—Mx,/b? |- -

X,/b* )

b > t
—xg/b?} - - K
X &
Xf/bt--g-- :L
U > t
2b
X A
Xol -
s > t
1 2b

Figura 4.28 Comportamento das fungdes X, X, e X;

na origem quando a forga de entrada é igual a MX, 5: (t)

4.7.3 — MeEtopo PARA TRATAR CONDICOES INICIAIS

O método ¢ aqui estudado através de um exemplo. Seja o circuito da Figura
4.29, onde desejamos determinar e (2), com a carga inicial do capacitor igual a zero
e sendo a entrada a fun¢io degrau, isto ¢, e, = u(t) volts.
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Figura 4.29 Circuito elétrico utilizado para estudo de condic¢des iniciais.

Adotando as mesmas hipéteses consideradas na modelagem do circuito da Figura
3.11 (Capitulo 3, segao 3.3.4), podemos utilizar a equagao 3.45. Assim, obtemos a
equagao diferencial:
de de

T1F+%:K|:TZW+Q:| (4.150)

em que:

(2RRC
R+R,

RC
KA Rz

R+R
A literatura discute alguns métodos para a determinagio do valor de e,(0") que
sdo relativamente complicados e também nio sao préticos. Em razao desses pro-
blemas, um outro método ¢ geralmente preferido e recomendado. Este se baseia na
seguinte consideragdo: O limite inferior da T. L. e as Condigoes Iniciais ocorrem
antes que a entrada seja aplicada.

1>

T2

Obedecendo esta instrugdo, o grifico da fungdo entrada e,(z) deste exemplo
deve ser o ilustrado na Figura 4.30.

e(t)

T

0 g

~V

ol €

Figura 4.30 Grafico da fungdo € (t) = u(t —&,), comeg, > ¢ e g, —0.

Para aplicagbes em engenharia, esta diferenga infinitesimal quanto ao inicio
da fungao entrada é completamente desprezivel. Porém, sob o ponto de vista da
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aplicacdo da T. L., tal artificio traz beneficios considerdveis, tanto em termos de
facilidade no manuseio das equagdes como em termos de compreensao dos problemas
na origem. Assim, aplicando a T. L. & equagdo 4.150 obtemos:

7,5E,(5)-7,8(07)+E,(s)=K 7, SE (5)-K7,8(0")+KE(S)  (4.151)
Como a carga inicial do capacitor ¢é igual a zero, das Figura 4.29 e 4.30 vemos

que € (O+ ) =0 e que e, (O+ ) =0 também. Entdo, a equagio 4.151 fica reduzida a:

1 K
7,5E (s)+E(s)=(K Tzs)g+g (4.152)
Sendo KT, = T, esta equagdo pode ser reescrita como:
7,5+ K
(1,5+1)Ey(s)=—2 (4.153)
que resulta:
7,5+ K
E,(S)=—"——
()= Siese ) (4.154)

Para obtermos e (2) realizamos a transformada inversa de Laplace, assunto da
proéxima segao.

4.8 — INVERSAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.8.1 — INTRODUCAO

Basicamente existem trés métodos para realizar a transformada inversa:

(i)  aplicagdo da defini¢do da transformada inversa;
(i) métodos computacionais; e

(iii) uso de tabelas.

Raramente a defini¢ao da transformada inversa de Laplace, equagdo 4.7, é
utilizada.

Quanto aos métodos computacionais, estes usam “softwares” aplicados, e as
suas descrigoes nao fazem parte do escopo deste livro.

A metodologia aqui aplicada refere-se ao uso de tabelas. Assim, para realizar a
transformada inversa de F(s) a fim de obter a fun¢ao f{#), utilizaremos tabelas da T.
L. Muitos manuais daT. L. contém grande quantidade de pares de fun¢ées do tempo
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e as suas transformadas. No Apéndice D hd uma tabela prdtica e ttil para o estudo
de Dinimica.

No caso de ndo termos em maos uma tabela vasta de transformadas e sim uma
tabela modesta, algumas operagdes tornam-se necessdrias para que possamos realizar
a inversdo de F(s). E para esta situagao que as consideracoes abaixo estdo descritas.

4.8.2 — PROCEDIMENTO PARA EXECUTAR A INVERSAO UsaNDO TABELAS

Para sistemas lineares cujo modelo obtido ¢ uma equagao diferencial ordindria
com coeficientes constantes, a fun¢ao F(s) que queremos inverter é sempre uma fragao
em que o numerador NV(s) e o denominador D(s) sao polinémios em s, excetuando
0 caso em que existem termos de defasamento ¢™. Estes termos sio facilmente
resolvidos com a aplica¢io do teorema do Defasamento. Entao, temos F(s):

F(s)= ';8 (4.155)

em que:

N(s) = polindmio em s correspondente ao numerador de F{(s);

D(s) = polindmio em s correspondente ao denominador de F{s).

O procedimento para executar a inversao pode ser resumido da seguinte forma:

(i)  Preparacao do denominador D(5):

Se o primeiro coeficiente de D(s) (o relativo & maior poténcia de s) ndo for
igual 2 unidade, divida o numerador N(s) ¢ o denominador D(s) pelo valor deste
primeiro coeficiente.

(ii)  Se o grau de N(s) for maior ou igual ao grau de D(s):
Se N(s) tiver grau maior ou igual que D(s), divida N(s) por D(s) para obter:

uma “fragdo apropriada” + outros termos.

O grau do numerador desta “fragao apropriada” seguramente serd menor que
o grau do denominador.

(ii1) Fatore D(s):

Para fatorar D(s) use as raizes do polinémio D(s), que poderdo ser reais e/ou
complexas. Para facilitar a determinagio das raizes, use o MATLAB, conforme
descrito no Apéndice B, se¢ao B.6.2.

(iv) Faga a expansdo em fragbes parciais:
Outros métodos, como Método dos residuos e Método grifico, poderiam ser
utilizados, porém o da fragdes parciais é o recomendado.
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Nesta segao é apresentado o processo comum para realizar a expansio, e este é
geralmente trabalhoso. Esta tarefa pode ser desenvolvida mais facilmente usando o
MATLAB, conforme explicado na se¢ao B.8, Apéndice B.

(v)  Utilize tabelas para obter fz).
Ap6s obter F(s) em fragdes parciais, procure a correspondente fungao do tempo
para cada fragdo.

4.8.3 — EXEMPLOS

4s* +32s% +98s® + 1165+ 38

1. Exemplo 1: Obtenha f{#) sendo F(s)= 5+ 12 + 225 1 12
S +12S + 245+

Resolugao:

A fragdo de F(s) mostra-nos que o primeiro termo do denominador é 27,
portanto, o coeficiente da maior poténcia de s do denominador nao ¢ igual a 1. Por
esta razao, o primeiro passo é dividir ambos, numerador e denominador, por 2. Assim
obtemos:

_ 25 +16 5+ 4957 + 585+ 19 (4.156)
S’ +6s°+11s+6

F(s)

Em seguida, como o grau de N(s) é maior que o grau de D(s), temos de dividir

N(s) por D(s), ou seja:

2s" +165° +49s” +58s5+19 | ° +65” +115+6
_ 4_ 3_ 2_
2S 3125 2225 12s 26t 4 (4.157)
0+4s’ +27s" +46s+19
—4s’ — 245" —44s- 24
0+3s’+2s-5

Logo, da (4.156) e da (4.157) podemos escrever:

3> +2s-5
Fls)=2s+4+ 4158
(®) s*+65° +11s+6 (4.158)
Entao, da linearidade vem:
/ / , 38’ +2s-5
LHF(s)|=~% 2s+4]+ < 4.1
[F)] [ ] [53+652+115+6} (4.159)

A transformada inversa de (25 + 4) pode ser obtida diretamente da tabela do
Apéndice D, pares nimeros 1 e 2, isto é:
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Z Y 2s+4]=25" (t)+46.(t) (4.160)

35’ +2s-5
S’ +6s*+11s+6

Agora, para calcular £ [

] precisamos fatorar o denominador

e expandir a fragao em fra¢des parciais:
Calculando as raizes de D(s) = 0, ou seja, de s + 65° + 11s + 6 = 0 obtemos

7"1=—],7'2=—267'3=—3.

Portanto, podemos escrever que:
(s°+65 +115+6) =(s+1)(s+2)(s+3) (4.161)
ou, para o cdlculo da transformada inversa:

3s+2s-5 3+2s-5 A . B s C
$°+65°+11s+6 (s+1)(s+2)(s+3) (s+1) (s+2) (s+3) (4.162)

em que A, B e Csao os numeradores das fragdes parciais.

Para determinarmos A, multiplicamos ambos os lados da (4.162) pelo deno-
minador de A e depois fazemos s igual a raiz correspondente ao denominador de 4,
neste caso, s = —1. Desta forma, as fracoes com os numeradores B e C tornam-se
nulas, no que resulta:

A=|(s+1) 3’ +2s-5 _ 3°+2s-5
S°+65°+115+6 |[<1 (S+2)(s+3)

—4

s;—l_ _2

=-2 (4.163)

Os numeradores B e Csao determinados de maneira andloga, portanto:

B:I:(s+2)( 3 +25-5 J] - 3.3 (4.164)

(s+1)(s+2)(s+3) -1
35’ +2s-5 16
C:[(S+3)((s+ 1)(s+ 2)(s+3)]:|s;3:7:8 (4.165)

Logo:

2 - —_— —
g 338 ;LZS 5 :yl[ 2, -3 8 ]:
S°+6s +11s+6 s+1 s+2 s+3
=(-2e" -3¢ +8e u, () (4.166)
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Conseqiientemente, combinando (4.159), (4.160) e (4.166), a f{z) pode ser

escrita como sendo:
f(t)=25 (t)+45, (t)+(-2e" -3e™ +8e™* )u, (t) (4.167)

_ 185’ +36s+24
(6s+6)(s+2)°

2. Exemplo 2: Obtenha f{z) sendo F (s)

Resolucao:
Como o termo de maior potencia do denominador ¢ 6s*, dividimos ambos, o
numerador e o denominador, por 6 para obtermos:
2
|:(S):&5+43 (4.168)
(s+1)(s+2)

Neste caso observamos que o denominador D(s) da fun¢ao F(s) possui raizes
repetidas. Por este motivo, o procedimento para obter as fra¢oes parciais ¢ um pouco
diferente, ou seja:

_ 3+6s+4 A B, B, B,
F(s)= (s+1)(s+2)° (s+1) ’ (s+2)’ ’ (s+2)° ’ (s+2) (4.169)

Os cdlculos de 4 e B, podem ser feitos de maneira andloga ao do exemplo
anterior, ou seja:

2 —
A:[(m{w} 3B

(s+1)(s+2)’ 1

s=-1

2
B, =|(s+2)| SSros+d || 1271204, gy
(s+1)(s+2) -1

s=-2

Por sua vez, os coeficientes B, e B, devem ser calculados através de outro
expediente, que ¢ a equagao 4.172 dada abaixo.

e E = (CRC)| 172

em que:
A £
m = ndmero de vezes que o pdlo s, aparece;
1

A . _ .
n = indice do numerador da fragdo parcial.
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Neste exemplo temos m=3en=1,2¢ 3.

Para 7 = 3 observamos que a equagio 4.172 fica reduzida a equagio 4.171.
Notamos que a equagio 4.172 pode perfeitamente ser aplicada quando 7 = m, assim
como também no caso de m = n = 1.

Fazendo 7 = 2 para calcular o coeficiente B, obtemos:
(65+6)(s+1)—(3s* +65+4)

-2 (s+1)°

B, = I:I]; dgs(s+ 2)’F (S)]

s=-2

_6-4_, (4.173)
1

E paran = I

1(6s+6)(s+1)—2(3s° +6s+2)

1 d? 3
| (e 2R -3 -

s=—2
_1_ (4.174)
-1

Consultando a tabela do Apéndice D, se¢ao D.2, temos para o par n° 7:

y[ 1 t”lea‘u+(t)]

(n-1)! sparan=1,2,3, ... (4.175)

n b

- (s+a)
entao:

f(t)=(e'-2t%™ + 2™ -1 )u, (1) (4.176)

4.8.4 — InversAo DA T. L. Quanbo D(s) Possul Raizes COMPLEXAS

Se o denominador de F(s) possuir raizes complexas, a fun¢ao F{(s) pode ser escrita
da seguinte forma:

1

. (4.177)
(s+a) +p?

F(s)=F(s)

ou

A B

I:(S):s+(o¢—i B) +s+(oc+i[3)

outros termos
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E possivel provar que A e B sio conjugados, entio, da equagio 4.178 obtemos:

_2Re[(starip)A] (4.179)
|:(S+OC)2 +B2:| outros termos

7 ~ . 7 7
em que Rel......] éafun¢io que extrai a parte real de um niimero complexo (ou varidvel
complexa).

Combinando as equagoes 4.172, 4.177 e 4.178, vem:

F(s)

A=[(sta-iB)F(s)]_,., =[LS)] __R(oiB) (4180
s=—a+if

s+o+if C—a+iB+a+if
Entao:
A:M (4.181)
2i B
em que:

F (-0 + 1 B) significa F, (S)‘s:—aﬂﬁ
Para exemplificar este procedimento, vamos determinar f{z) sendo

_ s+3
S +32+6s+4

F(s)

Como as raizes de s° + 352 + 6s+ 4 = 0 s30: —1 ¢ —1 + i+/3, entdo, fatorando D(s)
obtemos:

sS+3

F(s)= 2 (4.182)
[(s+ 1)+ 3] (s+1)

Comparando (4.182) e (4.177), neste exemplo vemos que & = I, B =J3 e
F(s)=(s+3)/(s + 1).

Entao, usando a equagio 4.181 resulta:

_FR(-o+iB)  -1+i3+3 _2+i\/§__é_.£4
A=508 2i3(-1+iV3+1) -6 3 i (4183)

Voltando 2 expansio em fragbes parciais, podemos escrever:
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s+3 A B C

F(S):[(S+l)2+3] (S+1):S+(0‘—i/3)+3+(O‘+iﬁ)+(s+1)

(4.184)

Devemos notar, através das equagoes 4.177, 4.178 e 4.184, que os “outros
termos” (neste caso: C/(s + 1)) ndo sdo iguais a F|(s), mas relativos as raizes de F(s).

Agora, calculando C, vem:

-1+3 2
C=|(s+1)F(s = == (4.185)
[( ) ( ):ly—l 3 3
Logo, como B ¢ o conjugado de A4, os valores de 4, B e C sio:
a1 8 (4.186)
3 6
g__ 1,43 (4.187)
3 6
c_2 (4.188)
3
Observando que:
c+di  c—di _(2c)s+(2ca—2dp)
s+(a—ip) s+(a+ip) [(s+oc)2+[32] (4.189)

entdo, como g =1; B = \/5; c=-1/3;ed =—(\/§)/6, combinando as equagoes
(4.184) e (4.189), a fungio F(s) em fracbes parciais resulta:

2 1 2 (s-V2)
3(s+1) 3[(s+1)2+3:|

Sabendo que (par n° 29 da tabela do Apéndice D):

I [(Sl] - [%J(ao —a)” +b? €™ sen(ht +¢>)] u, (t) (4.191)

s+a)’ +b?

F(s)

(4.190)

em que:

(4.192)

gp=arctg
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Entao, a fun¢do f(#) fica:

f(t):ge—t_g i[ [_E_Z) +3]e‘tsen J3t+arctg J3 (4.193)

3 3|3 2 2 1 2
2 2
ou:
2 J7
f(t)==|e' ——e'sen| V3t +arct (4.194)
=3 e e 2 )
Continuando para a determinagdo de @, visualizamos através da Figura 4.31
que:
¢ =arctg—— \/_ (4.195)
p=m—y (4.196)
em que:
+2
=arctg—— (4.197)
Y g 3
4 Imag.
N— 2
| o
Ly \
3 0 Real
Figura 4.31 Representagéo grafica do angulo ¢ e angulo .
Agora, lembrando as igualdades trigonométricas:
sen(m —6)=+sen6
(4.198)
sen(-y ) =-seny

Entao, da (4.196) e (4.198) vem:
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sen(bt+¢):sen(bt+7r—7)=sen[”—(7_bt)]:

= sen(y —bt)=—sen(bt —7) (4.199)

Finalmente, a fungdo f{z) pode ser escrita como sendo:

f(t):ge—t [1+gsen(\/§t—arctg%)] u, (t) (4.200)

Observagoes:

1.

No Apéndice A apontamos (Figura A.1) que em Dinimica devemos lembrar

-b +b "
que: arctg| — [#arctg] — .
-a +a,
Os procedimentos para o caso de D(s) ter raizes complexas repetidas nao serdo

aqui tratados.

4.9 — INTEGRAL DE CONVOLUCAO

4.9.1 — TEOREMA

A Integral de Convolugio ¢ importante principalmente por dois pontos:

(i) E usada no estudo da resposta de sistemas através do método da transformada
de Laplace (vide Capitulo 7).

(i) E utilizada para implementar a transformada inversa de Laplace por meios
computacionais. Usando o teorema da convolug¢io, o computador nao faz a
inversao na forma funcional (expressio matemdtica), mas sim o gréfico de f{z)
quando F(s) ¢ dado.

O teorema da Integral de Convolugio diz que:
t
f—%_l[Fl(S) F, (S)]:J.0+ fl(T) f, (t_T)dT (4.201)
em que:

T ¢ uma varidvel auxiliar.

F(s) = [1,(0)
Fo(s)= 2 [1,(0)]

E necessério lembrar que f,(2) e f,(¢) sdo iguais a zero para ¢ < 0.
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4.9.2 —Prova DO TEOREMA

Antes de iniciarmos a prova propriamente dita, ¢ interessante realizar uma
interpretagio grdfica da equagao 4.201.

Seja, por exemplo, as fungdes f,(z) e f,(¢) dadas na Figura 4.32.

TSA0) A 0

t

~V

Figura 4.32 Fungdes f,(t) e f,(t) dadas para
ilustrar a interpretacédo gréafica da equacéo 4.201.

Das fungbes dadas na Figura 4.32 obtemos o produto f,(7)f,(r — 1) fazendo
t=t,um dado valor de ¢ Figura 4.33. Observe que f,(¢,— 7) ¢ uma “fungao espelhada”
(rebatida) e ¢ igual a zero para T > ¢,, pois a fungao original f,(#) ¢ igual a zero para
argumentos negativos. Logo, a fungao produto f,(T)f,(t — T) é sempre zero para
T < 0 ¢ também para T> ¢,.

[f, (Ot T)] —

/

0

vy

\ t1
[[f1 (T)fz(tw - T)]d‘t
0"

t
Figura 4.33 Representagéo gréafica da integral jol* f.(7)f, (t,-7)d7.

Assim, se definirmos uma fungio f{#) igual a transformada inversa de F(s) =
F(5) F(s), isto é:

LHR(S)F(s) |2 L F(s) [ 2 £ (1) (4.202)
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entdo, a 4rea sombreada dada na Figura 4.33 ¢ igual ao valor da fungao f{#) no ponto
z, ou seja:

f (tl)zj.; fi(z) f,(t,—7)de (4.203)

Repetindo o processo para outros valores de ¢, fazendo # = 2, ¢,, ..., deter-
minamos o gréfico da fungio f(7).

Agora, voltando a prova do teorema, como fz( t— 1) é zero para T > t, entao a
equagdo 4.201 pode ser reescrita conforme abaixo.

f(t)= j f(e) f,(t-7)dz =] f,(2) f,(t-7)dz (4.204)

Calculando a transformada da integral, vem:

/[ [IRAGY (t—r)dr] =] [ |AGIAG r)dr]e*s‘dt (4.205)

Neste ponto queremos mudar a ordem da integracio, um processo que ¢ muitas
vezes vélido, mas nem sempre. Para as fungdes utilizadas em engenharia quase sempre
¢ valido. E claro que, em caso de dividas, um manual de matemdtica pode ser
consultado.

Supondo que a mudanca da ordem de integracao seja possivel, entao obtemos:

[ [jo“' £.(r) 1, (t—r)dr]e‘s‘dt - fl(r)[_[; f, (t—r)e-stdt]dr (4.206)
Do teorema do Defasamento temos:
[ f(t-r)edt=e"F,(s) (4.207)
Combinando (4.205), (4.206) e (4.207), resulta:

/[j: fl(r)fz(t—r)df] L) f.(r)e dT=F,(S)F.(5) (4.208)

que, observando os limites de integragao da (4.204), a (4.208) é equivalente a (4.201).

4.9.3 — COMENTARIOS SOBRE A INTEGRAL DE CONVOLUGAO

Devemos ressaltar que, se
F(s)=F,(s)-F,(s) (4.209)
excetuando o caso de f,(t) = f,(t) =6, (t), é certo que:

F(t)# 1,(t) 1, (1) (4.210)

194



LHF(s)]= 2 [Ru(s)-Ru(9)]= 2 [Fi(s)] Z T [Fu(9)] (4.211)

Exemplificando, sejam as fungoes de s:

Fl(S)Zi (4.212)
1
Fz(S)=§l (4.213)
1
F (S)=m= F.(s)-F,(s) (4.214)

Fazendo as inversoes de cada uma obtemos:

1 -1 1
2R (s)]=¥ [g]:“+(t) (4.215)
2 R(9)]=27 Lia] =e™u,(t) (4.216)

2 [F(s)]= 7 [S (Sl+ a)} (e ) @ar)
o que ilustra que £ [F (S)] =L [Fl (S)] S [F2 (S)]

4.10 — FUNCOES DE TRANSFERENCIAS COM LAPLACE

4.10.1 — FuNcOES DE TRANSFERENCIA

O conceito de Fungdo de Transferéncia (E T.) é melhor definido quando a
Transformada de Laplace ¢ usada.

A Fungio de Transferéncia com Laplace, também chamada Fung¢io do Sistema,
relaciona um par escolhido para a saida e entrada do sistema. Ela é definida como
a relagdo entre a transformada da saida e a transformada da entrada, quando zodas
as outras entradas, inclusive as condicoes iniciais, sio tomadas como zero ou cons-
tantes, pois o “zero” pode depender da origem adotada e do sistema de unidade.

Como exemplo, suponha o sistema mecinico massa—mola—amortecedor dado
na Figura 3.21. A fungdo de transferéncia considerando o deslocamento como saida
e a forga como entrada resulta:
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Xo(g)=— K (4.218)
F SIS

—+—5S+1

wn wn

em que:
X270
Fe o 10

e os parimetros K, ® e { seguem as mesmas defini¢Ges anteriores: ganho, freqiiéncia

natural nio-amortecida e fator de amortecimento.

As fungdes de transferéncia com Laplace podem também ser visualizadas na
forma de diagrama de blocos. No caso da equagdo 4.218, o diagrama ¢ o ilustrado
na Figura 4.34.

K
F\(S) SZ ZC Xo(s)
>+ s+1
n W,

Figura 4.34 Diagrama de blocos com Laplace de um sistema de segunda ordem.

4.10.2 — Po6Los E ZEROS DE UMA FUNCAO DE TRANSFERENCIA

Uma fungdo de transferéncia de um sistema linear é geralmente igual a uma
fragao na forma operacional, com polindmios em s no numerador e denominador,
equagao 4.219.

[b,s"+b,,s™"+...+bs+1]

D (5)=K

Q' [as"+a,,8"" +...+a,5+1] (4.219)

em que:

Qe Q,é Transformadas de Laplace da saida ¢,(2) e entrada ¢,(2), respecti-

vamente;
A
K= ganho;

A . . .
a,..a, bm bo = coeficientes dos polindmios em s, constantes.

Transformando estes polindmios em equagdes (igualando-os a zero) podemos
determinar suas rafzes.

As raizes do numerador sio chamadas de Zeros da funcio de transferéncia e
sdo representadas por “O” no plano complexo.
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As raizes do denominador sio os Pélos da fun¢ao de transferéncia e sao repre-
sentados por “X” no plano complexo.

Uma fungao de transferéncia pode ser escrita em termos de pdlos e zeros.
Exemplificando, seja a fun¢ao de transferéncia com o ganho K = 5:
5(0,255° +1)(s+1)

R ()= 4.220
Q ) (01s* +0,75+1)(0,25s+1)° (4220

Como queremos escrever a fungdo de transferéncia (E T.) em termos de pdlos e
zeros, devemos preparar a E T. deixando os coeficientes das maiores poténcias de s
iguais a 1. Assim:

5-0,25(5 + 1 55)(s+1)

Qg (4221
Q 0,1-0,252[32+(0%,1)5+(%,1)](S+%,25)
ou
Q. 200(s"+4)(s+1) (4.222)

Q"7 (*+7s+10)(s+4)

em que 200 £ k, ganho paramétrico.

Como as raizes de ° + 7s + 10 = O sao s, = =2 e 5, = —5, entao os pdlos ¢ zeros
da E T sio:

e Pdlos: Temos 4 pélos:
P, =-2;P,=-5¢P, =P, =—4(pélo duplo).

° Zeros: Temos 3 zeros:

Z,=2iZ,=-2i Z =1

Escrevendo a 4.220 em termos de seus pdlos e zeros vem:

_ 200(s—2i)(s+2i)(s+1)

Q
(s) (s+ 2)(s+5)(s+4)2

Q

A Figura 4.35 ilustra estes pélos e zeros no plano complexo.

(4.223)
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A

A Imaginario

Indicagéo de
pdélo duplo
Legenda:
P2 I psio = x
+1i Zero =0
2) ~

6 5 4 -3 2 -1 1 +2  Real
—1i
@2

Figura 4.35 Representacédo no plano
complexo dos pélos: —2; —4; —4; -5; e dos zeros: + 2i; —1.

4.11 — EXERCICIOS RESOLVIDOS

A) Exercicio 1: Determinar F(s) sendo f (t)= A[sena, t]u, (t)

Resolugao:

Da definigao:

Lembrando que (equagio A.6, Apéndice A):

entao:

F(s)=], Asen(ot)u, (e dt

e
senw;t =

_A
2i Yo

F(s)

Resolvendo as integrais vem:

F(s):g

Logo:

|

1
S—iw,

[ A(senayt)u, (t)]= A
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< e—(s—i ml)tdt

—-€
2i

A

2i /0

1 |_A|stio-s+io |_A
st+iw, | 2i s+ 2i

—iot

=
4

a)l
S+’

e—(x-H'wl)t dt

2w,

s+’

|

(4.224)

(4.225)

(4.226)

(4.227)

(4.228)



B) Exercicio 2: Comparar %% [yl (t )] com [y2 (t )] sendo vy, (t)= (5 —-5e™? )u(t)
¢ y,(t)=(5-5¢")u, (t).

Resolu¢ao:
As duas fungdes sio transformdveis porque satisfazem as trés condi¢oes da
definicdo (vide segao 4.2).

Iniciando, vamos calcular as derivadas de Y, (t).
y,(t)=(5-5¢ u(t) (4.229)
y,(t)=+10e2u(t)+ (5-56 )5 (t) = +10e *uft) (4.230)
¥, (t)=—-20e?u(t)+10e*5(t)=—20e *u(t)+105(t)  (4.231)

As derivadas para a funcio Y, (t) sio:
y,(t)=(5-5e%)u, (t) (4.232)
y,(t)=+10e2u, (t)+(5-5e2)s, (t)=+10e?u, (t) (4.233)
¥,(t)=-20e?u, (t)+10e 3, (t)=-20e*u, (t)+105, (t) (4.234)

Lembrando que # [5(t N=0e ¥ [5+ (t )] =1 (vide equagbes 4.105 ¢ 4.100),
as transformadas [y, (t)] e . [, (t)] resultam:

» -20 -10
SAVAVIE =
[y, ()] 12" 05ss1 (4.235)
- -20 —20+10s+ 20 +5s
LNy, (t)=——+10= =
0 S+2 S+2 05s+1 (4.230)
Logo:
SAVACIERAIAG] (4.237)

As transformadas sao diferentes porque a descontinuidade de Y, (t) estd dentro
do intervalo de integragao de Laplace enquanto a descontinuidade de Y, ('[) estd fora
do intervalo de integracao de Laplace.
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C) Exercicio 3: Determinar P(s) sendo p(z) um pulso, conforme a Figura 4.36.
4 p(t)

A

>t

T
Figura 4.36 Gréafico do pulso retangular p(t).

Resolugao:
A fungdo p(2) pode ser escrita da seguinte forma:
p(t)=Afu, (t)-u(t-T)] (4.238)
entdo, P(s) fica:
—Ts
p(s)= A[}_ e ] (4.239)
S S
Logo:
—Ts
P(s)= A@ (4.240)
S

D) Exercicio 4: Determinar y(z) sabendo que y(0%) = 0 e que: 0,1§ +y = p(t), em
que p() é o pulso da Figura 4.36, com A = 1 ¢ T = 0,5 segundo.

Resolucgao:
Fazendo a T. L. da equagdo diferencial obtemos:

1_e—0,55
0,1sY(s)+Y(s)= < (4.241)
Logo:
1 e—O,Ss
Y(s)= -
=) s(0,1s+1) s(0,1s+1) (4.242)
ou
10 10e—0,55
Y(s)= -
(s) s(s+10) s(s+10) (4.243)
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Consultando a tabelas da T. L do Apéndice D, o par n°® 8 é:

i 1 1
7 = e t
[S(S+a)] ~(1-e)u (1) (4.244)
Portanto, da tabela e do teorema do defasamento escrevemos:
1 1 _10(t—
10— (1-€™)u, (t)-10—[1-e™ " |u(t-0,5
y(t)=10_ (1-e™)u ()-10, [1-e™*F Ju(t-05) (4.245)

que resulta:
y(t)=(1-e™)u, (t)-[1-¢™*] u(t-05) (4.246)

E) Exercicio 5: Determinar a transformada da fungdo y(z) = ¢ # u () usando o
teorema da translagio em s.

Resolu¢ao:

O teorema da transla¢io em s nos diz que, sendo % [f (t)] =F(s), entlo:

z[e*f(t)]=F(s-a) (4.247)
Do par n° 5 da tabela do Apéndice D temos:

[t (t)]= % (4.248)
Entao:

#[e*tu, (m]= (S+5) (4.249)
Logo:

z[e™tu (1)]= (o 5) (4.250)

F) Exercicio 6: Fazer o grifico da fungao y(t)=u(2r—¢)sen(2z—1).

Resolugao:

Estudando os argumentos das fun¢oes #(27— 1) e sen(2m— ) vemos que a fungao
(1) = w(2m — t)sen(2m — t) é do tipo “rebatida” (“espelhada”), conforme mostra a
Figura 4.37.
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~V

Figura 4.37 Gréfico da fungéo y(t) = u(2x — t)sen(2z — t).

G) Exercicio 7: Dada a func¢ao z(2) = (t— 2 u(t — 2), fazer o grifico desta funcao e
obter Z(s).

Resolugio:
A Figura 4.38 mostra o grifico da fungdo.

A z(1)

~ Vv

o] 1 2 3 4

Figura 4.38 Grafico da funcéo z(t) = (t — 2)° u(t — 2).

A sua transformada ¢ obtida através do teorema do defasamento. Sendo

<z [t3u+ (t)] :% entao:

2(s)="5, (4.251)
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H) Exercicio 8: Determinar y(2) sendo: y+9y =468 (t—2r) com condi¢bes iniciais
§(0)=1ey(0")=0.

Resolugdo:
A Transformada de Laplace da equagdo diferencial ¢:
s°Y(s)-sy(0")-y(0")+9Y(s)=4e*" (4.252)
Substituindo as condiges iniciais obtemos:
(S+9)Y(s)=4e*"+s (4.253)
ou
2rs
Y(S)=(Szf32)+4(sf+3z) (4.254)

Consultando a tabela da T. L. (Apéndice D, pares n® 25 e 26) vemos que:

s S =

7 [Sz +w2] (coswt) u, (t) (4.255)
9/1[ @ ]—(sena)t)u (t)

L0 Sz + (02 - + (4'256)

Assim, da tabela e do teorema do defasamento, obtemos:
4
y(t)=(cos3t)u, (t)+ 5sen[S(t —2r)|u(t-2r) (4.257)

I) Exercicio 9: Determinar F{(s) sendo f{#) uma fungao periédica, conforme ilustra

a Figura 4.39.

A f(t)
A I--- 1 I----I I----:_-

A TS S S S S
0 1 IT 1 I2T 1 I3T t
VS D S S S T S

Figura 4.39 Grafico da funcao periddica f(t) (onda quadrada para t > 0).
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Resolugao:
Sabemos que se f{z) for periédica e transformdvel, a sua F(s) ¢ dada pela equagao
4.83, isto é:

F(s)= —1F_T éS)T (4.258)

em que f(#) ¢ igual a f{#) somente no primeiro ciclo e igual a zero para os demais

valores de #, Figura 4.40.

Da figura vemos que
fr ()= Alu, (t)-2u(t-T/2)+u(t-T)] (4.259)

A1)

A ——

~v

At —

Figura 4.40 Fungdo f_(t) extraida da fungéo f(t) periddica dada na Figura 4.39.

Agora, calculando sua transformada

T

S ~Ts
F(s)=Al 1o N (4.260)
S S S

que substituindo na (4.258) resulta:
T TOY
A[l—Ze 2 +eTS) All-e? )

R e e

(4.261)

Logo:
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A

F(s)

{

.
-—=S
l1-e?

(4.262)

=
-—=S
1+e ?

|

J) Exercicio 10: Para um sistema de segunda ordem subamortecido (§ < 1), fazer a

interpretagao geométrica dos pélos no

Resolu¢ao:

plano complexo.

A tuncio de transferéncia padrao de um sistema de segunda ordem é:

),

n

- 2

72_'_7

K (4.263)

s+1
0

n

Da sua equagio caracteristica s + 2{@ + @’ = 0 determinamos os seus pélos,

que sio:
5.8, =—Co,toJ -1 (4.264)

Como { < I (subamortecido), entio:
s,S, =—Cw, Tiw,\1-{? (4.265)

Estes pélos tém as posi¢oes no plano complexo conforme ilustra a Figura 4.41.

A Imaginario

ro,/1-C

Figura 4.41 Posi¢des dos polos s,, s, = —{m, *im,/1-£? no plano complexo.

A distincia de s, a origem pode ser determinada através da equagao do tridngulo
retAngulo, isto é:
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$0=\/{%0, +0,(1-¢%) =0, (4.266)
que ¢ o médulo do nimero complexo.

Calculando o seno do 4ngulo 0 resulta:

_do, _
send = . ={ (4.267)

n

A freqiiéncia amortecida @ € @, 2 wA1-§ 2, entdo os parAmetros do sistema
de segunda ordem dependem da posicao dos pélos, conforme ilustra a Figura 4.42.

A Imaginario

SixC-------- 0,2 0/ 1-C

6 = arcsen(

—Lw, 0 Real

Figura 4.42 Parametros @, @, e { em funcéo da posicéo do polo s, no plano complexo.

K) Exercicio 11: Um sistema de segunda ordem estd em repouso e a sua equagio
caracteristica tem rafzes reais negativas distintas. Determinar g (2) sabendo que
g (t)=¢ tu,(t), em que ¢ ¢ uma constante (coeficiente angular da rampa).

Resolugao:
Se g, (t)= ¢ tu, (t), entdo:

Q(s)= % (4.268)
A fungdo de transferéncia de um sistema de segunda ordem padrio é:
%(S)z . K (4.269)
Q S—z + 2% s+1

Reescrevendo esta fun¢ao de transferéncia para a determinagio de suas raizes temos:

Ko 2

Qo n
) (s) (4.270)

s +2lws+w?

206



Entao, a sua equagao caracterfstica é:
g +2{w,s+w,>=0 (4.271)

cujas rafzes sao:

rL, =(—§ +/¢2 —l)con (4.272)

em que § > 1 para que as rafzes sejam reais negativas distintas, conforme enunciado
do exercicio.

Fatorando o denominador da (4.270) em termos das raizes, vem:
s’ +20w,s+w,>=(s—r,)(s-r,) (4.273)

ou

s +2lw s+ o} :[ s+(§ - —1)a)n] [s+(§ +4/¢7? —1)a)n] (4.274)
Substituindo (4.274) em (4.270) obtemos:
Ko ?

%(s) = : (4.275)

Q [s+(§—\/T1)wn} [S+(§+ gz—l)wn]

Ko’
%(s)= rf e (e (4.276)
| S +1 S +1
(¢-VE-1)a, ||(¢+VE7-1)o,
Definindo:
T, = !
eV 1),
7,2 !
" (e -1)o,
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Entdo, manipulando (4.276) e combinando com (4.268) resulta:

K¢
(t,5+1)(1,5+1) (4.277)
Da tabela da T. L. do Apéndice D (par n® 19a) obtemos g (2):

Q==
s

t t

. 1 24 T 24 7
q,)=Kg {t—(rl+rz)+m[rze 7,%e ”m(t) (4.278)

Agora, desenvolvendo os termos (T,+ T,), T7/(T,— T,) e T2/(T,— T,) desta
equagio vamos obter:

(C +\/ﬁ)wn +(£_,’ —\/m)a)n

(¢ -VE7-1)a, (¢ +JE7-1)e, e

(1,47,)=

ou

(r,4+7,)=2% (4.280)
wn

Outro termo da (4.278):

1
. (ENEEr ]
(r,-7) (C —\/(:2——1)(9n —(g +\/C2——1)a)n B
(g +\/ﬁ)wn «(C—m)wn

(¢ -e-1) (¢ -e-1)

FrE a2 ()

_gP-2rri-14gt- )
(_an)\/ﬁ (4.281)

Multiplicando numerador e denominador por 2§ resulta:

7,° __2§.2§2—1—2§\/§2—1
(72_11)_ o, 44,\/4,27_1 (4.282)
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Desenvolvendo o ultimo termo da (4.278) vem:

_gP+20yet-1+4°-1

(—2wn)\/§2 -1

Multiplicando numerador e denominador por 2¢ resulta:

T} 20 207-1+204¢7 -1

(1,-7,) o

n

Substituindo (4.280), (4.282) e (4.284) em (4.278) vem:

22 2§2—1—2§«/§2—1e(_¢_ﬁ)%t+

4L\¢?-1

%m=ml—5~5~

n n

2 et -1

,

que finalmente resulta:

L2 207 -1420\¢? _1e(_¢+m)wnt]
h 45\¢% -1

n

qo(t) = {qut -

aggr-1

20041200~ [ene o

aggr-1
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20K, {1+ 202 -1-20JE7 -1 (oo

]}m

(4.283)

(4.284)

(4.285)

(4.286)



4.12 — EXERCICIOS PROPOSTOS

EX1 — Mostre que se »(2) tem unidade igual a “volts”, entiok,%/[v(t)] =V (s)

tem unidade “volt-segundo”.

EX2 — Resolva e verifique a solu¢ao da equagio: % 43y 42 J“ ydt=e™ —2;
t 0

para y(0") = 2.

EX3 — Usando a Transformada de Laplace, determine a fungio y(z) sabendo que:

D’y + 2Dy + 2y = §(t — ®); e que as condigdes iniciais sio: y(0") = I; e y(0") = 0.

EX4 — Determine y(#) sendo: Y (s)= s(s+ 1)(:5-312)3()52 +100)

Use o método das fracoes parciais.

EX5 — Expanda em fragbes parciais e determine a transformada inversa de:

s’ +a,s+a,
Q) ———— >
(s+a)'s

b) s+a,s +as+a
(s+7)(s+a)’
EX6 — Faga o grifico esquemdtico das fung¢des do tempo cujas transformadas

—as

o e
(s+a)

(1-e°)

b)

055 0,5(s-1
EX7 = Determine x(t) sendo: X(5)= (s ie(;s+ 13) ) (0 582(8— s+) 1)

EX8 — Considerando a > 0, faca o gréfico de:
a) u(-t)

b) u(1-t)

o) tu(t—1)
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d) u(t+a)-2u(t-2a)
e) tu(t)-(t-1)u(t-1)

EX9 — Escreva as expressoes para as fungoes cujos graficos estao na Figura E4.1.
Use fun¢oes degrau quando necessdrio.

a) 1o b) Meia onda | ©) 1o
A-|- - ~ do seno

' bt 1 2 3

e 4

1 2t p
Figura E4.1

EX10 — Escreva uma expressao para a fun¢io g(z) da Figura E4.2 de forma
conveniente para a aplicagao do teorema do defasamento. A expressao de g(z) deve
valer para —oo <t < co. Obtenha G(s) usando tabelas da Transformada de Laplace.

Um ciclo

2y " deseno
1
0 t f

Figura E4.2

EX11 — Usando o teorema do defasamento, determine a transformada da
funcao f{#) da Figura E4.3. Conforme mostra o grafico, a fun¢ao f{z) nao é periddica.

f(t)

Meia onda

Figura E4.3
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EX12 — Determine a Transformada de Laplace para as fungoes periédicas dadas
na Figuras E4.4a e E4.4b.

a) b)
f(t) 91 Meia onda
do seno

1 / -/Z- - -A_L
1 1 1 —>
1 2 3t

1 2 3t
Figura E4.4

EX13 — Determine os valores finais e iniciais das fun¢ées cujas transformadas
estdo abaixo. Verifique os resultados com as préprias fungoes do tempo.

1

2 (s+oz)2

1

Y srar
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CapiTuLO 5

REsPosTAS NO DOMINIO DO TEMPO DE SISTEMAS
DE PRIMEIRA E SEGUNDA ORDEM AS ENTRADAS
DO Tiro DEGRAU, RAMPA E IMPULSO

5.1 — INTRODUCAO

No Capitulo 4 a Transformada de Laplace foi discutida objetivando a sua
aplica¢do ao estudo da dinimica de sistemas. Vimos que, para os sistemas lineares,
os procedimentos de resolugao através de Laplace sao matematicamente mais rigo-
rosos, sendo, portanto, a metodologia recomendada. Contudo, neste capitulo nio
utilizaremos a Transformada de Laplace, mas sim o Operador D. Esta escolha se d4
por razdes diddticas.

Conforme observado no Capitulo 4, a Transformada de Laplace resolve a
equagao diferencial de uma s6 vez, englobando simultaneamente as condigoes iniciais,
a solucio da homoggénea e a solu¢o particular. Esta forma de obtengao da solugio
nao atende aos objetivos propostos neste capitulo. Conceitualmente ¢ importante
observar a solugao da homogénea separadamente da solugdo particular.

Assim, fica bem evidente que, para sistemas de primeira e segunda ordens, a
solucio da homogénea ¢ a resposta transitdria,' uma caracteristica dos sistemas que
independe do tipo de entrada. J4 a solugao da particular ¢ a resposta permanente,
intimamente ligada e dependente do tipo de entrada.

5.2 — SISTEMA DE PRIMEIRA ORDEM

5.2.1 — INTRODUGAO

No Capitulo 3 vimos que a fun¢io de transferéncia padrao de um sistema de
primeira ordem tem a forma:

% (p)-_X

q " tD+1 G.1)

1. E sempre transitdria para qualquer sistema linear estdvel.
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em que:

q,2 saida do sistema;
q, £ entrada;
K= ganho (tem unidade: [(unidade de ¢ )/(unidade de ¢)];

T £ constante de tempo (unidade de tempo);

D = —- = operador diferenciador (unidade: 1/tempo).

dt
Da fun¢io de transferéncia (5.1) podemos obter a equagio diferencial:
tDq, +9,=Kq (5.2)
ou
dg
T—2>+0, = Kqg
dt qO ql (5-3)
Da teoria de equagbes diferenciais® sabemos que a solugio é:
qo = qoh + qop (54)
em que:

A _ _ - . .
g,,= solugio da equagio diferencial homogénea;

A _ . .
g = solugdo particular, considerando a entrada 4.
op i

5.2.2 — SoLucAo bpA HOMOGENEA

A equagao diferencial homogeénea é:

(tD+1)q,=0 (5.5)
que tem a equagdo caracterfstica:
tD+1=0 (5.6)
A raiz desta equagio é:
1
r= —; (5.7)
Logo:
_(t
Oy = Ce (7) (58)

2. Consulte a segdo A.4 do Apéndice A.
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em que:
A
C = constante.

Conforme indica a equagio 5.5, a solugao da homogénea nao depende do tipo
de entrada, portanto, a equagao 5.8 ¢ usada para todas as entradas.

A Figura 5.1 ilustra graficamente a solugao dada pela equagio 5.8.

A

Aumentando t

p t

o

Figura 5.1 Gréfico da funcéo g, :Cef(?».

Conforme notamos na Figura 5.1, quanto maior o valor de 7, mais lentamente
os valores “caem” exponencialmente para zero.

5.2.3 — ResposTAa A FuncAo DEGRAU

Para o sistema em repouso (equilibrio, condigbes iniciais iguais a zero) fazemos
a entrada ser uma fungio degrau, Figura 5.2, cuja equagio é:

q = qu(t) (5.9)
em que:
q,= constante, tamanho do degrau;

u(z) = fungio degrau unitdrio.

Aq; (1) = gu(t)

G ---

—~V

0
Figura 5.2 Fungdo degrau g, = g, u(t).

Substituindo (5.9) em (5.3) obtemos, para ¢ > 0:

215



dq
—Ho =Kg,
T at +0q, = KQ, (5.10)

Da teoria de equagoes diferenciais sabemos que q,, ¢ uma constante, isto &

Opp =@ (5.11)
em que @ ¢ uma constante.
Substituindo (5.11) em (5.10), vem:
a=Kqg (5.12)
Logo

(5.13)
Agora, combinando (5.4), (5.8) e (5.13) obtemos:
t

q = el K, (5.14)

Sabendo que para # = 0 o sistema estd em repouso, podemos calcular o valor
de g (0") para ser usado na equagao 5.14. Isto é importante para observarmos o valor
de g (¢) logo apés a ocorréncia do degrau. Da equagao 5.10 vem:

7dq, + q,dt = Kg, dt (5.15)
Integrando de 0 a 0
[T vdg,+ [ qdt=[ Kq,ct (5.16)
A primeira integral da (5.16) resulta:
[ 7dg,=7[q,(0") -, (0)] (5.17)
A (ltima integral da (5.16) resulta:
[ Ka.dt=Ka,[t] =0 (5.18)
0 is is 0 :

A segunda integral da (5.16), J; g,dt, ¢ igual a zero independentemente do

comportamento de ¢ (#), a menos que tenha valor infinito neste intervalo como no
caso do impulso. Podemos mostrar que g (#) ndo é um impulso. Se fosse, substituindo
q,(¢) por &(?) na equagdo 5.10 e integrando de 0 a 0, o resultado das integrais dos
termos do lado esquerdo seria igual a unidade, isto é:

o7 & (t)dt+ [ 5(t)dt=1 (5.19)
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O lado esquerdo resulta igual a m e o lado direito igual a zero, portanto, nio
ocorre um impulso em ¢ (¢) de Oa 0". Logo, a segunda integral da (5.16) é realmente
zero. Assim, usando este resultado e combinando (5.16), (5.17) e (5.18) obtemos:

T [qo (0')-q, (o)] =0 (5.20)
Sendo ¢,(0) = 0, logo:
q,(07)=0 (5.21)
Agora, fazendo # = 0" na equago 5.14 e usando (5.21) vem:
0=C+Kaq, (5.22)
ou
C=-Kq, (5.23)

Substituindo (5.23) em (5.14) obtemos:

Q= insll—e_[f)} (5.24)

que éaresposta do sistema de primeira ordem 4 entrada degrau, quando as condigoes
iniciais sao iguais a zero.

A Figura 5.3 mostra o grdfico normalizado desta fungio e a Figura 5.4, o grafico
nao normalizado.

Conforme ilustram as Figuras 5.3 e 5.4, quanto maior for o valor de 7, mais
lentamente a resposta tende ao valor Kq..

a ()

1,0 e P e SR S

0,75 H-rereermermenens ................... ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ ...................... :
0,632 "=~ ; ; _
0,54 f R s e :

0,25 oo forenn ..................... ..................... ...................... :

0 1 2 3 4 t/it

Figura 5.3 Gréfico normalizado da resposta do sistema de primeira ordem a entrada degrau.
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AQ, () eqt)

Kq\S N

Aumento de T

q\s
g

~V

Figura 5.4 Gréfico da resposta do sistema de
primeira ordem a entrada degrau, g, u(t), indicando a influéncia de 7.

5.2.4 — ResposTAa A FuncAo Rampa

Neste caso, com o sistema em repouso, fazemos a entrada ser uma rampa, Figura

5.5, cuja equagio é:
g=qgt (5.25)

em que:

o A .
(, = coeficiente angular da rampa (constante).

Aq(t) 3

g M= di t
(parat>0)

(g, = constante = tg 0)

t

0
Figura 5.5 Grafico da funcéo rampa g, = ¢ t, parat > 0.
Para a determinagdo da particular, substituimos (5.25) em (5.3). Entao, para
t=0:

dq .
2 +q =Kagt
at g, = KRG, (5.26)

T
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Da teoria de equagbes diferenciais sabemos que a solugio particular ¢ um
polindmio de grau igual a um.

0y, =At+B, (5.27)
Substituindo (5.27) em (5.26) vem:
TA + At+ B, =Kqt (5.28)
Da identidade entre os coeficientes dos polindmios temos:
A=Kg
Portanto:
Oy =G K (t-7) (5.30)
Agora, combinando (5.4), (5.8) e (5.30) obtemos:
q0=Ce_G)+qu(t—r) (5.31)
Como ¢ (0) = 0, entdo:
0=C-qgKr
ou
C=Kqgr (5.32)

Logo, a equagao 5.31 fica:

t

0 = infle[r)+£—l} (533)

T

que é a resposta do sistema de primeira ordem a entrada rampa, tendo como condigio
inicial o repouso.

Aprofundando o estudo da (5.33) podemos determinar a assintota de g (2),

t
quando # tende a infinito (# — o). Para # — oo, a fun¢io e (T] — 0, portanto:

[ Reta assintota

de g, (1) J= Kg (t-7) (5.34)

que ¢ a solugio da particular.
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A Figura 5.6 ilustra as fungdes ¢, g, (equagio 5.33) e a reta assintota (equagao

5.34).

Aq (1)
% () qm=qt
(parat>0)

z
Z
Z
z

¢ /// Nota: se K= 1,
g, (1) = a assintota é
ohd paralela a qj(t).
“
- N—Kg (t-1)

7

~V

_Kdir T

Figura 5.6 Grafico da resposta do sistema de
primeira ordem a entrada rampa, com indica¢des na assintota.

5.2.5 — ResposTA A FuncAo IMPULSO

Para o sistema em repouso, fazemos a entrada ser uma fung¢ao impulso, Figura
5.7, cuja equagdo é:

g =As() (5.35)
em que:
0 (t) = fungio impulso unitdrio (drea unitdria);

A = drea do impulso entrada (constante).

4 AS(t)

' 3

/—Area =A

t

0

Figura 5.7 Representacéo da fungéo q(t) = A &(t), impulso de area A,.
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Combinando (5.3) e (5.35) obtemos a equacio diferencial:
7G,+0, =KAS(t) (5.36)

Devemos observar que, para o sistema de primeira ordem, a entrada ¢ ¢,(2) =
A(), o que significa que o impulso tem drea A. Contudo, na equagio do modelo
a entrada ¢ multiplicada por K, portanto, na equagio 5.36 o impulso tem drea KA.

Da teoria da Transformada de Laplace (vide se¢ao 4.7) podemos mostrar que:

Equagio Diferencial

Equagdo Diferencial a D'x+a 1D"'lx+ o+a =0
a,D'x+a, D" x+..+a,=A5() com C.L"s:
com

Condigoes Iniciais: C.1."s = zero

- . D"'x
Em que A= 4drea do impulso e 10"

A e
all

a,.a, ,,..= coeficientes da equagio diferencial

demais C.I."s = zero

Logo, resolver um sistema com entrada impulso equivale a resolver a homo-
génea com condigoes iniciais iguais a zero (C.I’s = zero), exceto a C.L.:

D" *x

t=0"

(5.37)

P | >

Aplicando (5.37) para o caso do sistema de primeira ordem, equagio 5.36, a
condigdo inicial fica:

qo(o+)=ﬁ (5.38)

T

Uma interpretagiao que podemos fazer seria entender o impulso como um
fen6meno que instantaneamente fornece ao sistema uma condigao inicial. Em outras
palavras, em um intervalo de tempo de duragao infinitesimal, o impulso fornece ao
sistema energia capaz de mudar o valor de uma varidvel “instantaneamente”. De fato,
pelo método tradicional de resolugao de equagao diferencial, a equagao 5.36 deve

ser reescrita das seguintes formas:
70,+0,=KAS(t), para0 <t< 0 e CLs=0 (5.39)
70, +0, =0, para ¢ > 0" e C.L’s deixadas pelo impulso (5.40)

Assim, a resposta da fun¢ao impulso pode ser obtida resolvendo a equagio
homogénea 5.40 com a condi¢ao inicial dada pela (5.38).
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Logo, das equagbes 5.5 e 5.8 temos:

¢ =ce (5.41)

que aplicando a C.I. resulta:

—=C (5.42)

Portanto:

(5.43)

que ¢ a resposta do sistema de primeira ordem 2 entrada impulso, tendo como
condi¢@o inicial o sistema em repouso.

A Figura 5.8 ilustra a resposta do sistema de primeira ordem quando a entrada
¢ um impulso de drea A.

4 qq(t)

~V

Figura 5.8 Graéfico da resposta do sistema de primeira
ordem & entrada impulso de area A, isto &, q(t) = A (t).

5.3 — SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM

5.3.1 — INTRODUGAO

A tuncio de transferéncia padrao de um sistema de segunda ordem é:

q K

L N (o) E—.

_ 5.44

G D %41 649
wn wrl
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em que:

q, (t) £ safda do sistema;
q; (t) = entrada do sistema;

K2 ganho da fungdo de transferéncia (tem unidade: [(unidade de ¢ /unidade

de ¢)1);

A coa - ~ . .
®, = freqiiéncia natural nao-amortecida (unidade: rad/seg);
A . _ .
{ = fator de amortecimento (nio tem unidade).

Da fungao de transferéncia podemos obter a equagio diferencial:

1 2r
w—nzquo+;ano+qo=in (5.45)

ou

2
1d%q,  2¢ dqg,

=Kqg (5.40)
o’ dt’ dt % 4

n

cuja solugio é:

(5.47)

5.3.2 — SoLucAo bA HoMOGENEA

A equagao diferencial homogénea é:

2
(D—2+£D+1)qO =0 (5.48)
wﬂ a)n
que tem a equagao caracteristica:
2
D—2+£D+1:O (5.49)
® o

n n

cujas raizes sao:

r,r,=—Co,tw\¢*-1 (5.50)
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Logo, dependendo do valor de {, as raizes podem ser:

(i) Se § =1 — As raizes r, e r, sdo raizes reais repetidas e neste caso o sistema ¢

denominado: Sistema com Amortecimento Critico.

(i) Se(>1— Asraizes 7, e r,sdo raizes reais distintas e estao chamamos de: Sistema

Superamortecido.

(iii) Se < I — Asraizes r, e r, sdo raizes complexas conjugadas e neste caso temos:

Sistema Subamortecido.

Desta forma, devemos determinar ¢ , para os trés casos:
a) Fungdo g , para Sistema Criticamente Amortecido:
Como § = 1, da equagio 5.50 vemos que as rafzes sio:

n=r,=—

n

Logo, pela teoria de equagdes diferenciais, q, fica:

0, = Ae ™' + Bte ™

em que A e B s3o constantes.

b) Fungao g , para Sistema Superamortecido:
Como § > 1, da equagio 5.50 determinamos as raizes:

r =(—§ +4¢? —1)a)n
P :(_C - \ICZ _1)wn
Logo, para este caso, q, resulta:

= pd R

em que A e B sao constantes.

¢) Fungio g, para Sistema Subamortecido:
Como € < 1, entdo as raizes sio:

r,r,=—Cw, tiy1-{% a,

que, para este caso, ¢, resulta:

qoh:e—g%t[clsen( 1—§2wnt)+Czcos( 1_Cza)nt):|
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ou

G = Ae U sen(V1-C ot +9) (5.57)

em que:
C
C, C, Ae¢ sao constantes, sendo A= m e = arCtg(Ez €
1
[0} éconwll— £? £ freqiiéncia natural amortecida.

5.3.3 — ResposTAa A FuncAo DEGRAU

Para o sistema em repouso, fazemos a entrada q, ser:
o =qu(t) (5.58)
(igual 2 5.9)

Substituindo (5.58) em (5.46) obtemos, para ¢ > 0

1 d’g, , 2¢ dq,
—_— +_
o’ dt? dt

+0, = Ka; (5.59)

n

Da teoria de equagio diferencial, q, ¢ uma constante, ou seja:

O =@ (5.60)
em que « ¢ uma constante.
Substituindo (5.60) em (5.59), vem:
a=Kaq, (5.61)

portanto:

(562

Agora, para obtermos g, combinamos (5.47), (5.52), (5.54), (5.57) e (5.62),

para as trés condigoes de §.

a) Célculo de g4, para Sistemas Criticamente Amortecidos (§ = 1):
Das equagdes 5.47, 5.52 ¢ 5.62 temos:

q, = Ae " + Bte ™' + Kq, (5.63)
que derivando vem:

4, = —Aw.e ™ +Be ™ — Btw,e " (5.64)

n
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Agora, aplicando procedimento semelhante ao que foi usado no sistema de
primeira ordem no desenvolvimento das equagoes 5.15 a 5.21, obtemos que g (") =
q,0) e 4,(0") = 4,(0). Esta investigagao se faz necessdria para confirmar que a
descontinuidade do degrau nao provoca descontinuidade em g,

Assim, com as condigbes iniciais: ¢ (0") = 0 e 4,(0") = 0 em (5.63) e (5.64)

obtemos:

0= A+Kdq,
0=-Aw, +B 569
que resulta
A=-Kdg, (5.66)
B:_insa)n
Substituindo (5.66) em (5.63), vem:
= qus[l (1+wyt) "‘”] (5.67)

que ¢ a resposta do sistema de segunda ordem criticamente amortecido a entrada
degrau, tendo como condig3o inicial o repouso. O grifico desta fungio estd ilustrado
na Figura 5.10.

b) Cilculo de g, para Sistemas Superamortecidos &> 1):
Das equagdes 5.47, 5.54 e 5.62 obtemos:

_g+JgT4)wnt + Be(—{—\/éT—l)wnt + Kq (568)

is

d, = Ae(

que derivando vem:

=A(-¢+ P -1)oe A +B(-¢ -\ 1) ' (5.69)

Substituindo as condigbes iniciais g () = 0 ¢ 4, (0") = 0 em (5.68) e (5.69)

resulta:

0= A+B+Kq, (5.70)

BN R B = P T

Da (5.70) vem:
B=-(A+Kaq,) (5.72)
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que substituindo na (5.71) resulta:

0=-AL +AJL? -1+ AL +Kg L + AJE? -1+Kg¢?-1  (5.73)

Portanto:

ins(C +\/§2——1)

A=— (5.74)

2¢?-1

Das equagdes 5.74 e 5.72 obtemos B, isto é:

B= Kq|s§ + qus Vz\/g 1 1Kq'52 v -1 (575)

ou

) (576
2¢% -1 '

Substituindo (5.74) e (5.76) em (5.68) resulta:

C+(2 - (c+cz C—\/ 1 ERGE
—Kg |1-2"Y> = 5.77
qo qlsl 2\/71 2\/7 } ( )

que ¢ a resposta do sistema de segunda ordem superamortecido a entrada degrau,

tendo como condigdes iniciais o repouso. O gréfico desta fungao estd ilustrado na
Figura 5.10.

¢) Cilculo de g, para Sistemas Subamortecidos &< I):
Das equagdes 5.47, 5.57 ¢ 5.62 vem:

Ae¢“sen (\/—a) t+¢>)+ Kq, (5.78)

que derivando obtemos:

6, =-Ao.e ™ sn({1-Z o t+o)+

+ A< 12070, c0s(1- Pt +9) (5.79)
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Substituindo as condigoes iniciais g, (0" )=0¢ G,(0" )=0em (5.78) ¢ (5.79)

resulta:

0= Aseng + Kaq, (5.80)
0=-Al®,send + AJ1-{? @, cosp (5.81)
Da equagio (5.81) obtemos:
9 NI
o056 =tgp = 7 (5.82)

Agora, vamos considerar o tridngulo da Figura 5.9.

h 2
R =
o

4

Figura 5.9 Triangulo de lados ¢ e \J1-¢2.

A hipotenusa A do tridngulo da Figura 5.9 pode ser calculada, isto é:

h:\/(«/1—§2)2+§2:~/1—§2+§2=1 (5.83)

Como ¢ estd no primeiro quadrante, pois: /1— (>0 e ¢>0, entio, do

tridngulo:

sy 107 55

Logo:
g-rcsn| ) .
Substituindo (5.84) em (5.80), obtemos:

—-K q
A= Tis (5.86)
J1-¢?

Agora, substituindo (5.85) e (5.86) em (5.78), resulta:
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d, = Kaq 1—ﬁe-éwntsen(\i1—§2wnt+arcsen 1—52) (5.87)

que é a resposta do sistema de segunda ordem subamortecido 4 entrada degrau, tendo
como condi¢ao inicial o repouso. O grifico desta fungio estd ilustrado na Figura
5.10.

d) Consideragoes gerais:
A Figura 5.10 ilustra os grdficos das fun¢oes dadas pelas equagoes 5.67, 5.77
e 5.87, com as escalas dos eixos normalizadas.

Notamos nesta figura que, se § = 0, a resposta q,1) vibra indefinidamente com
a freqiiéncia @ e com valores variando de 0 a 2Kg..

g, ()
Kdi

A

2,0
1,8 1
1,6
1,4+
1,2+

1,0
0,8
0,6 -
0,4+
0,2

v

i i i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ot

Figura 5.10 Resposta normalizada do sistema de segunda ordem a entrada degrau g, u(t).

Para 0 < { < 1, o primeiro pico ¢ maior que os demais e é chamado de sobre-
sinal (“overshoot”). O tamanho do sobre-sinal diminui com o aumento de . Para
valores de § dentro deste intervalo, a resposta ¢ () tem comportamento oscilatério
amortecido que vai, no regime permanente, se estabilizar no valor igual a Kq..

Quando § 2 1, ndo temos a ocorréncia de sobre-sinal. A resposta tende lenta-
mente a Kg, de maneira exponencial.

A Figura 5.11 ilustra também o comportamento destas fungdes, mas com as
escalas dos eixos nao normalizadas.
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T R 2 il St

Aumento de {

\— q; (t)

Nota: se K =1, o valor
final de q,(t) é g

~V

Figura 5.11 Grafico da resposta do sistema de
segunda ordem & entrada degrau g, u(t), indicando a influéncia de .

5.3.4 — ResposTAa A FuncAo Rawmpa

Para o sistema em repouso, fazemos a entrada ¢, ser uma rampa de coeficiente
angular ¢ (constante), Figura 5.5.

g =¢(t) (5.88)
(igual 4 5.25)
Substituindo (5.88) em (5.46) obtemos:
2

1dq, , 26 dq, |

o’ d® o, d

Lembrando que ¢, neste caso tem a forma:

G = At+B (5.90)
(igual 2 5.23)

g, = Kagt (5.89)

entdo, substituindo (5.90) em (5.89) vem:

2¢

;nAl+Alt+BI=int (5.91)
Da identidade entre os coeficientes dos polindmios obtemos:
A =Kq
B = _Kg 20 (5.92)
o,

n
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Logo,

. .28
qop = qut - qu ; (593)

n

Agora, para obtermos ¢ (2) combinamos (5.47), (5.52), (5.54), (5.57) ¢ (5.93),

para as trés condigoes de §.

a) Cdlculo de g, para Sistemas Criticamente Amortecidos &=1:
Das equagdes 5.47, 5.52 e 5.93 obtemos:

q0=Ae%R+&eW4+th—in5 (5.94)
[0)

n

que derivando:
4, =—-Aw e ™ +Be ™ - Btw e ™ +Kg (5.95)

Sabendo que q,(0)=0 e G,(0%) =0, substituimos estas condi¢bes em (5.94) e
(5.95) para determinarmos A e B. Entao:

O:A—qui
B (5.96)
0=-Aw, + B+Kgq
Logo
Az 2Kq,
wn
e (5.97)
B=+Kg

Substituindo (5.97) em (5.94): vem:

q, = 2Kq. e + Kgte ™ + Kgt _2Kq (5.98)
Portanto
_ 0 2Kq| —,t wn
q0 — qut—a)n|:1—e (1+2t):| (5.99)

que ¢ a resposta do sistema de segunda ordem criticamente amortecido a entrada
rampa, tendo como condigdes iniciais o repouso. O grifico da Figura 5.12 ilustra o
comportamento desta funggo.
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b) Célculo de g, para Sistemas Superamortecidos (§ > 1):
Das equagbes 5.47, 5.54 ¢ 5.93 temos:

—{+@)wnt + Be(—é—@)%t

q = Ad +int—|<qii—§ (5.100)

n
Agora, derivando (5.100) para obtermos g,(t) e usando as condi¢oes iniciais

0,(09=0 e g,(0") =0, determinamos A e B que resulta na fungao’ g (2).

—1 202 -1- 2§h oo
AKg|  AEE-

o, +—2§ +1—2§\/_—1e(f§+@)wnt G100
agei-1

qo:int_

que ¢ a resposta do sistema de segunda ordem superamortecido a entrada rampa,
tendo como condigbes iniciais o repouso. A Figura 5.12 ilustra o gréfico desta fungo.

¢) Cilculo de g, para Sistemas Subamortecidos €< D):
Das equagdes 5.47, 5.57 e 5.93 obtemos:

q, = Ae ““*'sen (\/1 Cza)t+¢)+Kq,t—Kq—§ (5.102)

As constantes A e ¢ podem ser determinadas derivando (5.102) e substituindo
as condigoes iniciais g,(0")=0 e ¢,(0") =0, que resulta:

. —Cw,t
q, = Kgt- ZCqui 1- ZCf/l—Cz sen(«/l—Cza)nt +¢)

emque: tgg = —=———>— é“ Cz (ou¢ = (n—arcsenZCwll—g“z)rad)

(5.103)

que ¢ a resposta do sistema de segunda ordem subamortecido a entrada rampa, tendo
como condigdes iniciais o repouso. A Figura 5.12 ilustra a forma desta funcao.

3. Vide segio 4.11, exercicio 11.
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Aq ()
9 (t)

qt)=qgt

<~ Assintotas se deslocam
7 com o aumento de §

Nota: se K= 1,
. as retas assintotas
_.-™—Assintota: K§ (t _%C) s&o paralelas a qj(t).

0 'W t
P 2C

_2Ké|i ¢l .
o

n

Figura 5.12 Resposta do sistema de segunda ordem & entrada rampa ¢, =q;t.

Podemos observar através das equagdes 5.99, 5.101 e 5.103 que a fungao ¢ (2)
tende a uma reta quando o tempo ¢ tende para infinito, isto é:

Iimqo(t)=int—m (5.104)
T—>o0 a)n

que ¢ a reta assintota ilustrada na Figura 5.12.

5.3.5 — ResposTa A FuncAo IMPuLso

Para o sistema em repouso, fazemos a entrada ser a fungao impulso de drea 4,
(Figura 5.7) cuja equagao é:
g = Ad(t) (5.105)
(igual a 5.35)
Substituindo (5.105) em (5.46) obtemos

1 d’q, 2¢ dqg
— 4+ 2 "0 4+g =KAS( 5.106
605 dt2 o dt qo A () ( )

n

Como a entrada foi multiplicada por K; a drea do impulso tornou-se KA.

Lembrando que a resposta da fun¢ao impulso pode ser obtida resolvendo a
equagio homogénea com condi¢ao inicial dada pela (5.37), escrevemos a equivalente
da equagio 5.100, isto é:
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[ 1 d’g, | 2¢ dg,
) 2 t—

w, d° o, d
dq,
dt

+q,=0

com: (5.107)

- e q,(07)=0
o}

Assim, podemos determinar ¢ (2) usando as solugdes da homogénea em fungao

de { dadas pelas equagoes 5.52, 5.54 € 5.57.

a) Cdlculo de g, para Sistemas Criticamente Amortecidos &=0:
Neste caso, da equagao 5.52 obtemos:

q, = Ae ™ + Bte ' (5.108)
que derivando:
4, = —Aw,e ' + Be"' - Btow,e (5.109)

Usando @,(0")=0 e ,(0) =K Aw? para a determinagio de 4 e B, a fungio
q,(t) resulta:

g, =KAw te™ (5.110)

que ¢ a resposta do sistema de segunda ordem criticamente amortecido a entrada
impulso, tendo como condigdes iniciais do sistema o repouso. O gréfico desta fungao
estd ilustrado na Figura 5.13.

b) Cilculo de g, para Sistemas Superamortecidos (§ > I):

Da equagdo 5.54 escrevemos:

@ = ad TR o e 5111

que, derivando:

74‘7@)(0,4

G = A(—g 2 —1)con e B(—C _Je —1)a>n d (5.112)

Substituindo q,(0")=0e ¢,(0" )= KA ®,” obtemos A e B e a solugao resulta:

KA, [ (o
€ (5.113)

q°_2\/g2—1

(e~Z1)ant ]
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que ¢ a resposta do sistema de segunda ordem superamortecido a entrada impulso,
tendo como condigdes iniciais do sistema o repouso. A Figura 5.13 ilustra o gréfico
desta fungio.

¢) Célculo de g para Sistemas Subamortecidos (§ < I):
Da equagdo 5.57 escrevemos:

g, = A 'sn({1-¢* ot +9) (5.114)
que, derivando:
d, = —A{a)ne’c“’“tsen(wll—éza)nt +¢)+ Ae " \J1- 2w, cos(wll— ot +¢)

(5.115)

Sabendo que ¢,(0")=0¢ ¢,(0" )= KA @, determinamos A ¢ @ ¢ a resposta g,
resulta:

q,= Me‘g“’"tsen( 1- Cza)nt)

J1-¢?

que ¢ a resposta do sistema de segunda ordem subamortecido 4 entrada impulso, tendo

(5.116)

como condigdes iniciais do sistema o repouso. A Figura 5.13 ilustra o gréfico desta fungzo.

4

1.0 ot S S o e
0,8 Nota: se Q Z0

06 sen(«l1 -C ot _
’ nao & zero quando | :
0.4 -1 o,t=2m, 47, ... etc.|.;
0.2 = ..................... .....................

N

° | . | U —— ot f
20,2 s ..................... ...................... ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
04 s ...................... ...................... ..................... .....................
20,6 s O S

Figura 5.13 Resposta normalizada do sistema de segunda ordem a entrada impulso de area A,.

235



5.4 — ESTUDO DA RESPOSTA EXPERIMENTAL A
ENTRADA DEGRAU

5.4.1 — INTRODUCAO

Experimentos mostram que muitos sistemas reais, quando submetidos 4 entrada
degrau, tém respostas semelhantes as respostas tedricas dos sistemas de primeira e
segunda ordem.

Em se tratando de sistemas complexos j4 construidos, podemos ter interesse
em obter um “modelo experimental”.

Respostas experimentais devido a entrada degrau contém um conjunto de
informagoes que ajudam a revelar as caracteristicas e propriedades globais do sistema.
Assim, através dos dados, determinamos (ou adaptamos com certas aproximagoes)
uma fungio de transferéncia para o sistema. O primeiro passo para esta “modelagem
experimental” é escolher se 0 modelo mais indicado poderd ser de primeira ou
segunda ordem. Para esta defini¢do devemos observar dois pontos:

(i) se existe ou nao sobre-sinal;
(ii) o coeficiente angular da reta tangente no ponto # = 0.

Com relagio a presenga de sobre-sinal (overshoot), se este existir, o sistema nao
¢ de primeira ordem, podendo ser de segunda ou de ordem superior.

Quanto ao segundo ponto, deve ser observado somente se a resposta nao apresentar
sobre-sinal. Na auséncia de sobre-sinal, o sistema pode ser tanto de primeira como de
ordem superior. Se no ponto ¢ = 0 o valor do coeficiente angular da reta tangente for
diferente de zero (derivada # 0), o sistema ¢ de primeira ordem, Figura 5.14.

A Resposta

N\ Sistema de

primeira ordem

N\ Sistema de

segunda ordem

1

0

Figura 5.14 Coeficientes angulares das respostas, no ponto t = 0.
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Uma vez definida a ordem do modelo matemdtico, passamos a determinagao
dos seus parimetros: dois parAmetros para o sistema de primeira ordem (Ke 1) e
trés para o sistema de segunda ordem (K; @ e §).

O ganho K ¢ facilmente determinado observando os valores em regime antes
e depois do degrau. Por exemplo, vamos considerar um sistema cuja entrada ¢
voltagem e a saida é pressao. Vamos supor que a voltagem mudou de 6 para 8 volts
(degrau = 2 volts) e a pressio mudou, em regime, de 100 para 500 psi (degrau =
400 psi), Figura 5.15. Neste caso obtemos K = (400/2) = 200 psi/volt.

A q (volts) A q, (psi)
1000
900

- 800

- 700
600

-~ Vv

Figura 5.15 Resposta ao degrau de um sistema hipotético
que tem voltagem como entrada e pressdo como saida.

Para a determina¢io dos demais pardmetros precisamos observar o trecho
transiente, e esta metodologia estd descrita abaixo.

5.4.2 — SisteEMA DE PRIMEIRA ORDEM — DETERMINACAO DE T

Trés métodos podem ser usados para levantar o valor de 7.

a) Ponto de 63,2%:
No instante em que a magnitude da saida tem o valor de 63,2% do degrau de
regime, o tempo ¢ igual A constante de tempo (z = 7).

Da equagio 5.24 vemos que o valor final de ¢ (#) é Kg,. Portanto, quando
t =T temos:
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(Kq—] x100= (1-e*)x100=(0,6321)x100=63,2%  (5.117)
Qis =T

A Figura 5.16 ilustra graficamente esta consideragao.

g, ()
Kq\S
Reta y(t) = (1/7)t
— M-
1,0 / ]
0,632 —------f--- R S
i tg 0 = (1/1)
| 63,2%
0 |
; R
0 T t

Figura 5.16 Caracteristicas da resposta normalizada do sistema de primeira ordem.

b) Derivada no Ponto ¢ = 0:
A resposta exponencial normalizada tem, no ponto # = 0, uma inclina¢ao igual
a It

Da equagio 5.24 podemos obter a fun¢do normalizada.

t

qo_(t)zl_e‘(?) (5.118)

ins

Assim, derivando:

9,
Ka Jt 5.119
qIS = E e (T J ( )

dt

que no ponto ¢ = 0 resulta:
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dt T

{a)
Ko, ) _1 (5.120)

t=0

Definindo a reta tangente no ponto ¢ = 0 como sendo y(#), a sua equagao é:

y(t):(—)t (5.121)

Logo, quando # = T obtemos y(%) = 1. Isto significa que a saida atingiria o seu
valor final em # = 7, se a taxa de varia¢do inicial fosse mantida. A Figura 5.16 mostra
esta consideragio.

¢) Grifico Usando Logaritmo:
Este método ¢ o mais acurado tanto para verificar se o sistema ¢ de fato de
primeira ordem como para determinar o valor de 7.

Da equagao 5.24 podemos escrever:

[1_qo_(t)J:e‘[;) (5.122)

ins

Calculando o logaritmo na base e de ambos os lados e definindo uma varidvel
Z, vem:

z2 Ioge( —%)=—%t (5.123)

Assim, fazendo o grifico de Z contra # devemos obter uma reta com coeficiente
angular igual a —1/7. Por outro lado, se os pontos 740 estiverem alinhados, isso
significa que o sistema de primeira ordem ndo pode representar, com boa apro-
ximag¢ao, o sistema real.

A Figura 5.17 ilustra este procedimento.
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49, (1)
ins

g (t)
%] —

0 t, t
A g, (t) Nota: escalas dos
4 2= In[1 K is] eixos s&o lineares
0 t, t

Q (1] o
Z(1=|n|:1—wi::|—/ :

Figura 5.17 Gréfico para a determinacé@o de 7 através de logaritmo.

5.4.3 — SisTEMA DE SEGUNDA ORDEM SUBAMORTECIDO —
DETERMINAGAO DE @, E §

Neste caso temos a presenga de sobre-sinal.

Na 4rea de estudo “Sistema de Controle” é comum encontrarmos definicoes
de parimetros para a resposta do sistema de segunda ordem subamortecido, devido
a entrada degrau, Figura 5.18.
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tempo de atraso
tempo de subida
in
te

s

1> IIl> > 1>

nstante do pico maximo
empo de acomodacgéo

<

—~ _~ o+

o

Faixa de tolerancia

Para t > t, a resposta q, (t)

/ fica dentro da faixa de tolerancia

i >
t

tS

Figura 5.18 Especificacdo de parametros para a
resposta do sistema de segunda ordem subamortecido a entrada degrau.

Na determinagao de @ e § utilizamos dois destes parimetros: M et, sendo
M, dado em percentagem, isto ¢:

t,)-K is
. =Mx100 (5.124)
ins
Quanto a £, vamos determinar a expressao matemdtica do seu valor fazendo a
derivada de ¢ (#) e igualando-a a zero, pois neste ponto a fungao tem um mdximo.
Assim, da equagio 5.87 vem:

da,
dt |,_,

| el g -
‘/\/: eg“"cos(\/iwwq)) =0

t=t

(5.125)

P

,1_ 2
em que, na (5.82), vimos que ¢ = arctg Tg, angulo no primeiro quadrante.
Agora, aplicando a igualdade trigonométrica dada no Apéndice A, equagio
A.11, a (5.125) fica:

Y Lo
ins —e : ntp%( 1_C2wntp):0 (5126)

J1-¢
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) Loty ~
Como Kg,——==¢€ """ ndo ¢ zero, entio:

A1 Cz
2 —
sen(\1-Lof, ) =0 (5.127)
ou, para mdximos e minimos:

J1-¢? o t, =0,7,27,37,47, ... (5.128)

No caso do sobre-sinal estamos interessados no primeiro pico, entdo o dngulo
é 7, que resulta:

T
t ==
N (5.129)

Para determinarmos ]WP substituimos (5.129) em (5.124) e combinamos com

(5.87).

M =100|1— —sen(rc+arcsen 1—:2) _1 (5.130)

ou

_Cﬂ
M, =100e'*" (5.131)

O grifico de M, em fungdo de § estd na Figura 5.19.

Com base na Figura 5.19 e na equagdo 5.129 podemos determinar os
parimetros @ e &.

Da resposta experimental levantamos os valores de M, e z.. Do gréfico da Figura
5.19 determinamos e da (5.129) calculamos @, isto é:

o =—r (5.132)

T,
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100

00—\ -+

M, (%)

Percentagem de sobre-sinal

B0 NG
20—} .. ....... ....... ‘‘‘‘‘‘‘ ‘‘‘‘‘ e ,,,,,,, ....... ....... .......
B0 oo N
0 T

R R B S B E N
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Fator de amortecimento = {

Figura 5.19 Gréfico de Mp(%) em fungéo de ¢§.

5.4.4 — SisTEMA DE SEGUNDA ORDEM SUPERAMORTECIDO —
DETERMINAGAO DE 7, E T,

Podemos escrever g (2), resposta do sistema de segunda ordem superamortecido
a entrada degrau, em termos de @ e &, equago 5.77, ou em termos de duas constante
de tempo 7, e T, Assim, desenvolvendo:

= Kq 1_C+— uCz_le_(tl‘[l) + g_ ng B 1e—(t/‘[2)

q
2,¢% -1 2,¢% -1

(5.133)

em que 7T, e T, j foram definidos no Capitulo 4, na manipulago das equagdes 4.276
e 4.277, que aqui repetimos:

N 1

: (671 o
A 1

T,=

(é’ +\/ﬁ) o,
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Como{>1e (C \/7) (C+\/C7) vemos que T, > T, ou (1/T,) <

(1/7).

t
Através destas desigualdades constatamos que a exponencial e [72) (referente

t \

a T,) tende a zero mais rapidamente que a exponencial e (71, (referente a T)).

E também possivel expressar os coeficientes das exponenciais em termos das
constantes de tempo. Das defini¢oes de 7, e T, podemos escrever:

‘- gz_lzf-“; (5.134)
C+ [Cz_]_: 1 (5135)

ofer1=—t 1 :i(ﬁ) (5.136)

7,0, T,0, O\ 7,7,

Substituindo (5.134), (5.135) e (5.136) na (5.133) resulta:

1 1
q, = Kg,|1- 150, g 4 T, @, g () (5.137)
1l(7n-1, 1l(7n-1,
a)n TITZ wn T1T2

ou

= ins[l_(LJ e ew] (5.138)
T,-1, 7,— T,

Uma andlise considerando os valores dos coeficientes juntamente com as varia-

coes das exponenciais nos revela que, além da segunda exponencial ( ¥z ) tender a
zero mais rapidamente, o seu coeficiente ¢ menor que o coeficiente da primeira expo-
nencial. Isto abrevia a sua influéncia nas variagoes de ¢ (#), ou seja, em um “curto”

intervalo de tempo os valores de (TZ /(1. -7, ))e‘(‘/ ) tornam-se despreziveis.

Para exempliﬁcar com nuimeros, vamos supor ¢ =+5=2,236 e ® = I madfseg. Como

J&?-1=+/5-1=2, entio: 1/1'1 (C Ni% )60 =0,236 seg™" 5 T, = 4,236 seg;
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(Y7,)= (C +5* - l) ®,=4,236 seg s e T,= 0,236 seg, que substituindo na (5.77) ou
na (5.138) resulta:

g, =K g, [1-1,059 € °* +0,059 &***' | (5.139)

64’23&) ¢ aproximadamente

Esta equagao mostra que a segunda exponencial (

18 vezes mais rdpida que a primeira e seu coeficiente é também quase 18 vezes menor
que o da primeira. Logo, apés um “curto” intervalo de tempo, g (#) passa a depender
(sob o ponto de vista prdtico) somente da primeira exponencial.

Ampliando a discussao, podemos escrever a (5.139) juntando as exponenciais
em uma funcio g(z), isto é:

d, = Kq,[1-g(t)] (5.140)
em que:
g(t)2 1,050 e °@ _ 0,059¢2

A Figura 5.20 ilustra o comportamento das exponenciais e também da fungao

g2@).

A Funcdes
1,2 4

0,236t

1059
g(t) = 1,059 e *** -0,059 e ****

1,0 1

0,8 1

0,6 1

04 1

0,2 1

0,059 ¢ ****
0 é . . . . . . . . >

0 1 2 3 4 5 6 7 8  t(seg)

Figura 5.20 Comportamento das exponenciais e combinacdo delas.
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Agora, trabalhando a equagio 5.138 para “altos” valores de #, desprezando a

segunda exponencial, temos:

A, = Kq{l—(r “T )e‘“””] (5.141)
17 b2
ou
(Kas—9,)= [(M) e(“’l)] (5.142)
T, =T

Calculando o logaritmo natural de ambos os lados obtemos:

In[ins_qo]:In[%]_(l} (5.143)

7,1, T,
Estaéa equagio de uma reta genérica y=mt+ b, em que:

yé In[qu_q)]

b é In[ inSTl:|
7,1,

Portanto, de uma curva experimental de ¢ (¢) podemos fazer o grdfico de
In[Ka, — ] contra # encontrar a reta y = m ¢ + b e, através dos valores de m e b,
determinar os coeficientes.

Exemplificando, vamos supor que obtivemos experimentalmente a curva da
Figura 5.21.

O primeiro passo ¢ encontrar o valor final Kg,, que, neste caso, temos Kg,=10.
Continuando, fazemos o gréfico de /n/10 — ¢ (¢)] contra ¢, Figura 5.22.

Escolhendo um trecho considerado de “altos” valores de # neste caso de 2,4 a
9,9 segundos, aplicamos o processo de regressio linear para obtermos uma reta que
g g q

resultou:
y=-0,2361+2,3599 (5.144)
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Aq,(Y)

0 —
0 5 10 15 20 25 t(seg)

Figura 5.21 Curva supostamente obtida de um experimento.

A In[10 —q,(t)]

Reta: 0,236 t + 2,3599

Trecho usado na regressao linear
Intervalode t=2,4 sega t=9,9 seg

0 T T T T T T T T T —>
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Tempo (seg)

Figura 5.22 Gréfico de In[10 — g ()] contra t.
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Combinando esta equagio com a (5.143) obtemos:

1
= 4237 5.145
1170236 8 G.145)
b= |n[%] = 23599 (5.146)
.7,
ou

& e>** = 10,590 (5.147)

T,—T,

Logo
10

=7 1= 5.148
t2 Tl[ 10,590] ©.148)

Do coeficiente angular da reta y(2) jd obtivemos T,= 4,237 seg, entdo:
7, = 4,237 x 0,056 = 0,236 seg (5.149)

Substituindo os valores de 7, e 7, para a obtengdo dos coeficientes e expoentes:

Lo 423 =1,059 (5.150)
1,-7, 4,237-0,236

T2 _ 0,236 =0,059 (5.151)
1,-1, 4,237-0,236

1 1

== =0,236 sep! 5.152

T, 4,237 8 G.152)

i L ———=4,237 seg”’ (5.153)

7, 0,236

Logo, a fungao ¢ (#) obtida a partir da curva da Figura 5.21 ¢é:

g, (t)=10[1-1,059e°** +0,059 & **"" | (5.154)

que ¢ praticamente idéntica a (5.139), que foi a fungao usada para gerar em com-
putador os dados da curva da Figura 5.21, adotando Kg,=10.

No caso prético, como um sistema real ensaiado provavelmente nio serd um
exato sistema de segunda ordem superamortecido, a fun¢io obtida corresponderd a
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um modelo aproximado. De qualquer forma, devemos sempre efetuar a comparagio
entre a curva analitica e a curva experimental para auxiliar no julgamento de se o
modelo ¢ satisfatério ou ndo.

5.5 — EXERCICIOS PROPOSTOS

EX1 — Para o sistema da Figura E5.1, determine ¢ (2) sendo ¢,(2) uma rampa
conforme especificada na figura.

ai(t)
2 -------- .
: 10
Qs) | — Q,(s)
—» s +2x0,4s+1 >
5 5

Figura E5.1

EX2 — Um sistema de 1? ordem foi submetido a uma entrada do tipo degrau
igual a ¢, = 1,8u(z). A resposta do sistema foi registrada e estd ilustrada na Figura
E5.2. Com base no gréfico desta resposta, determine os pardmetros do sistema (ganho
e constante do tempo).

qo(t) 4

Figura E5.2
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CapiTULO 6

RESPOSTA EM FREQUENCIA

6.1 — CONCEITO DE RESPOSTA EM FREQUENCIA

Quando uma entrada qualquer ¢,(2) excita um sistema linear estdvel em repouso
ou equilibrio, a resposta do sistema tem 2 trechos:
(i)  I°trecho = resposta completa (transitdria + permanente);
(if) 2°trecho = resposta permanente.

Ainda para sistema’ linear estdvel, se a entrada ¢,(2) for senoidal, a resposta

permanente também serd senoidal e com oscilagio na mesma freqiiéncia da entrada.
A Figura 6.1 ilustra qualitativamente estes trechos.

Aq,(t) dop(t) = A, sen(ot + ¢)

aq (D= Oparat<0
4 (=1 A 'sen(wt) para t > 0

/\ /\ SISTEMA
\/ t | (linear estavel) | 0 U

A

A

~Y

1° trecho ! 2°trecho
(Transiente + : (Permanente)
Permanente)
em que:
g £ entrada

. Qop = reposta permanente (tem freqiiéncia wigual a de gy(t))
A;= amplitude de entrada

o = frequiéncia da entrada A, = amplitude de dp

T £periodo ¢ 2 angulo de fase de q,, em relagéo a qgi(t)

Figura 6.1 Visualizagdo dos trechos da resposta de um sistema quando a entrada é senoidal.

1. Observe na se¢io 6.3.2 discussdo para sistemas com integradores.
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Matematicamente, em termos de equagdes diferenciais, a resposta q,(t) é asoma
das solugoes da homogenia (transitéria) e da particular (permanente). Como estamos
considerando sistemas estdveis, apds determinado tempo a solugao da homogenia torna-
se desprezivel, restando apenas a resposta permanente, correspondente ao 2° trecho.

Em um instante de tempo dentro do 2° trecho podemos fazer a superposigao
da entrada ¢ (z) com a resposta permanente q, (2). Desta forma, colocando os grificos

de q,(2) e qop( ¢) juntos, Figura 6.2, determinamos a Relagio de Amplitudes % eo

Angulo de Fase ¢.

Qop (1) =A, sen(ot + ¢)

q; (t) = A sen(ot) 2\

A

]
Instante de tempo 4/(,'
do 2° trecho

(nova origem)

. 4

Para q,, (t) = 0 temos
sen(wAt + ¢) =0,
portanto At = —¢p/®

Figura 6.2 Superposicéo dos graficos de q(t) e qup(t).

Andlises tedricas assim como experimentos mostram que os valores da relagao

de amplitudes — e da fase @ dependem de @, que ¢ a freqiiéncia da entrada ¢ (2)

também da resposta permanente ¢, (2).
O estudo do comportamento da relagao de amplitudes e da fase em fungio da

freqiiéncia é chamado de resposta em freqiiéncia. Na forma gréfica, o conjunto dos
grificos de — e ¢ em fungio de @ ¢ denominado de Grdfico da Resposta em

Fregiiéncia (R. E), por exemplo, Figura 6.3.
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SV

SV

A

Figura 6.3 Exemplo de grafico de resposta em freqiiéncia (— e ¢ em funcdo de ).

Conforme podemos observar na Figura 6.3, um grifico da resposta em freqiién-
cia é na verdade um conjunto de dois gréficos, grifico de — e ¢ em fungio de .

Na elaboragio dos grificos, a unidade do eixo da freqiiéncia @ deve ser rad/
seg, mas esporadicamente encontramos Hz. O eixo vertical da relagao de amplitudes
tem unidade igual a relacao: (unidade da saida/unidade da entrada). Com respeito
a “unidade” da fase, é neste ponto que entra o bom senso do engenheiro. O ingulo
¢ deve ser obrigatoriamente expresso em 7ad, mas no eixo da fase é sempre usado
graus. Esta prdtica deve-se ao fato de as pessoas terem maior sensibilidade com
angulos em graus do que em radianos, mas nas equagdes nao podemos usar graus

porque @ é expresso em rad/seg.

6.2 — FUNCAO DE TRANSFERENCIA SENOIDAL

Seja a func¢io de transferéncia do modelo de um sistema, equagao 6.1.

m m-1
%(S):bms +b, ;ST + ... +h

- — (6.1)
a,s"+a, S+ ..+4a,

em que:
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s = varidvel da transformada de Laplace;

A
a,a ,..a,b,b ..b = constantes;
n 0 m m-1 0

n-1°

Qe Qoé respectivas transformadas de ¢,(2) e g ().

Se na equagio 6.1 substituirmos s por 7@, a fun¢do de transferéncia transforma-
se em uma fung¢do complexa e é possivel provar, usando conceitos de nimeros
complexos e de equagoes diferenciais, que:

—

. o médulo? desta fungao complexa ¢ igual a:
. a fase desta fungao complexa ¢ igual a: ¢;
em que — e @ sdo, respectivamente, a relagio de amplitudes e a fase da resposta

em freqiiéncia do sistema cujo modelo ¢ dado pela fun¢ao de transferéncia.

Quando substituimos s por i@ obtemos uma expressio que chamamos de
Sfungdo de transferéncia senoidal, isto é:

Q (i0)= bm(i.a))': + bm_l(.iw)rr: +..+h, 62)
Q a, (i)' +a, (o) +..+a,

6.3 — EQUACOES PARA A RELACAO DE AMPLITUDES E A
FASE DE SISTEMAS BASICOS

Através da substitui¢ao de s por i@ serdo obtidas as equagdes da relagio de
amplitudes e da fase dos seguintes sistemas bdsicos:

. Fun¢io de Transferéncia do Ganho: K
1
. Funcio de Transferéncia do Integrador: =
S
- N . 1
. Funcao de Transferéncia do Sistema de 1* Ordem: ————
(rs+1)
. Fungio de Transferéncia do Sistema de 2* Ordem: %
s—z + % s+1
[0) [0

n n

~STor

. Fungio de Transferéncia do Tempo Morto (Dead Time): €

2. Vide equagdo A.1 do Apéndice A para o cdlculo do médulo e da fase.
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6.3.1 — RELACAO DE AMPLITUDES E FASE PARA 0 GANHO K

A tuncio de transferéncia de um ganho é:

Q
=2(s)=K
2 (s) (6.3)
Substituindo s por i@, a fung¢io de transferéncia senoidal fica:
Q, ..
=(iw)=K
2 (iw) (6.4)
Sendo K um ndmero real, entio:
A |
D% (i) =|K 6.
2|0 (io) =|K]| 6.5)
=0 (K >0) (6.6)

Considerando K positivo, o grdfico da resposta em freqiiéncia do ganho ¢ o
mostrado na Figura 6.4.

A Ao
A

K - -

v

P

»
L
(]

Figura 6.4 Resposta em freqiiéncia do ganho K, para K > 0 (eixos com escalas lineares).

Conforme podemos observar através da Figura 6.4 e das equagdes 6.5 € 6.6, a
relagao de amplitudes independe de @, pois é uma constante de @ = 0 até @ — oo.
A fase repete a forma, pois ¢ também uma linha horizontal. Para valores positivos
do ganho (K > 0) a fase ¢ igual a zero para qualquer valor de @. No caso do K ser
negativo (K< 0), a fase pode ser considerada tanto +180° como —180°.
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A interpretagdo desta curva de resposta em freqiiéncia ¢ importante, pois
significa que, mesmo para freqiiéncias extremamente altas, a saida continua igual a
entrada multiplicada por uma constante. Nenhum sistema real tem este
comportamento, porque, a partir de certos valores de freqiiéncia, o sistema deixa de
funcionar como um ganho.

- 1
6.3.2 — RELACAO DE AMPLITUDES E FASE PARA O INTEGRADOR —
s

Alguns detalhes das curvas da resposta em freqiiéncia de integradores precisam
ser examinados.

Na defini¢io de resposta em freqiiéncia (segao 6.1) foi declarada a condigio de
que o sistema precisa ser estdvel. Por sua vez, um sistema ¢ considerado estdvel se as
raizes da sua equagao caracteristica estao no semiplano esquerdo do plano complexo.
Nesta condigao, a resposta do sistema a entrada senoidal realmente ¢ formada por duas
parcelas: uma transitéria que decai com o tempo e outra permanente, oscilatéria
senoidal, com a mesma freqiiéncia da entrada, mas com amplitude e fase dependentes
da freqiiéncia.

No caso de integradores, as suas equagdes caracteristicas tém raizes iguais a zero,
portanto, ndo estio no semiplano esquerdo. Estes pélos no zero introduzem na
resposta uma fung¢ao polinomial. Em outras palavras, a resposta de um sistema linear
qualquer de ordem 7 que possui p integradores tem trés parcelas: a que decai com
o tempo (transitdria), a oscilatdria (permanente) e mais uma que é do tipo polinomial

comgraup— I cujaformaé:a_t?'+a_, "7 + ... + a . Esta parcela polinomial nio
-1 o

a,,
decai com o tempo, pelo contrdrio, pode até ir aumentando, conforme mostra a

Figura 6.5, que ¢ a resposta de um sistema cuja fungio de transferéncia é um
integrador duplo (1/5°).

A forma analitica da fungao ¢ (#) da Figura 6.5 ¢ facilmente obtida aplicando
Laplace e utilizando o par n® 33 da tabela do Apéndice D.

A Figura 6.5 evidencia o problema que encontramos quando queremos realizar
um ensaio experimental da resposta em freqiiéncia de um sistema que possui um
integrador duplo. A resposta cresce com o tempo e pode causar danos ao sistema.

Diante dos pontos discutidos acima, fica claro que resposta em freqiiéncia de
integradores leva em conta apenas a parcela oscilatéria, deixando de considerar a
parcela polinomial da resposta.

Agora, vamos determinar a fun¢ao de transferéncia senoidal de um integrador.
Em termos de Laplace, a sua fungio de transferéncia é:
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%(s)= (67)

A t 1
g, () =A [— - — sen(ot)]
o0 O

q () q, (t)

Figura 6.5 Resposta de um sistema cuja fungdo de
transferéncia € um integrador duplo, quando a entrada € q(t) = A, sen(at).

Substituindo s por i@, entio:

2(io)= 68)
Q i
Calculando 0 médulo e a fase desta fun¢ao complexa vem:

A _|Q 1 1 6.9)

ATl T

fasedo fasedo

- - =(0°)-(90°)=-90° 6.10
¢ (numerador} [dencminador] ( ) ( ) ( )

O gréfico da resposta em freqiiéncia do integrador estd na Figura 6.6.

Através do gréfico notamos que a relagio de amplitudes ¢ altissima quando a
freqiiéncia é baixa e baixissima para altas freqiiéncias. Quanto 2 fase, é uma constante
igual a —90° para qualquer freqiiéncia.
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S

A

SV

Figura 6.6 Resposta em frequiéncia do integrador 1/s (eixos com escalas lineares).

6.3.3 — RELACAO DE AMPLITUDES E FASE PARA O

SISTEMA DE 12 ORDEM

Ts+1

O sistema tem a fungio de transferéncia:

2=
Q Ts+1
Logo, a fungdo de transferéncia senoidal ¢é:
%(iw) =— !
Q Tio+1
Calculando o médulo e a fase obtemos:
A %(ia)) = 1
A |Q

1 +(tw)

q):O—arctg(%):—arctg(rw)
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O grifico da resposta em freqiiéncia tem a forma mostrada na Figura 6.7.
E muito comum encontrarmos a fun¢io de transferéncia do sistema de 1* ordem

com o ganho incluido, equagio 6.15.

K
%(s) = (6.15)
Q Ts+1
Com o objetivo de generalizar a resposta em freqiiéncia desta fungio de
transferéncia para quaisquer valores de K e 7, construimos um grdfico normalizado

que ¢ muito usado na prdtica, Figura 6.8.

_— T = pequeno

/

0 ®
Ad
/‘E =0
0 ®
_— T = pequeno
T grande
-90°

Figura 6.7 Resposta em frequiéncia do sistema de 12 ordem

1
7s+1 (eixos com escalas lineares).
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v

ot
T R
T AJKA; o (graus) ot AKA; o (graus)
0 1,000 0,0 3,5 0,275 -74,1
0,5 0,894 —-26,6 4,0 0,243 —-76,0
1,0 0,707 —-45,0 4,5 0,217 -77,5
1,5 0,555 -56,3 5,0 0,196 -78,7
2,0 0,447 -63,4 55 0,179 -79,7
2,5 0,371 —68,2 6,0 0,164 -80,5
3,0 0,316 -71,6 o 0 -90

Figura 6.8 Resposta em freqiiéncia normalizada do sistema de 12 ordem

. (eixos com escalas lineares).
Ts+1

Com base na Figura 6.8 podemos dividir o comportamento do sistema em
trés regides. Para @T << 0,1, o sistema de primeira ordem responde praticamente
igual a um Ganho, pois (A /4) = I e ¢ = (°. Quando w7 < 0,1, temos um compor-
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tamento préximo ao do “Tempo Morto” (vide se¢do 6.3.5), pois (4 /A) = I e a fase
¢ aproximadamente linear. Quando w7 > 0,1, 2 medida que @T aumenta, tanto a
relagio de amplitudes como a fase variam, a primeira tendendo a zero e a segunda

tendendo a —90".

6.3.4 — RELACAO DE AMPLITUDES E FASE PARA O

1

SISTEMA DE 22 ORDEM —
s®  2¢

—+-—>s+l
n n

Neste caso, a func¢io de transferéncia é:

Qo) 1 6.16)
()=F—r— (
Q S—2+2—§s+1

0,

n n

e a func¢io de transferéncia senoidal fica:

g(iw)=[ (w)zj [2{@] (6.17)
o B I I

Calculando 0 médulo e a fase desta fungao complexa obtemos:

1 (6.18)

¢ =—arctg . (6.19)

De maneira andloga ao sistema de 1* ordem, muitas vezes o sistema de 2% ordem
¢ estudado com o ganho incluido, equagio 6.20.

Q K
_O(S)zz— (620)
Q S—2+2—§s+1

a)n a)n
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O griéfico normalizado da resposta em freqiiéncia desta fun¢ao é muito il e
estd na Figura 6.9.

o/o,

/m
»

n

-80°
-90°
-100°

-120°
—140°
—-160°

—180°

Figura 6.9 Resposta em freqiiéncia normalizada do sistema de 22 ordem

K . .
—————— (eixos com escalas lineares).
s? 2¢
—+—>s+1

n n
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Devemos observar o grafico da fase quando &' = 0. Para @ < @, o 4ngulo ¢ ¢
nulo, para @ > @ o dngulo é —180’ e ¢ igual a —90° quando @ = ® .

Para sistemas de 22 ordem com (< J2/2 (£ <0707, 0 gréfico da relagio de
amplitudes possui um pico. A freqiiéncia em que este pico ocorre é determinada derivando
a relagao de amplitudes e igualando-a a zero (cdlculo do mdximo). Assim, obtemos:

0, =01~ 2¢?, para § < 0,707 (6.21)

Considerando que em sistemas reais { pode ser muito pequeno, mas nao é nulo,
na prdtica este pico sempre ocorre a esquerda de @ e se distancia de @ com o
aumento de {, conforme mostram a Figura 6.9 e a equagdo 6.21.

Face a introdugio de mais esta freqiiéncia, constatamos que sistemas de 22
ordem possuem trés importantes freqiiéncias, todas jd definidas, mas para efeito de
sumdrio repetimos suas defini¢oes:

A . A . ~ .
®,= freqiiéncia natural nao-amortecida;
A A [N . .
@y = @,/1-{? = freqiiéncia natural amortecida;
A A A . . — .
@, = @ +J1-2¢? = freqiiéncia do pico da relagdo de amplitudes.

H4 uma quarta freqiiéncia que ¢ a freqiiéncia de ressonincia o, definida
também para outros sistemas de ordem maior.

No caso do sistema de 22 ordem, temos:

A A . . .
@, =0, = freqiiéncia de ressonincia.

Se o pico da relagao de amplitudes nao existir, W co nio existem.

Se o pico existir, a magnitude do pico de ressonincia M, pode ser calculada
incluindo o ganho na (6.18) e substituindo @ por @, Assim, obtemos:

M, = A =L, para 0 < { < 0,707 (6.22)

r A 0=0, 2&:\/1_4‘2

A Figura 6.9 mostra que ¢ possivel dividir o comportamento do sistema em
quatro regides. Quando temos @/, << 0,1, o sistema de 2* ordem responde pra-
ticamente igual a um Ganho, pois (A/A) = 1 e ¢= (°. Para /@ < 0,1, temos um
comportamento préximo ao do “Tempo Morto” (vide se¢do 6.3.5), pois (A /A) = 1 e
a fase ¢ aproximadamente linear. A terceira regido se localiza ao redor de @/, = 1.
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Nesta regido as fases sao préximas de —90° e a relagdo de amplitudes apresenta um
pico se § < 0,707.

A quarta regido se caracteriza para @/@ > 1,25. Com o aumento de w/®, a
relagio de amplitudes tende para zero e a fase tende para —180°.

6.3.5 — RELACAO DE AMPLITUDES E FASE PARA O
Tempo MorTo (DeaD TiME): e~

O termo € *°" representa a fungao de transferéncia do Tempo Morto (dead
time).

Este tipo de elemento auxilia na modelagem porque certos componentes e
equipamentos se comportam de forma semelhante ao do Tempo Morto.

O Tempo Morto é um sistema que tem a saida exatamente igual 4 entrada,
mas responde com um atraso de 7, segundos (o tempo morto). Matematicamente
¢ a fungdo defasada, j4 observada no Capitulo 4, secio 4.3.4.

Se temos:
0 =0(t-75), 75r>0 (6.23)

entao:

Q,(s)=€"Q(s) (6.24)

que resulta na fungio de transferéncia:

%(S) _ g Stor (6.25)

A resposta em freqiiéncia ¢ determinada substituindo s por i@. Logo:

A_

%iw
A (io)

Q
O=—Tp @ (6.27)

Adotando escalas lineares para os eixos, a resposta em freqiiéncia do Tempo

=1 (6.26)

Morto resulta no gréfico da Figura 6.10.
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A
1 _ - -
0 o
a0
6 o
|tgG|=TDT

~
~

~

Figura 6.10 Grafico da resposta em frequéncia do Tempo Morto, em escalas lineares.

6.4 — RESPOSTA EM FREQUENCIA EM MONO-LOG

6.4.1 — INTRODUCAO

O grifico da resposta em freqiiéncia em papel mono-log é também chamado

de Grifico de Bode ou Diagrama de Bode.

O objetivo desta se¢io é apresentar um procedimento manual para a elaboragio
do grifico da resposta em freqiiéncia. Um procedimento computacional que produz
o grifico e uma tabela estd apresentado na se¢ao B.9 do Apéndice B.

Sob o ponto de vista de produgio de grifico, o procedimento manual e o
computacional colocam-se como métodos alternativos. Neste contexto, o método
manual tem desvantagens porque ¢ trabalhoso, demanda tempo e o resultado é um
grafico menos preciso.

Considerando apenas este aspecto de geragio de grdfico, estudar o procedi-
mento manual parece até sem propdsito. Entendemos, no entanto, que a obtengao
de gréfico nao representa o tnico produto do método. Quando passamos pelo estudo
dos detalhes do processo, automaticamente melhoramos a compreensao do signi-
ficado de caracteristicas dindmicas e também de como cada parte influencia o com-
portamento do sistema. Estes conhecimentos representam beneficios importantes,
pois aprimoram o bom senso e aprofundam os conceitos dindmicos. Intrinsecamente,
eles proporcionam amplas aplicagdes: esclarecem o funcionamento de certas técnicas
usadas em Controle e Automagao e sao fundamentais no desenvolvimento de projetos
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e na defini¢do das propriedades dinimicas de equipamentos de medida. Além disto,
agugam a visao para analisar as caracteristicas de sistemas reais. Portanto, o escopo
do procedimento manual nao estd restrito exclusivamente 2 tarefa de construgao de
grifico, mas ajuda a entender a dindmica de sistemas e, inclusive, a interpretar os
gréficos produzidos por método computacional.

Diante de todos os beneficios advindos do processo manual, entendemos que
o seu estudo se torna indispensdvel.

Os gréficos da resposta em freqiiéncia em papel mono-log sao obtidos lan¢ando

nos eixos:

o “eixo x” da freqiiéncia = escala logaritima, loga;

e “eixoy” da relagao de amplitudes = relagio de amplitudes em db (decibel);
e  “eixoy” dafase = linear normal, em graus.

A definigao de db para a resposta em freqiiéncia’ é:
valor de%emdecibel 2 20Iog% db

Pela definicao, se (A/A) = 1, o valor em db é zero; se (A/A) > 1, 0 valor em db
é positivo; e, se (A/A) < 1, 0 valor em db ¢ negativo.

Como no “eixo x” temos log®, os gréficos sao construidos em papel mono-
log, langando diretamente a freqiiéncia @ na escala logaritmica. O fato de a escala

do papel ser logaritmica dispensa o cdlculo matemdtico de loga.

Muitos modelos lineares apresentam fungoes de transferéncia compostas pelos
cincos tipos de termos:

(1) Ganho: KX

.o . N
(ii) Termo correspondente ao Integrador ou Derivador: S

(iii) Termos de 1* Ordem: (TS +1 )il

+1

2¢

(iv) Termos de 2¢ ordem: iz +25+1
[0) [0)

n n

(v)  Termo do Tempo Morto: e ¥

3. Em estudos acusticos db tem outra defini¢ao.
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Por exemplo:

K(z,s+1)(7,5+1)

%(s)= - — (6.28)
' S (7, 5+ 1)(SZ+C15+ 1) .(Sz+gzs+ 1]
nl wnl n2 wnz
Substituindo s por i@, a Relagao de Amplitudes — serd o produto (ou a
divisao) dos médulos de cada um dos cinco tipos. Assim, ao calcularmos — em

db, transformamos os produtos dos médulos em somas em db.

E importante destacar as vantagens desse processo construtivo. Sob o ponto
de vista da elaboragao do gréfico em (db) contra (logw) estas sao:

(1) transformamos os produtos (ou divisao) dos médulos em somas (ou subtrages);

(2) grdficos de fungdes do tipo log(a@’) contra log(®) sao retas.

6.4.2 — GRAFICO EM db po GANHO K

Vimos que para o ganho:

%(s) K (6.29)

que resultou: |
%: K (6.30)
¢ = 0° (para K > 0) (6.31)

Logo, para o grifico em “db” (mono-log) obtemos:

Al _20logk (6.32)

O=0° (6.33)

Assim, o gréfico do ganho em mono-log se apresenta conforme ilustrado na
Figura 6.11.
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' ¢ (graus)
80°

20log(K) RERIENIELE NY EEE R
60°

0 40°

20°

»
0,1 02 0304 06081 2 3 4 6 810 20 30 40 60 80100
o (rad/seg)

Figura 6.11 Gréfico de Bode do Ganho K (K > 0).

6.4.3 — GrAFICO EM db DO TERMO: SN

Este caso ¢ também chamado de “pdlos e zeros na origem”.

Q

N - .\ .
Se =>(s)=s", entao, para o caso da fungio de transferéncia de derivadores

1
(N positivo inteiro), temos:

A iw)|=re"]= o (6.34)
A
¢ = +90° X N, para N > 0 (6.35)
Para o caso da func¢do de transferéncia de integradores (N negativo inteiro),
temos:
LS I I S (6.36)
A (ia))—N ‘ iNpN | o N
¢ =-90°x (-N) , para N< 0 (6.37)
Para o grifico em db, temos:
Para N> 0 = AL 20log " = +20N log (6.38)
d
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Para N<0 = 22 = 20log %N =-20(-N)logw (6.39)
0]
db

Na (6.38), quando N = +1, temos a fun¢ao +20log®, que colocada no gréfico
contra /og resulta em uma reta que sobe +20 db/década. Vemos também que, para
cada derivador adicionado, a reta tem aumento na inclinagao de +20 db/década.
Exemplificando, para a fun¢ao de transferéncia com um zero duplo na origem,
correspondente ao derivador duplo (V = +2), a fung¢do ¢ +40log®, que colocada
contra Jog resulta em uma reta que sobe +40 db/década.

No caso de fungdes de transferéncia de integradores a sistemdtica ¢ semelhante,
mas a inclinagdo ¢ inversa. Para um integrador (N = —I), a fun¢io obtida através da
(6.39) ¢ —20log®, que resulta em uma reta que desce —20 db/década. Cada integrador
acrescentado diminui a inclinagao da reta em —20 db/década. Por exemplo, para um

pdlo triplo na origem (N = —3) a reta terd inclinagao de —60 db/década.

Quanto i fase, usamos as equagdes 6.35 e 6.37. Cada derivador provoca um
acréscimo na fase de +90° e cada integrador um decréscimo de —90".

Quando @ = I rad/seg, log ¢ zero, portanto, as retas cruzam o 0 db (zero db)
no ponto @ = I radfseg, Figura 6.12.

A, A i A
Xi (db) @% 4 ¢ (graus)
40 = liwy 180°
\ /// ((;)) /’/—- 1500
_~ i
20 ™~ ~ ~ = 120°
— g g (10) o0°
\\\:\
: ==
/’// il 30°
20| — o \\\“~~\ i) 0°
— ~ a0°
1 T~ |60’
40 Oy _900
-60 ~_ -120°
~ .
(uma década) U(lw)’ T ~150
~80 o) ™ | 1g0°
-210°
0,1 02 0304 06081 2 3 4 6 8 10 20 30 40 60 80 106

o (rad/seg)

Figura 6.12 Gréafico de Bode para derivadores e integradores (p6los e zeros na origem).

Em resposta em freqiiéncia uma década significa uma freqiiéncia 70 vezes maior
ou 10 vezes menor. Por exemplo, se temos uma freqiiéncia de 58 rad/seg, uma década
menor ¢é 5,8 rad/seg e uma década maior é 580 rad/seg. As décadas nao estdo ligadas
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exclusivamente 4 1 rad/seg e 10 rad/seg. No caso da Figura 6.12 isto ocorre devido
a coincidéncia de as retas cruzarem o ponto @ = Irad/seg, que uma década maior a
partir deste ponto resulta em @ = 10rad/seg.

6.4.4 — GRAFICO EM db DO TERMO: (rs +1)il

Este caso ¢ também chamado de “pdlo ou zero” real diferente de zero. De fato,
o pélo (ou zero) tem valor igual a (—1/7).

Se%

rador), vem:

. . +1 _ .. e oA
(iw)=(ri®+1)" entlo, para o expoente positivo (dindmica no nume-

—:|Tiw+ﬂ:\/(ra))2+l (6.40)

¢ = arctg(T) (varia de 0° a +90°) (6.41)

Para expoente negativo (dinimica no denominador) temos:

i _ 1 (6.42)
ﬂw+| wa
¢ = —arctg(T.0) (varia de 02 a —90°) (6.43)
Aplicando db:
Para expoente = (+1) = = +20log (6.44)
db

\/7
=-20log,/(T® (6.45)

Para expoente = (—) :>

db

Quando (@) >> I ou (Tw) << 1 as curvas das rela¢oes de amplitudes em db
tendem a ser retas e estas s3o chamadas de assintotas. As equagdes das assintotas
podem ser determinadas através do limite da relagao de amplitudes para @ — 0 ¢
@ — oo, Tabela 6.1.

A curva da relagio de amplitudes em db ¢ obtida manualmente desenhando
inicialmente as assintotas e depois aplicando as devidas corre¢es em relagdo as assin-
totas. Os valores das corre¢des podem ser obtidos através da Tabela 6.2. Para a fase
ndo existem corregdes; os valores obtidos da Tabela 6.2 sio langados diretamente no
gréfico.
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Tabela 6.1 Obtencgéo das assintotas do sistema de 12 ordem.

Dinimica no Numerador:

Dinimica no Denominador:

.. reta assintota coincide com linha 0 db

Q, Q 1
=2(s)=(rs+1 S)=
Q (5)=( ) Q (s) (rs+1)
: 1 -
i 202 +1 =i - lim, ;20100 ———=——==1im,_,,—20log1=0
lim,_, 20logV7°w® +1=1lim,_,20log1=0 0 Pt 11 0

.. reta assintota coincide com linha 0 db

lim, ,_ 20logv7°w® +1=1im,__ 20logte =
=lim,_,_[20logw+20log7]

reta com inclinagio =+20 do/década

e cruza a linha 0 db no ponto w=1/7

lim, . 20Iog(1/\/‘r2co2 + 1) =
=lim,_,_—20logtw=1im,_,_[-20logw—-20logt] -
reta com inclinagio =—20 db/década

e cruza a linha 0 db no ponto w=17

Definimos: Definimos:

Ap 1 . 1
@, = fregiiéncia de corte = Z o, = freqiiéncia de corte= =
T

Nota: Freqiiéncia de corte é também chamada de “Freqiiéncia de quina” ou “Freqiiéncia de canto”.

Tabela 6.2 Corregdes e fase para o sistema de 12 ordem.

(Fregiiéncia) X Relagao de Fase
(Constante de Tempo) Amplitudes
T Correcoes (db) ¢ (graus)
0,1 + 0,04 +5,7°
0,25 +0,26 +14,00
0,5 +0,97 +26,6°
1 +3,01 +45,0°
2 +0,97 +63,4°
4 +0,26 +76,00
10 +0,04 +84,30

Nota: Para (ts + 1), 1" ordem numerador, as corregbes e fases sdo positivas; e, para
(1/(ts + 1)), 1" ordem denominador, as corregdes e fases so negativas.

A Tabela 6.2 mostra que as corregoes para a relagio de amplitudes sao mais
efetivas uma década antes e uma década apds a freqiiéncia de corte, sendo mais
significativa na regiao préxima a . Quanto a fase, de 0,10 a 100 ela varia de
+ 78,6°, correspondendo a quase 83% da variagio total, que ¢ de 0 a +90° (+90°
para (7s + 1) e =90° para (1/7s + 1)).

270



As Figuras 6.13 e 6.14 mostram gréficos normalizados, respectivamente, para
as corregoes da relagao de amplitudes e para a fase.

0

\\ //

N\ /

Corregoes (db)
+
N
P
=

0,1 02 03 04 06 08 1 2 3 4 6 8 10

ot ——

Figura 6.13 Corregdes para a relagdo de amplitudes do sistema de 12 ordem.
Valores positivos para (s + 1) e negativos para 1/(ts + 1).

Fase (graus)

0,1 02 03 04 06 08 1 2 3 4 6 8 10

T —

Figura 6.14 Angulo de fase do sistema de 12 ordem.
Valores positivos para (s + 1) e negativos para 1/(rs + 1).
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Buscando esclarecer o procedimento manual, seja o exemplo: determinar as curvas

Qol _ 1 QOZ
Q, (s)= (0,7695+1) e de Q,

(s)=(0,25s+1).

das relagoes de amplitudes (em db) de

Resolugao:

a) Determinacio das freqiiéncias de corte:

1 1

0, =—=——=1,30 rads (6.46)
7, 0,769

0., = N . 4,0 radls (6.47)
7, 0,25

b) Correcoes para as relagdes de amplitudes:
Muitas vezes somente trés corre¢oes sao suficientes para tragarmos uma curva
da relagao de amplitudes.

O trabalho com as corregdes fica mais organizado se feito em forma de tabela.
Nas Tabelas 6.3 e 6.4 usamos o termo @T porque as corregdes sao dadas em fungao
de @ e ndo de @ (vide Tabela 6.2 e Figuras 6.13 e 6.14).

Tabela 6.3 Correg8es para a relacéo de amplitudes de 1/(0,769s+1).

Freqiiéncia o = 0,65 rad/seg o = 1,30 rad/seg ® = 2,6 rad/seg
Termo: wt wt=0,5 wt=1,0 ot=2,0
Corregao (db) -0,97 -3,01 -0,97

Tabela 6.4 Corregbes para a relacdo de amplitudes de (0,25s+1).

Freqiiéncia o = 2,0 rad/seg ® = 4,0 rad/seg o = 8,0 rad/seg
Termo: wt ot=0,5 ot=1,0 ot=2,0
Correcio (db) +0,97 +3,01 +0,97

¢) Construgdo das curvas das relagoes de amplitudes:
Apés tragarmos as assintotas e langarmos os valores das corregoes a partir destas,
desenhamos manualmente as curvas das relagdes de amplitudes, Figura 6.15.
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1
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0,1 02 0304 06 08 1 2 3 4 6 810 20 30 40 60 80100
o (rad/seg)
Figura 6.15 Relagbes de amplitudes em db dos sistemas: ; e (0,25s + 1).
(0,769s+1)
+1
, (8,28
6.4.5 — GRrAFICO EM db DO TERMO: | —+—=>s+1
(A (O]

n n

Neste caso podemos ter pdlos (ou zeros) imagindrios (§ = 0); complexo com a
parte real negativa (0 < { < I); reais negativos repetidos ({ = I); ou reais negativos
distintos ({ > 1).

2 +1
Se %(S) = S—2+£S+ 1| entdo, para expoente positivo:
i @, n
(iw)z 5 272 2
A 2 +—Ciw+ = 1| 2| | +ac 2 (6.48)
A wn a)n a)n a)n
20| 2
@,
¢ =arctg ", (varia de 0° a +180°) (6.49)
1— (0]

a)n
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Para expoente negativo, vem:

#[a)
¢ =—arctg @ 2, (varia de 0° a —180°) (6.51)

Calculando em db obtemos:

[ 2
=+20l0g 1—(ﬁj

72

A

e Para expoente = (+1) = —

+4g2(ﬁ] (6.52)
db @,

A

[ 2
e DPara expoente = (-1) = —>*| =-20log,||1- @
A db i a)n

O sistema de 22 ordem também possui assintotas. Quando @ << @, e @ >> @,
as curvas das relagoes de amplitudes em db tendem a ser retas. Aplicando limite para
@ — 0 e @ — oo, as assintotas sio determinadas, Tabela 6.5.

n

+4§2(;’] (6.53)

De maneira similar ao sistema de 1* ordem, a curva da relagao de amplitudes
em db para o sistema de 2* ordem pode também ser obtida manualmente utilizando
as assintotas e com a aplicagdo das devidas corre¢des. A Figura 6.16 fornece, de forma
grifica, os valores das corregdes para o sistema com dinimica no denominador, isto

¢ 1

T2 o
s 2
—2+—Cs+1
wn wn

Quanto a fase, nao existem corregdes; os valores obtidos da Figura 6.17 devem
ser lancados diretamente no gréfico.
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Tabela 6.5 Obtengéo das assintotas do sistema de 22 ordem.

s Dinimica no Denominador
Dinimica no Numerador Q 1
Q. _5 , 2¢ SO =
a(s)_an+ o, s+l Q iz+£s+1
n a)ﬂ
e ; lim, ., 20l0g L -
. [0} 2| @ _ 2 2
lim,_, 20log [1—[;]} +4¢ [;] = \/[1_[(1)]} +4§2[£]
o—0 " " o, o,
e asintoa coinid linha0db. | 2009120
<+ feta assintota coincide com a linha ) .". reta assintota coincide com a linha 0 4b.
=) 5 lim, ... 20log t =
) 0] f o) 2 2
lim, .. 20log [1—[;')} +4¢ (w—n] = \/l:l_[a)]:l +4§2[£)
, ,
—lim, ,_ 20l0g, | =lim, ._ 20109 = : ?
=Moo 29100, [ = My 201007 7= =IimﬂHN—20Iog\/Z—i:limu%—ZOIog%=
W= | _ji @ _ji _ ' '
=lim,... 40leg - =lim, .. [40l0g~40log e, :Iin}qu—mlogwﬂzlink_m [-40l0g+40log @, ]
lr e;a c(;)molzl;hnagao de +4_0 dbldécada ¢ cruza - reta com inclinagio de -40 db/década e cruza
a inha do no ponto® = @, a linha do 0 db no pontow = @, .
Definimos: Definimos:
afeqitncia d ® efinimos:
@, =trequencia de corte= ), o, 2 freqiiéncia de corte= @,
+20
+18
+16
+14
+12]
o +104--
Z
» +8
8]
g 6
8 *
+2
0 p
-2
—4
-6
0,1 0,2 0,3 04 06 08 1 2 3 4 6 8 10
/o, —
. ~ ~ ) ) 1
Figura 6.16 Correcdes para a relagdo de amplitudes do sistema 22 ordem 7 2
S
—2+—§s +1
0, o
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02 03 04 06 08 1

/o, ——

. A . 1
Figura 6.17 Angulo de fase do sistema de 22 ordem 7 2
S—2+ 4 s+1
wn wl'l

Para ilustracdo, seja o exemplo: determinar a curva da relagao de amplitudes

em db de %(S)ZZ;
s 04

' —+—s+1
2 2

Resolugao:

a) Determinagio da freqiiéncia de corte e do fator de amortecimento:
o, =0,=2rad/seg (6.54)
2{=04 .. §=0,2 (6.55)

b) Correcoes para as relagdes de amplitudes:

Podemos trabalhar com muitos pontos na constru¢ao manual do gréfico, mas
neste exemplo utilizaremos apenas trés pontos.

O grdfico das corre¢oes da Figura 6.16 estd normalizado em fungio de W/,
(ou @/®@ ) e ¢ por esta razdo que na Tabela 6.6 usamos este parametro.
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1

Tabela 6.6 Correces para a relagcdo de amplitudes de —; .
2—2 + 0;' s+1
Freqiiéncia o = 1,4 rad/seg o = 2,0 rad/seg o = 2,8 rad/seg
Termo: w/o, W/, =0,7 w/o, = 1,0 W/, = 1,4
Correcao (db) +4,7 +8 +5

¢) Construgdo da curva de relagdes de amplitudes:

Apés tragarmos as assintotas e lancarmos os valores das correcoes, a partir destas
desenhamos manualmente a curva para obtermos o grifico da relagao de amplitudes,

Figura 6.18.

10
' Inclinacéo = —40 Vd‘b'/décadé
O LT P A A O P P DAY AP

o) ®, =
Z
@ —10] bR LR LR B
[0)
©
=2
g' ;7o) ARESERRET TSN EREEE N 8 N0 00 S OO
®
(0]
o
o
FONICTOE SUERUE TS NS S FETH S0 NS B % I N SR SN IR N BN
°
[0)
4

CAQ | b

-50

01 02 0304 06 08 1 2 3 4 6 810 20 30 40 60 80100
o (rad/seg)
. ~ . 1
Figura 6.18 Relagédo de amplitudes em db de 7 04 .
—+—s+1
2 2
6.4.6 — GrRAFICO EM db DO TERMO: e~
Vimos para a fungao de transferéncia do Tempo Morto %(S) =€ que:
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A

%ia)
A gl

Q
O=—Ty @ (6.57)

Logo, a relagdo de amplitudes em db resulta:

A

=1 (6.56)

=20log1=0 (6.58)

db

A Figura 6.19 mostra o grifico de Bode normalizado do Tempo Morto. Obser-
vamos na figura que a relagao de amplitudes ¢ uma linha horizontal no 0 db e a fase
¢ uma curva.

+30
F20 et b SUA R S S SO SO NS0 O AP SRS S
FO b i_o dnedaiodd A DU 0N FUUUE SRR U SOTEINE SOOI I NI IS SN SUES N
A= 0-
. SN
s 0
2 : I
:5 I P ST SPRT ERTTIN PPPIPE DN FF AR IS PEPIRE NP PEEE S S P P P RPN AP P N S AR ST SR i 4100
Ez 20 | 0o 9
s T &
© =)
© ~
o ~{-=100 o
S, @
% i —200 W%
(14 :
70 YO FUUUUL U UUUS UOUEUOS AU SUE T U108 0SS SUUION SO OO0 UL I00 U FOUR SUU SN ONS NN B \\ ..... il =300
L DUUUE SRR VUSRS UOE IOF U 0 S NE O BOEON NS LU0 U FNURUE SO SOV TUPLINS NSNS SIS SO SO \\_400
\. | 500
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Oy —*

Figura 6.19 Gréfico normalizado da resposta em freqiiéncia do Tempo Morto, em mono-log.

6.5 — EXERCICIOS RESOLVIDOS

A) Exercicio 1: Sistema de 2* Ordem Numerador

Determinar o gréfico da resposta em freqiiéncia da fun¢ao de transferéncia:

%(s)=[5—2+0;43+1}.
Q 16 4
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Resolugao:

As curvas de corrego da relagao de amplitudes da Figura 6.16 e as da fase da
Figura 6.17 se destinam a sistema de 2* ordem denominador, mas podem ser utili-
zadas para sistemas de 22 ordem numerador se invertermos todos os valores obtidos,
isto ¢, multiplicarmos por -1. Portanto, as Figuras 6.16 e 6.17 serdo usadas neste
exercicio.

Agora, desenvolvendo a resolugio temos:
a) 1° passo: Preparagio da fungao de transferéncia em termos do ganho:

A fungio de transferéncia j4 estd escrita em termos do ganho, pois o dltimo
termo do polindmio em s é igual a 1. Neste exemplo temos o ganho K = 1.

b) 2° passo: Decomposi¢ao da fungio de transferéncia:

A fungdo de transferéncia deste exemplo tem dois termos: o ganho e o sistema
de 2? ordem numerador. O ganho nunca influencia a fase e, como neste caso ¢ igual
a 1, ndo influenciard também a relagao de amplitudes. Portanto, a fungio de trans-
feréncia serd considerada como sendo formada por uma tnica fungao.

¢) 3° passo: Determinar as freqiiéncias de corte e o fator de amortecimento:

Da fun¢io de transferéncia temos:

o, =w,=4rad/ seg (6.59)

2(=04 - (=02 (6.60)
d) 4° passo: Escolha das escalas:

A determinagao das escalas ¢ feita a partir de uma rdpida prévia do gréfico. E
claro que a experiéncia ajuda muito nessa tarefa.

Temos trés escalas para definir: a da freqiiéncia, a da relagao de amplitudes e a

da fase.

Com relagao ao “eixo x”, o da freqiiéncia, a escala deve cobrir uma década antes
da freqiiéncia de corte até uma década ap6s. Neste exercicio temos uma s6 freqiiéncia
q q
de corte (@ = 4 radfseg), portanto, ¢ satisfatério elaborar o gréfico em um papel
mono-log de 3 décadas, fazendo a freqiiéncia @ = (0,1 ®) = 0,4 rad/seg cair na
primeira década, a freqiiéncia de corte @ = 4 rad/seg, na segunda e @ = (10w) = 40
rad/seg, na terceira. Conseqiientemente, o grifico deve comegar com a freqiiéncia @

= 0,1 rad)seg, Figura 6.20.
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0,4 o, = 4 rad/seg 40

| | ‘ |
FTTTTI [ T T TTTTI [ T T TTTTI
0,1 1 10 100

o (rad/seg)

Uma década Uma década

Figura 6.20 Determinacédo da escala de o (“eixo X").

Quanto a escolha da escala da relagiao de amplitudes, é necessdrio fazer uma
pré-avaliagao das suas variagbes. A investigagdo deve focalizar trés regides: (i) a de
baixas freqiiéncias; (i) em torno de @ e (iii) a regido de altas freqiiéncias. S3o nessas
regides que os mdximos ou minimos podem ocorrer.

Para investigar as trés regides fazemos um esbogo das assintotas, lembrando
que a segunda assintota tem inclinagdo positiva (+ 40 db/década)).

Com base na Figura 6.16 detectamos que na regiao em torno de @ o pico serd
negativo com valor um pouco acima de —10 db, Figura 6.21.

Pico minimo nao
atinge —10 db

Figura 6.21 Esboco da relacéo de amplitudes delimitando o intervalo importante das variagdes.

Diante dessas observagbes definimos o canto superior esquerdo como sendo
+50 db, e adotando para as linhas da grade principal uma variagao de 10 decibéis,
determinamos a posi¢ao do 0 db, Figura 6.22.
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A
Ao
A, (@)

50

0] (rad/seE;)

Figura 6.22 Definicdo da escala e da linha 0 db para a relagao de amplitudes.

A dltima escala a ser definida € a da fase. Neste caso a avalia¢io dos limites e a
escolha da escala nem sempre sdo satisfatdrias na primeira tentativa.

Quando temos uma fungio de transferéncia com diversos termos (por exemplo,
a equagdo 6.28), portanto, com mais de uma freqiiéncia de corte, os mdximos e
minimos da fase podem depender das distincias entre as freqiiéncias de corte do
numerador e do denominador.

Um procedimento conservador seria analisar os limites das fases do numerador
e denominador quando @ tende para infinito. E absolutamente certo que a curva
da fase ficard dentro desse intervalo delimitado por esses respectivos valores.

No caso deste exemplo temos um sistema de 22 ordem numerador, entdo, para
@ — o0 a fase do numerador tende para +180° ¢ a fase do denominador ¢ sempre
0°. Logo, ¢ garantido que a curva ficard dentro desse intervalo, isto ¢, de 0°a +180°.
O esbogo da Figura 6.23 ilustra esse comportamento.

Fase

+180°

------------------ — +90°

: 0°
o, o (rad/seg)

Figura 6.23 Esbogo da variagédo da fase.
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Lembrando que ¢ recomenddvel trabalhar em gréficos com divisdes decimais,
para a defini¢do desta escala consideraremos um intervalo de 02 a 200°. Assim,
definimos o canto inferior direito como sendo —50°, e considerando para as linhas
da grade principal uma variagao de 50 graus, determinamos a posi¢ao do 0°, Figura

6.24.

h
Fase

+200°

— +150°

— +100°

— +50°

Lo

-50°

o (rad/seg)

Figura 6.24 Definicdo da escala e da linha “0°” para a fase.

e) 5° passo: Tragado das retas assintotas:

O griéfico das assintotas ¢ imediato porque neste caso temos apenas uma fungao,
ou seja, apenas duas assintotas.

f) 6° passo: Determinar as corregdes e os Angulos de fase.

Na determinagio das corregdes e fase precisamos inicialmente definir a quan-
tidade de pontos e os valores das freqiiéncias.

E interessante escolher um niimero impar de pontos, considerando quantidades
iguais de pontos antes e depois de @. Neste exercicio aplicaremos a quantidade
minima aceitdvel, isto ¢, trés pontos.

Com a quantidade definida, devemos observar as curvas de corregoes (Figura
6.13 ou 6.16) para escolher em que freqiiéncias as correcoes serdo determinadas, sendo
que uma delas é sempre @. Neste exemplo escolhemos @ = 0, 70 ¢ 0= 1,4(0[, enten-
dendo que estes valores proporcionam um espalhamento satisfatério.

Um outro aspecto refere-se a organizagao das corregoes e fases. O trabalho de
determinagio das corregoes e fases pode ter diversos encaminhamentos, mas recomen-
damos o uso de tabela porque facilita o cdlculo e deixa os dados mais organizados
para consulta, Tabela 6.7.
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s? 0,4
Tabela 6.7 Dados das corre¢bes e angulos de fase para %(S) =|:—+—s +1].

Q 16 4
o = 2,8 rad/seg ® = 4,0 rad/seg o = 5,6 rad/seg
w/m,=0,7 o/m,=1,0 w/o, =14
db o db ) db o
47 4290 8 4900 i #1500

g) 7° passo: Langamento dos pontos e desenho da curva:

Lancando os dados das correcoes e da fase e desenhando manualmente as curvas
obtemos o grifico da resposta em freqiiéncia, Figura 6.25.

50
S 404
Z Inclin
PR BRSNS
S I R T
2 204l il
o B
g 10 4 bl
S 0
o
§. A0 b
& 20 . 200°
........................................... . 1500
........................................... ik f 100° §
w
............................................ . 50°
1. 0°
-50°
0,1 02 0304 06 08 1 2 3 4 6 810 20 30 40 60 80100

o (rad/seg)

s* 04
Figura 6.25 Grafico da resposta em freqliéncia de %(s) = |:— +—=s +1] .

Q

B) Exercicio 2: Sistema %(S) - 8192s
Q (105+8)(10° +6,45+102,4)

Resolu¢ao:

a) 1° passo: Preparagio da fungao de transferéncia em termos do ganho:
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[ 8192 }S
8x102,4 10s
2(9)- : = 2 (6.61)
Q $ .02
2 (1,255+1)| =, + . -s+1

(105+1 S, 84 o 32° 32
8 102,4  102,4

10

b) 2° passo: Decomposi¢ao da fungio de transferéncia:
A fungdo de transferéncia deste exemplo é composta pelos seguintes termos:
— Fungdo n° 1: Ganho = 10;

— Fungao n® 2: Derivador = ;

— Fun¢io n° 3: Sistema de 12 Ordem = ;;
(125s+1)
— Fungdo n® 4: Sistema de 2¢ Ordem = —— ! .
s 02
st+-stl
32° 32

c) 3° passo: Determinar as freqiiéncias de corte ¢ o fator de amortecimento:
Temos duas freqiiéncias de corte, uma para a fungio n°® 3 e outra para a n° 4.
Entao:

Da fungao n® 3:

o, = (%) = %,25 =0,8rad/seg (6.62)

Da fungao n® 4:
., =0, =3,2rad/seg (6.63)
2(=0,2 .. (=01 (6.64)

d) 4° passo: Determinacio das escalas:

A Figura 6.26 mostra uma rdpida prévia do gréfico para a escolha das escalas
da freqiiéncia e da relagio de amplitudes, considerando cada uma das funges que
compde a fun¢io de transferéncia.

Observando os grificos (b) e (c) da Figura 6.26 vemos que, a partir de 0,8 rad)/
seg, a inclinacio de +20 db/década se cancela com a de —20 db/década. Isto significa
que, acima de 0,8 radjseg, as funcoes n? 2 e n° 3 nao proporcionam acréscimo (ou
diminui¢ao) na relagao de amplitudes. Este cancelamento ocorre préximo de 1 rad/
seg, portanto, préximo do 0 db.
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Dos grificos (a) e (d) vemos que o pico da relagao de amplitudes poderd ter
um valor da ordem de +34 db e ocorrerd na regiao préxima a 3,2 rad/seg. Desta
forma, definimos o canto superior esquerdo da escala como sendo +50 db, e adotando
para as linhas da grade principal uma varia¢ao de 10 db, determinamos a posi¢ao
do 0 db, Figura 6.27.

A (db) A (db)
+20 db/década

/—ZOIogK=20log 10=20db
20
107—

0] (rad/seg;) 0] (rad/seg;)

a) Fungao n® 1

4 (db) 4 (db)

(da Figura 6.16)
+20 44— /
8,0 14db -------->«------- f 82,0
0,8 .= (™ .f_ 3,2=0,

0 - > 0 : >
10— i ! o (rad/seg) ' o (rad/seg)
o0 t--------° E- - -20 +— E
—40 db/década — X
—20 db/década — 40 Jo o0 W
c) Fungéo n® 3 d) Fungaon® 4

Figura 6.26 Esboco das relagBes de amplitudes dos
termos que compdem a funcéo de transferéncia.

Quanto 2 escala do eixo da freqiiéncia, a Figura 6.26 assinala trés freqiiéncias
importantes: I; 0,8; e 3,2 rad/seg. Adotando o critério de uma década antes da menor
e uma década apds a maior, o grifico deve cobrir uma faixa de 0,08 a 32 rad)seg.
Logo, optamos por escolher um papel mono-log com 4 décadas, para iniciar com a

freqiiéncia de 0,01 rad/seg indo até 100 rad)seg, Figura 6.27.

A dltima escala refere-se a da fase. Para @ tendendo a infinito temos a fase do
numerador tendendo a +90¢ ¢ a fase do denominador a —270°. Portanto, é certo
que a curva da fase ficard dentro de um intervalo de —270° a +90°. A escala poderia
ser adotada com base neste intervalo, contudo, neste exemplo temos um derivador,
0 que permite acurar a faixa de varia¢ao da fase. O derivador tem fase constante +90°,
independentemente da freqiiéncia, portanto, é evidente que a fase variard de +90°a
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—180°. Desta forma, definimos o canto inferior direito como sendo —200°, e
considerando para as linhas da grade principal uma variagao de 509, determinamos
a posi¢ao do 0°, Figura 6.27.

e) 5° passo: Tragado das retas assintotas:

O grifico das retas relativas as fun¢oes n® 1 e n® 2, assim como o das assintotas
relativas as fungdes n® 3 e n® 4 estao tracadas na Figura 6.27.

A soma (retas + assintotas) também estd ilustrada na Figura 6.27.

50
QO RRRES T B B3 13 1 N OESR IR RAESIE FRAR T O 3 1 6 ) DRSS RS . Q Gl
-\-:i S o . R Y Fungdon®2 —~ 1L
é 30 Fungéo n° 1-\\ [ I g 4 i
2 20 =
S Soma-— LT
g 10| i \ e LiL L
[) /
© B
o Lt
' £ R /// L +100°
® : : EEE I :
° L L +s0°
0 8
.............................. Lo
U
.............................. N —50°
P SR 00 01 OO NS """"‘Fungéon%f’_”” il 100
RISER ST SRR SR T T USRS SRR N U0 105 ORI NS SRR U5 £35S 1 INEOERR R RETSS iy 21500
Gl s . [ RS EE U R o o
001 002 004 00701 02 04 06081 2 4 6 810 20 40 60 80100
o (rad/seg)

Figura 6.27 Escalas, retas, assintotas e a soma resultante para a fungéo de transferéncia:

10s .
2

@25s+1) S 2X01g 4
327 32

f) 6° passo: Determinar as correges e os angulos de fase:

As freqiiéncias de corte @, = 0,8 radfseg e @, = 3,2 rad/seg, juntamente com a
Tabela 6.2 ¢ as Figuras 6.13, 6.14, 6.16 ¢ 6.17, auxiliam na escolha das freqiiéncias
para as corregoes e os Angulos de fase. Os valores escolhidos foram: 0,4; 0,8; 1,6;
3,2; ¢ 4,8 rad/seg. A Tabela 6.8 contém as corregbes e fases para estas respectivas
freqiiéncias.
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Tabela 6.8 Dados das corregfes e angulos de fase para

10s

3,2 3,2

= - .
(1,255+1)( S 5 +2XO'1S+1]

. ®=0,4rad/seg | ®=0,8 rad/seg | ®=1,6rad/seg | ®=3,2 rad/seg | = 4,8 rad/seg

s | ot-05 T = 1,0 o1 = 2,0 @t - 4,0 o1 = 6,0

E w/o, =0,125 /o = 0,25 w/w, = 0,5 o/ =1,0 w/m =15
db ) db ) db ) db ) db )

1 0 0 0 0 0 0 0

2 +90 0 +90 +90 +90 0 +90

3 -1 -26,6 -3 45 -1 -63,4 | -0,25 | =76 | -0,1 -81

4 0 -1 +0,5 -3 +2,5 -7 +14 -90 +5 -165

) -1 +62,4 -2,5 +42 | +1,5 | +19,6 | +13,75 | =76 | +4,9 | -156

g) 7° passo: Lancamento dos pontos e desenho da curva:

Apés langar os dados das corregoes e fase desenhamos

gréfico da resposta em freqiiéncia, Figura 6.28.

Relagéo de amplitudes (db)

50

as cu

rvas para obter o

401
301+

20

101

L —150°

000

Figura 6.28 Grafico da resposta em freqiéncia de

04 06081 2

10s

40 60 80100
o (rad/seg)

287

(1.25s +l)(3,22 +

SZ

2><O’1s+1
3,2



6.6 — EXERCICIOS PROPOSTOS

EX1 — Determine analiticamente a relagao de amplitudes e o 4ngulo de fase

(em rad) de:
Q 10s

a) —(s

Q ( ):(O,J.—S-I-l)’ para @ = 10 rad/seg;

s°(0,02s+1)

S)=

(s) [52 2x0,2s ]

2 5+ +1
3 3

, para @ = 8 rad)seg.

EX2 — No sistema da Figura E6.1 pretende-se mudar a massa M = 2 kg para M =
8 kg. Determine percentualmente quanto diminuird (ou aumentard) a amplitude
de x . Sabe-se que x(#) = [1,5 X 107 sen(4,81)]m.

L‘J B = 9,6 N/(m/seg)

XO
|+

K,=72N/m
‘Pxi = Asen(ot)
Figura E6.1

EX3 — Um sistema massa—mola—amortecedor sofre a agao de uma forga exci-
tadora periddica de amplitude 120 N e de freqiiéncia 12 rad/seg, Figura E6.2.

I F, = Asen(mt)

11777777777

Figura E6.2
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O sistema tem M = 60 kg, B = 480 Nseg/m ¢ K_= 24000 N/m. Acredita-se que
mudando a mola para uma outra com K = 6000 N/m ocorrerd diminuigao da
amplitude de M.

Pede-se:

a) Calcular as amplitudes (em milimetros) da vibragio (da solu¢io permanente)
de M para ambos os casos.

b) Com o objetivo de diminuir a amplitude de M, dizer se é recomenddvel
trocar a mola para K = 6000 N/m.

EX4 — Para o sistema da Figura E6.3, qual ¢ a freqiiéncia de x(#) que produzird

um deslocamento minimo da massa M ?

M,
BzVJ_\ %Kz
| +

ﬁo
i1 Zx

= Asen(wt)
/1177777 ///‘L

Figura E6.3

1

EX5 — O dispositivo da Figura E6.4 foi construido para fazer a plataforma
vibrar. A plataforma sempre vibra com uma amplitude igual a 4,0 mm e com fre-
qiiéncia @ igual a freqiiéncia (rotagao) do motor do dispositivo. Um processo in-
dustrial necessita que a massa 7 vibre com uma amplitude cujo valor seja o mais
préximo possivel de 3,5 mm. Como o motor tem regulagem discreta (vide Tabela
E6.1), determine qual ¢ a regulagem (rotagao do motor) recomendada.

Dados: B = 2513,27 Nseg/m, m = 40 kg ¢ K=1 09662,3 N/m.

r
m

Plataforqa_’ B’J_‘ K _I_X

Dispositivo

I |

FTTTTTTTT7
Figura E6.4
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Tabela E6.1

Regulagem n° | Rotagio do motor (rpm)
1 600
2 800
3 1000
4 1200
5 1400

EX6 — Faga o gréfico da resposta em freqiiéncia (em papel mono-log 3 décadas)
da fun¢do de transferéncia abaixo. Os cdlculos das corregoes da relagao de amplitudes
e das fases deverdo ser efetuados pelo menos para as cinco freqiiéncias: 2,5; 5; 8; 10;
e 16 rad/seg. Organize o cdlculo das corre¢oes da relagio de amplitudes e da fase
conforme Tabela E6.2 abaixo.

Considere as fun¢des: n° 1 = ganho; n° 2 = sistema de 1° ordem; e n°® 3 = integrador.

Qg2 78278(0,1255+1)

A fungao de transferéncia é:

] S
Tabela E6.2
e | ®=2,5rad/seg | =5 rad/seg | ®= 8 rad/seg | ®=10 rad/seg | ® = 16 rad/seg
o
‘g; Wt = T = T = ot = Wt =
S| db | o | A | 9| | 9| | 9| & | ¢
1
2
3
>

EX7 — Determine a resposta em freqiiéncia (em &b) de um sistema cuja fun¢ao

e 0,69464( s° +3,25+64)
de transferéncia é: —°(s) =
s(s+2,5)

Para elaborar o gréfico, use papel mono-log de 3 décadas. As corregoes e as
fases deverao ser determinadas pelo menos para as oito freqiiéncias: 1,0; 2,5; 5,0;

8,0; 10,0; 16,0; 20,0; ¢ 40,0 radyseg.
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Organize o célculo das correcbes da relagio de amplitudes e da fase em uma
tabela.

Considere as fungdes: n® 1 = ganho; n° 2 = sistema de 22 ordem, n° 3 = integrador;
e n® 4 = sistema de 12 ordem.

EX8 — Para o sistema da Figura E6.5, determine a resposta em freqiiéncia da

funcao de transferéncia é(s) Os coeficientes sao: B = 24 Nseg/m ¢ m = 3 kg.

B
i—]—m

Figura E6.5
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CapiTuLo 7

EstupO DA RESPOSTA USANDO O
METODO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

7.1 — RESPOSTA A ENTRADA IMPULSO

Suponha que § (?) seja a entrada de um sistema com fungao de transferéncia
W(s), Figura 7.1.

3,(t) h(t)
—P W(s) —>

Condigbes iniciais = 0
Figura 7.1 Resposta de um sistema quando a entrada é §,(t).
Definimos a resposta a entrada impulso como sendo A(z), ou seja:
h(t) = resposta A entrada impulso (weighting function).

Lembrando que a defini¢ao de fun¢io de transferéncia ¢ a relagao entre a
transformada da saida e a transformada da entrada, podemos escrever:

£ [h(t)]
= T6.0]
Entao:
%[f(t)] =W(S) %[5+(t)] (7.2)

Como a transformada de & (?) ¢ igual A unidade, chegamos a um importante
+
resultado: a Transformada de Laplace da resposta do impulso ¢ igual a fungio de
transferéncia do sistema. Matematicamente:

Z[h(t)]=W(s) (7.3)

[lustrando esta equagio através de um exemplo, vamos supor que o sistema
seja um integrador. Sabemos que a fung¢do de transferéncia de um integrador ¢

W(s)= 1 Por outro lado, vimos no Capitulo 4 que a integral da fun¢ao impulso
S

unitdrio 0 (2) é a fun¢do degrau unitdrio « (z). Portanto, a transformada da resposta
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¢igual a fungao de transferéncia, ou seja, h(2) = u (t) e £ [h(t)] ZW(S) = E, Figura
s
7.2.
5.0 1 h(t)
—_— =
.0 AR = u0)
1
0 A't 0 =t

Figura 7.2 Fungéo h(t) sendo W (s)=

720

7.2 —RESPOSTA A UMA ENTRADA ARBITRARIA

Suponha que ¢,(2) seja uma entrada arbitrdria aplicada a um sistema linear. A
saida ¢ (2) pode ser determinada usando a defini¢ao de fungao de transferéncia e a
transformada inversa de Laplace. Assim:

Q,(s)=W(s) Q(s) (7.4)

Calculando a transformada inversa usando o teorema da convolugio (vide secao

4.9) vem:

4,(6)=2 WERE]=], h@)g (¢t -t)dr=] 4. (@)h@-7)dr (7.5)

Nesta equagio vemos uma das aplicagoes da fun¢ao A(z); pois, se a fungio h(z)
for conhecida (tedrica ou experimentalmente), podemos determinar a fungao g (z)
para um dado ¢,(2).

Se q(t) e h(t) forem expressdes matemdticas, podemos encontrar g (¢) analiti-
camente.

Se ¢,(t) elou h(t) forem dadas em forma grifica ou em tabelas (dados experi-
mentais), entdo podemos computar g (¢) numericamente, ponto por ponto.

Por exemplo, das fungdes A(z) e ¢,(¢) da Figura 7.3 ¢ de um valor de ¢, seja
t = t,, determinamos o valor ¢ (¢ ), Figura 7.4. Repetindo o processo para z,, t,t,
... obtemos o grifico de g (2), Figura 7.5.
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Devemos salientar que a equagdo 7.5 pode ser implementada grdfica ou numeri-
camente através de calculadora ou computador.

A h(t)

{‘ qi(t)

o R
%4 t

Figura 7.3 Fung@es h(t) e g,(t) usadas para exemplificar o calculo de g,(t).

RO
Qi(t1 - T)
h(7).qit,— )
h(r)-Qi(tw - T)

P

qi(t1 - T) h(‘E)

o~ ] a
~—" \/ .V K
Area = h(t).gi(t,— t)dt = q,(t;)

o

v

Figura 7.4 llustracdo grafica da determinag&o de q(t,),
considerando as fungdes h(t) e q(t) da Figura 7.3.
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o) &

Qolty) foomeeaaee ; X ’

t, t, t, t, t

Figura 7.5 Determinagdo grafica de g (t).

7.3 — RESPOSTA DO “IMPULSO APROXIMADO”

Chamamos de “impulso aproximado” aquele impulso que pode ser realizado
fisicamente. E bastante comum o “impulso aproximado” ser chamado de pulso.

O estudo da resposta do impulso aproximado ¢ feito usando a integral de
convolugio (se¢ao 4.9), primeiro para o impulso perfeito e depois para o aproximado.
7.3.1 — ResposTA DO IMPULSO PERFEITO com AReA A

Seja g (t) a resposta do sistema a entrada AP5+(t), um impulso perfeito cuja
drea ¢ igual a A , Figura 7.6.

h(t)

A1) (1)
—b W(s) —>

/\/\ »

(a) (b)

Figura 7.6 (a) Sistema com entrada Ap8+(t). (b) Fungéo h(t) do sistema.

Aplicando a equagdo 7.5, em que neste caso ¢,(2) = AP5+(t), obtemos:

o (t)=] h(r)AS(t-7)dr 7.6)

Considerando a fungio A(z) da Figura 7.6 podemos fazer a representagio gréfica
da equagdo 7.6, Figura 7.7.
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A AQJ(t—-1)

h(t)

Figura 7.7 Representagéo das funcdes Apﬁ(t - 1) e h(1).

Desenvolvendo a equagao 7.6 resulta:

t+e t+e
o,(t)=]  h(r)A8(t-7)de=h0A,[ " 8(t-7)de (7.7)
Definindo uma varidvel auxiliar x, tal que x £ /_ 1T, entdo:
o, (t) = h()A, [ 8(x)dx (7.8)
Como a integral ¢ igual 2 unidade, entio:
q (t)= Ah(t) (7.9)

Portanto, a mudanga da drea do impulso perfeito causa mudanga proporcional

nas ordenadas da resposta do sistema.

7.3.2 — RESPOSTA DO IMPULSO APROXIMADO COM AREA AP

Seja a entrada de um sistema, o impulso aproximado 8 (¢) cuja duragao ¢ At
e sua drea igual a A, Figura 7.8.

Aaalt)

N
] t \/V\/ t

5,(1) Area=A,

3,(1) aalt)
—> W(s) —>

v

At

P

Figura 7.8 Exemplo de fungdes 4,(t) e q_,(t).
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A resposta g (2) ao impulso aproximado 6 (2) pode ser determinada através da
equagao 7.5. Portanto:

A ()= ] h(1)8, (t-7)dr (7.10)

Para resolver a equago 7.10 podemos examinar o gréfico de 0 (— 7) em relagao
ao grafico de A(7), Figura 7.9.

A h(
S, (t—1)

/ Ponto h(t)
h(t) —\

/I/— Ba(t - T)

ay

Figura 7.9 Representacéo grafica de h(7) e §,(t — 7).

Se At for bastante “pequeno” e A(7T) bastante “lento” a ponto de ser praticamente
constante de 7, a ¢, tal que A(t,) = h(t), entdo podemos considerar b(t)5ﬂ(t —7) uma
boa aproximagio para a fungao produto /)(T)aa(t — 7). Neste caso, a (7.10) fica:

G ()= (1) [, 8, (t-7)dr (7.11)
ou

G (t) = AD(Y) (7.12)

Comparando as equagdes 7.9 ¢ 7.12 concluimos que é possivel realizar na prética
quag q

o teste de impulso, com uma boa aproximagio, se o pulso for “rdpido” em relagao a

resposta do sistema. Sob o ponto de vista geral, podemos fazer as seguintes observagoes:

. «wQ ”» . - .
(i)  “Sistemas leves” exigem pulsos de curta duragio para produzir resultados com
boa aproximacao, Figura 7.10.

(ii) “Sistemas pesados” podem tolerar pulsos de “longa” duragao e ainda permitir
resultados com boa aproximagao, Figura 7.11.

(iii) “Sistemas leves” com pulsos de longa dura¢ao levam a resultados errados, Figura

7.12.
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Observamos através da Figura 7.12 que, se A(7) for rdpido e 5ﬂ(t — 1) for de
longa duragdo, a equagio 7.12 nao ¢ vélida, ou seja:

Qo (1) = A(1) (7.13)

ah(®)
8a(t - T)

v

Figura 7.10 A fung&o §,(t — 7) precisa ser de curta duragéo quando h(z) é rapido.

4 N0
S,(t—1)

h()

~

o 0,(t—1)

av

<—>It
At

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
! P

Figura 7.11 A fungéo g,(t — 7) pode ser de “longa” duragéo quando h(z) € lento.
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A h(®)
o, (t—1)

h(t)

S 4

Figura 7.12 A fungéo é,(t — 7) de longa duragéo com h(7) rapido leva a resultados
errados quando usamos a equacao 7.12.

7.4 — RESPOSTA EM FREQUENCIA (RF)

O estudo de Resposta em Freqiiéncia estd desenvolvido no Capitulo 6.

Vimos no Capitulo 6 que Resposta em Fregiiéncia de um sistema linear foi
definida considerando a entrada senoidal e a resposta senoidal do regime permanente
do sistema. Esta resposta senoidal é observada apés todos os transientes desaparecerem.

Para um dado sistema linear, Figura 7.13, devemos escolher o par entrada e
saida de interesse. Fazemos a entrada escolhida ¢,(2) ser senoidal e observamos a
resposta escolhida em regime permanente g, (2) que também serd senoidal, Figura

7.14.

Entradas Saidas
> L
SISTEMA

’ LINEAR ’
> L

Figura 7.13 Sistema com diversas entradas e diversas saidas.

Langando em gréfico a Relagio de Amplitudes e o Angulo de Fase, em fungio
da freqiiéncia, obtemos o gréfico da Resposta em Freqiiéncia do sistema, Figura 7.15.
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A G

Ao(t) = %

/—Tempo de atraso = —

qi(t) = Asen(mt)
go(t)
/ /
- \\
\
\
\
\

\ /

/ \ /

\ /
\ /
/ \ /
\
0 \
\
\
\
~ 7 \

q.(t) = transientes + Resposta permanente: q,,(t) = A sen(wt + ¢)

resposta permanente (mesma frequiéncia)

Figura 7.14 Grafico da entrada q,(t) = A;sen(wt) e da saida q(t).
Relagao de
Amplitudes 4

(AJA)
Resposta em
. io Freqiiéncia
Angulo de R (sempre duas
Fase (¢) - curvas)
‘®

Figura 7.15 Resposta em Freqiéncia.

A Resposta em Freqiiéncia de um sistema com fungao de transferéncia W/(s)
pode ser determinada analiticamente por trés métodos. Sao eles:
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(i)  Resolvendo a equacao diferencial pelos métodos cldssicos e entao encontrando
%,,(t) = A sen(wr + ).

(ii) Resolvendo a equagio diferencial usando a Transformada de Laplace e entdo
encontrando qﬂp( t) = Asen(ox + ¢).

(iii) Substituindo s (Varidvel de Laplace) por i@. Este método ¢ o mais conveniente.

Quando substituimos s por 2@, W(i@) torna-se uma fungio complexa. Esta fungio

S

complexa tem médulo igual W (i) e fase! ¢ = ZW (i) e é possivel mostrar que:

W(iw) =

W (iw)=¢ = dngulo de fase

= relagio de amplitudes

>|>

(7.14)

7.5 - RELACAO ENTRE A RESPOSTA DO IMPULSO E A
RESPOSTA EM FREQUENCIA

7.5.1 — DeTERMINAGAO DA RF QuANDO A RESPOSTA DO
IMPuLso E CoNHECIDA

Considerando que a resposta do impulso A(z) de um sistema W(s) seja
conhecida (expressao analitica ou dados experimentais), podemos determinar a
Resposta em Freqiiéncia da seguinte maneira:

_ _ [~ st
W(s)= [h(t)]= h(t)e*dt (7.15)
Substituindo s por i@ e usando a equagio de Euler (equagao A.5) vem:
W(io)= [ " h(t)cos(wt)dt—i _h(t)sen(wt)dt (7.16)
ou
W(io)=a-ib=+a*+b* Zarctg(-b/a) (7.17)
em que:
a £ [ h(t)cos(wt)dt
b2 [ h(t)sen(wt)dt;

zarctg(—bla) = fase de (2 — ib).

1. O simbolo “ /£ significa ingulo.
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Se h(t) é uma expressao matemdtica conhecida, entdo as integrais da equagao
7.16 podem ser resolvidas analiticamente e uma expressao para W(i@) ¢ determinada.
Através desta W(i@) encontramos a Resposta em Fregiiéncia.

Se nao temos a expressao matemdtica de A(z) mas sim o gréfico de A(z) (obtido
de experimentos), a Resposta em Freqiiéncia W(i@) pode ser determinada gréfica
ou numericamente, mas nenhuma expressao para W(i@) é obtida diretamente. A
determinagio grdfica ou numérica de W(i@) ¢ feita ponto por ponto, conforme
ilustrada na Figura 7.16.

h(t
/ ® cos(mwt)—\ Fungoes h(t) e cos(m,t).
Para um dado ® = ®,, a fungédo
/ . [ cos(w,t) fica perfeitamente
\V// \/ ? determinada em relagéo a t.
h(t)cos(m,t =
(t)cos(at) } Fungao produto: h(t).cos(m,t).
paN 7~ »
N V4 ?
a, 0
Funcgéo integral:fh(t).cos(cmt)dt
> 0’
! t
e h(t)
/—sen(a)1t)
™\ > Funcdes h(t) e sen(w,t).
\V \/ t
I/\ /—h(t)sen(w1t)
Funcgéo produto: h(t).sen(w,t).
A . gao p (t).sen(o,t)
v t
b, o
Fungao integral:fh(t).sen(wﬁ)dt
. 0+
Mot
W)l T o
: Determinagéo de um ponto da
- curva da resposta em freqiiéncia
© ®
b =2W(oi) ' M,=\a’ + b’
o 0, = arctg(-b/a,)
o, ®

Figura 7.16 Determinagdo gréfica da curva da Resposta em
Freqgiiéncia a partir do gréafico da resposta do impulso.
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Na Figura 7.16 foi determinado um ponto da Resposta em Freqiiéncia, para @
= @, portanto, repetindo o processo para outras freqiiéncias, @, @, ...,
determinamos as curvas da relagao de amplitudes e do angulo de fase.

Quando fazemos a determinagdo grdfica ou numérica da Resposta em
Freqiiéncia através da escolha de valores de @, temos a preocupagio em saber em
que valor de @o processo deve parar. Este problema é naturalmente resolvido porque
para freqiiéncias relativamente altas, quando comparadas com a velocidade de varia-
¢ao de A(2), os valores de a e b ficam praticamente iguais a zero e o processo pode
entdo ser interrompido. A Figura 7.17 ilustra este conceito.

f Lrl(t)sen(mpt) =0
| >

t

Figura 7.17 Para altas freqiiéncias, os valores de a e b séo aproximadamente iguais a zero.

7.5.2 — DETERMINACAO DA RESPOSTA DO IMPULSO QUANDO A RESPOSTA EM
FreQueNnciA E CoNHECIDA

Quando a Resposta em Freqiiéncia é conhecida e pretendemos determinar A(2),
usamos a Transformada Inversa de Laplace. Do Capitulo 4, equagio 4.7, temos:

f(t)= 2_3” “F(s)etds (7.18)
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Lembrando que Z[h(t)] ZW(S) e fazendo f{)= h(t) obtemos:

1 Ctioco
h(t)=2_ﬂi __W(s)e'ds (7.19)

Agora, substituindo s por i@ e realizando uma série de manipulagbes mate-
mdticas, chegamos ao seguinte resultado:

h(t)= % .[:|W(iw)| cos¢ cos(ot)dw (7.20)

em que IVV(I 601 ¢ a relagdo de amplitudes e @ ¢ o Angulo de fase da Resposta em
Freqiiéncia.

A Figura 7.18 ilustra este método, partindo do grdfico da Resposta em Freqiiéncia.

|W(wi)l
N A Resposta em
o ‘o ) Freqliéncia é
4 conhecida
‘ \_p ©
cos ¢ T—\\ A parti
- partir dos valores de ¢
determinamos o grafico

de cos¢ em fungdo de ®

»
‘ \%4 \/ ®
Escolhemos um valor de t.

cos(mt,) N
/\ > Seja t =t,, entdo determinamos
‘ \/ \/ @ o grafico de cos(mt,) em fungdo de
Funcéo }

Determinamos a fungéo produto:
|[W(im)|cosd cos(mt,)

produto T/‘\

‘ \ \/ \/ \ (O]
if
7 (prod.)de Integramos a fungdo produto e multiplicamos

por 2/, portanto obtemos a fungéo:
2/mf|W(im)|cosd cos(mt,)dw

h(t) @
Repetindo o processo
) determinamos o
| grafico de h(t)
o\t

Figura 7.18 Determinagao gréafica da resposta do impulso a partir da Resposta em Freqiiéncia.
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7.6 — RESPOSTA DA ENTRADA PERIODICA

7.6.1 — SERIE DE FOURIER

Se f{t) for uma fungao periddica de periodo 7, entao f{z) = f{t + T), Figura 7.19.

\— A série de Fourier converge no

ponto médio da descontinuidade

f(t) a

K

Figura 7.19 Exemplo de uma fungéo periddica.

Uma fung@o periédica f{z), continua por partes, pode ser representada por uma
soma de senos e cossenos (expansio em série de Fourier), ou seja:

& C 2rn
t =—+ cos—t+bsen—t
= Z,(an sen— ) (7.21)
em que :
T/2
a= | f(t)cos(@t)dt n=0,1,23,. (7.22)
-T/2 T
T2
b,= | f(t)sen(znn )dt n=1,23,. (7.23)
-T/2 T

Outra forma de expandir f{z) ¢ através da Transformada de Laplace. Neste caso
) é escrita como sendo:

1 1),
f(t) —?Zce" (7.24)
em que:

, M= ... -3,-2,-1,0,1,2,3, ... (7.25)
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T2

¢,z [T dt _ £ @)L, 7.26)

=T/ 2

f-(t) = fungio obtida do primeiro ciclo de f (t) (vide segio 4.5), isto ¢é:

L |=T(t) para 0<t<T
fT(t)z{

=0 para os demais valores de t

De acordo com a defini¢ao de f; (t), em apenas um ciclo ela ¢ diferente de

zero. Por exemplo, vide Figura 7.20.

f(t) &

AWivi

Vo VT

M)

v

fr(t) &

N\

v

Figura 7.20 A funcéo f (t) & igual & funcéo f(t) somente para 0 <t < T.

A equagdo 7.26 exprime a igualdade entre ¢, e a Transformada de Laplace de
f(®), fazendo s = i@ . Se s é substituido por 7@ , entdo o coeficiente ¢, é um niimero
complexo. E possivel demonstrar matematicamente que este ndmero complexo se
relaciona com os coeficientes da equagao 7.21 da seguinte maneira:
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Re[c,]=a, (7.27)
—Im[c,]=h, (7.28)

em que os simbolos Re e Im significam, respectivamente, a parte real e imagindria
do nimero complexo.
Para exemplificar o processo de expansao de f{z) em série de Fourier, utilizando

a equagio 7.24, seja a fungdo onda quadrada dada na Figura 7.21.

f(t) a
1

—
v

0 2T

-1

Figura 7.21 Onda guadrada com saltos de -1 a +1.

De forma similar 4 fun¢io dada pela Figura 4.39 e 4 equagao 4.259, a fungao
J;(t) pode ser escrita:

fo(t)=u(t)-2u(t-T/2)+u(t-T) (7.29)
Entao, aplicando a equagio 7.26 ¢ combinando com 7.25, obtemos:
1 2eds  gTs (1- e‘”’Z)S)2 T(1-e")
C. =<~ + =l =——7F7—— (7.30)
S S o S i27n
Da equagio A.5 (Euler) vemos que:
ixn . -1 paranimpar
e =cos(mTn)—1sen(ztn)=
(zn) (zn) {+l para 7 par (7.31)
Logo:
2T para z {mpar
C,=+417tNn (732)
0 para 7 par
Da equagao 7.25 constatamos que @ , = -0, @ , =-®, @ ;= —@, ...,entdo,

combinando as equagdes 7.24 e 7.32 vem:
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f (t):l(..._ﬂeiwst CZ ot _ 2T o 2T o 2T o 2T +)

T ir5 i3 il il i3 ir5
(7.33)
ou
f(t):l(. —_Ee““’st —_Ee““’3t —Ee"“’lt +£é‘°1‘ +_£e”"3t +_£e“"5t +)
T i75 iz3 ir iz iz3 75
(7.34)
Usando a equagdo de Euler (A.5), vemos que:
e—iwnt eia)nt 2i
(— + J:—sen(wnt) (7.35)
n n n
entdo, aplicando esta igualdade aos pares correspondes da (7.34), obtemos:
4 sen(mw,t)  sen(wgt
f(t):;[sen(a)lt)+ (33 )+ (55 )+) (7.36)

que ¢ a série de Fourier da fun¢io onda quadrada dada na Figura 7.21.

Portanto, a disponibilidade de tabelas da Transformada de Laplace pode tornar
a determinagio dos coeficientes da série de Fourier mais fdcil que a resolugao das
integrais dadas nas equagoes 7.22 e 7.23.

7.6.2 — REspPOsTA EM REGIME PERMANENTE QUANDO A
ENnTRADA E PERIODICA

Quando um sistema linear é submetido a uma entrada periddica, a resposta
em regime permanente ¢ também periédica. Dentre os métodos que possibilitam a
obtengao desta resposta, o que utiliza a Resposta em Freqiiéncia se mostra o mais
conveniente e o seu desenvolvimento tem os seguintes passos:

(i)  Obtengao do Espectro de Fourier (espectro em freqiiéncia) da entrada periédica.

A determinagao do espectro pode ser feita analitica, numérica ou experimental-
mente. Para descrever analiticamente o espectro, a fungo f{z) precisa ser escrita da
seguinte forma:

f(t)=A+Asen(ot+o,)+Asen(ot+a,)+... (7.37)

Chegamos a esta equagdo utilizando as equagdes A.11 e 7.21, portanto, as
constantes A4 e @ sio calculadas conforme equagao A.11.

(i) Determinag¢ao da Resposta em Freqiiéncia.
(iii) Cdlculo da saida.
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A saida ¢ calculada multiplicando a amplitude da entrada pelo médulo de W(Zw)
e somando a fase da entrada com a fase de W(i@). Em termos algébricos, a saida ¢
entao:

AW (i0)|+ AW (iw, )| sen(w,t + o, +,,.,, )+

+ AW (im,) sen(o,t+a, + 4., )+ .. (7.38)

Uma ilustragao grafica mostrando o procedimento aparece na Figura 7.22.

Aa A, A O espectro ¢ discreto,
A, Pportanto ndo existe nada
A, —* entre duas freqliéncias
T Az . . .
T .
__ Espectroem O O, O; 0, ®
freqliéncia da entrada a
(espectro discreto) ik —a,

Resposta em
freqiéncia do sistema
(curvas continuas)

T T T »
b~ | ®

Dua ,

Dus
Bua
Aa Al W) | Al w(oy)l
o
A, I Wio,p | Al W(e,)|
Ag | Wi(egi) [ -" -|-
Espectro em . >
freqliéncia da saida O 0, O O, H o)
em regime permanente H
J P Vi & ' Amplitudes

(espectro discreto) Importante |
1

At Py bastante pequenas

T ! R
o, o, [0, Jo, :"\' ‘®
0yt Pug 1
1
o

A partir de determinada
o Ost Dos ' frequéncia as amplitudes
sao despreziveis

a,t+

Neste exemplo: o, + ¢,0=0

Figura 7.22 Determinagéo grafica do espectro em freqiiéncia da
resposta em regime permanente causada por uma entrada periédica.
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7.7 — RESPOSTAS A ENTRADAS CUJAS
AMPLITUDES SAO MODULADAS

7.7.1 — SiNalsS MoDULADOS

Amplitudes moduladas s3o intencionalmente empregadas em sistemas de
medida e comunicagdes. Em certas situagbes elas aparecem naturalmente em
fendmenos actsticos e em outros sistemas como mecAnicos e vibratdrios.

Na grande maioria das vezes estes nao sao periddicos, isto é, somente em
rarissimas situagdes ¢ que eles se tornam periédicos.

Uma fungio modulada ¢,(2) pode ser escrita da seguinte forma:
g (t)= f.(t)sen(ot +9) (7.39)
em que:
f_(t) 2 uma fungdo do tempo a ser modelada;
sen(wt+¢) £ funcido portadora;
®.= freqiiéncia da portadora;
¢ = angulo de fase da portadora.

Um caso especial e simples considera £, (¢) = A(1 + m.cos(® t)). Esta fungao ¢
bastante ttil para o entendimento de sinais modulados porque ¢ uma constante de
tamanho A somada a uma variagio periédica de amplitude mA. Este ¢ o caso que
serd aqui estudado.

Substituindo esta fungio £ (2) na equagio 7.39, obtemos:
g (t)= A[ 1+ mcos(w,t) | sen(wt + ¢) (7.40)

em que:
A= amplitude;

A ~
m = fator de modulagio;

Ap a .
®,,,= freqiiéncia do sinal a ser modulado.

Usando a igualdade trigonométrica:

sen(oc)cos(ﬁ):%ﬁn(a+ﬁ)+%sen(a—ﬁ) (7.41)
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e combinando com a equagio 7.40 vem:

q(t)= Asen(a)ct+¢)+m7A%n[(wc +a)m)t+¢]+r%b‘sen[(a)C —w,)t+¢]

(7.42)
O espectro da fungio ¢,(2) é dado na Figura 7.23.
Ampl.a
A
mA mA
2 2
O, — 0, (O O, + O, ;(;)
Fasea
¢ ~‘— ¢ ¢
O, — 0, (O o, + o, ;0)

Figura 7.23 Espectro em Frequéncia do sinal modulado A[1 + m.cos(am, t)]sen(a.t + ¢).

O espectro da Figura 7.23 mostra a presenga de duas freqiiéncias, (@ — @ ) e
(@ + ® ), que apareceram por causa do processo de modulagao.

Isto explica a existéncia de freqiiéncias aparentemente estranhas que detectamos
em certos trabalhos de medi¢do, por exemplo, quando medimos ruidos de redutores
de velocidade. A freqiiéncia produzida pelas imperfei¢des construtivas de uma
engrenagem combinada com a rotagdo do seu respectivo eixo gera um sinal de
amplitude modulada e isto resulta em um espectro semelhante ao da Figura 7.23.

7.7.2 — RESPOSTA DO SINAL MoODULADO

O objetivo é determinar o espectro da resposta quando a entrada do sistema
linear é um sinal modulado.

Quando a entrada ¢ um sinal modulado de espectro discreto, obtemos o
espectro da resposta em regime permanente aplicando procedimentos idénticos aos
dos sinais periédicos.

Se a fungao f (¢) da equagao 7.39 for um transiente, uma modulagao muito
usada em Sistemas de Medidas, a sistemdtica para encontrar o espectro é semelhante,
mas o estudo de modulacio e demodulacio de sinais estd além dos objetivos deste
texto.
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Quando a entrada for apenas um transiente (o espectro é continuo), o espectro
da saida ¢ obtido através do procedimento descrito a seguir, se¢ao 7.8.

7.8 — DETERMINACAO DA RESPOSTA QUANDO A ENTRADA E
UM TRANSIENTE ARBITRARIO E A RESPOSTA EM
FREQUENCIA E CONHECIDA

Na segdo 7.2 deste capitulo foi visto como determinar a resposta em fungio
do tempo (equagdo 7.5) quando a entrada era uma fungao f(z) qualquer, o que
significa que pode ser um transiente.

A determinagao da resposta, quando a entrada é um transiente arbitrdrio e a
Resposta em Freqiiéncia ¢ conhecida, ¢ desenvolvida nesta se¢o de outra maneira,
ou seja, no dominio da freqiiéncia. Assim, se a entrada de um sistema ¢ uma fungao
f(¥), Figura 7.24, a Transformada de Laplace da saida pode ser escrita como sendo:
F,(s)=W(s)F (s) (7.43)

(o] 1

Fi(s) Fo(s)
—> W) |—>

Figura 7.24 Sistema W(s) com entrada F(s) e saida F(s).

Se f{() for um transiente, podemos determinar £ (z) a partir de F (s) ou, também,
a partir de F (i@). Da equagao 7.43 temos:

F,(io)=W(io)F (in) (7.44)
Sendo, por defini¢io:
F(s)=] f, (t)e et (7.45)
0+
entdo, substituindo s por i@ e usando a equagdo de Euler (A.5), vem:

F (i0)= | f,(t)cos(@t)dt —i | f,(t)sen(at)ct (7.46)

Chamando as integrais de 2(@) e b(@), entao:
F(iw)=a(w)-ib() (7.47)

Usando esta equagao podemos obrter a densidade espectral do transiente f(2),
Figura 7.25.
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(i)
(ii)

(iii)

(iv)

| F (i) |a

_—— () + b,

‘F|(m1|)| """""""

g
8"

ZF (i) 4

Figura 7.25 Exemplo de densidade espectral de um transiente f,(t).

Alguns pontos importantes referentes a Figura 7.25 devem ser observados.

As curvas do espectro (mddulo e fase) sdo continuas.

A fungio F(i@) deve ser entendida como uma quantidade de sinal por unidade
de incremento de freqiiéncia. Por exemplo, se f{(#) for pressio com unidade
Ibflin’, ento, F(i@) tem unidades (lbflin’)/(rad/seg).

O sinal f{(z) jamais pode ser obtido através de uma soma de senos tal como ¢
feito no espectro de um sinal periédico. Este espectro tem um conceito
diferente: — ¢ densidade. Para um valor especifico de @, um ponto, a amplitude
senoidal ¢ nula. O conceito ¢ andlogo ao de carga distribuida estudada em
Resisténcia dos Materiais, a forga em um ponto ¢ nula.

Este espectro ¢ relativo a F,(i@), que ¢ a transformada de f(z), enquanto o
espectro de uma fungdo periddica ¢ relativo a prépria fungao do tempo f{2).

Voltando 4 equagio 7.44, se as expressdes matemdticas da densidade espectral

da entrada F(i@) e da Resposta em Freqiiéncia W(Z@) forem conhecidas, a densidade
espectral F (i) pode ser determinada analiticamente através da multiplicagao destes
niimeros complexos. Da mesma forma, se os grdficos de F(i@) e W(i®) (Figuras
7.25,7.26 ¢7.27) forem conhecidos, o gréfico de F (@) pode ser determinado ponto

por ponto.
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|W(oi)| &

A partir de uma certa
|W((o1i)\ ----------- freqliéncia o (freqliéncia
de corte do sistema) o
médulo de W(wi) é
aproximadamente zero

¢ =2W(wi) 4

¢

Figura 7.26 Grafico da Resposta em Freqiiéncia do sistema W(iw).

| Fo(wi)] &

/— |Wi(e,i)| x| F(e,i)

[N 11 A N

_S____________
8"

o =£F (i) 4

8"

(V7 I S

Figura 7.27 Densidade espectral da saida F (iw).

Quando queremos determinar a fungao f(¢) a partir da sua densidade espectral,
devemos realizar a transformagao inversa de F (i@). Para tal operagao utilizamos a
férmula da Transformada Inversa de Laplace (vide segdo 4.2), ou seja:
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£ ()= 2[F,(s)]= 2—; SR () para 20 (7.48)

Manipulando esta equagio vamos obter o seguinte resultado:

f(t)= fr [ |F, (i) cos(a) cos(at) de (7.49)

em que|F,(i®) e orsio valores (mddulo e fase) da densidade espectral da saida F (i@).
q p B

Ainda, continuando com a manipula¢ao matemdtica, da equagio 7.49 vem:

f(t) =%j;{Re[ F, (io) ]} cos(et)de (7.50)

em que Re[F,(io)] é a parte real de F (iw).

A inversao pode ser realizada por meios grdficos também, porém, neste caso, a
solugdo baseia-se na equagao 7.49. Escolhendo um valor de ¢ seja 7 = #,, e aplicando
graficamente a equagdo 7.49, encontramos o valor de f(z,), Figura 7.28.

4 1 - Dos gréficos de

| F (i) le aem
fungéo de ®
(Figura 7.27)
obtemos o grafico
de | F,(oi) | cosa

® 2 - Para um dado
t=t, a fungéo
cos(t,m) é s6
fungao de ®

y,(®) £ funcao
produto para
t=t,

®
V, é o valor
Vv estabilizado da
! - integral
®
2V
fo(t =1
OF o=
!ov, \

t, t
Figura 7.28 Processo grafico para obtencgéo de f (t) a partir da densidade espectral F (iw).
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7.9 —REQUISITOS A UM “IMPULSO” REALIZAVEL PARA O
TESTE DO IMPULSO

Se o transiente f(#) for um impulso perfeito 6+(t), entio, da defini¢ao da
Transformada de Laplace, substituindo s por i@, obtemos:

F(i0)=[ 5, (t)cos(at)dt—i [ 5, (t) sen(wt) dt (7.51)
Da defini¢ao da multiplicacio de uma fungio pela fun¢ao impulso vem:
F, (iw) = cos(@0") [ "5, (t)dt—i sen(w0") [ 5, (t)at (7.52)
Logo, colocando o niimero complexo F,(i@) na forma polar, resulta:
F(iw)=1 £0° (7.53)

A equagdo 7.53 mostra que F,(i@) é uma constante, ou seja, 0 médulo € igual
a I e a fase igual a zero para todas as freqiiéncias, Figura 7.29.

[F(wi)] &
T -
(O]
ZF (i) A
— /F(oi) = 0°
OO
[a]

Figura 7.29 Densidade espectral do impulso unitario.

Agora, para o caso do impulso realizével, £{(z) é um transiente (pulso), portanto,
a expressdo da densidade espectral F(i@) é:

F (iw)= | f (t)cos(wt)dt —i [ f, (t)sen(at)dt (7.54)

Fazendo a interpretagao gréfica das fungoes dentro das integrais, vemos que as
integrais dependem da freqiiéncia @, Figura 7.30.
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cos(mt) sen(mt)
) I JA— [

k Pulso com
area = A,

N R
ol WV ot

Figura 7.30 llustragdo grafica das fungdes f,(t), cos(wt) e sen(wt) quando @ € pequeno.

Se o valor de @ for bastante pequeno (@ = 0, @ = 0") entdo, cos(@r) = I ¢
sen(wt) = 0. Logo, substituindo @ = 0" na (7.54) resulta:

F (0+) = j; f, (t)dt = A, = drea do pulso (7.55)
Assim, para freqiiéncias baixas:
F(iw)= A, £0° (7.56)

Quando as freqiiéncias sao altas, isto ¢, a partir de algum valor de @, a equagao
7.56 passa a ndo representar mais uma boa aproximagio para a equagio 7.54. Isto

significa que, a partir de algum valor de @, |F; (i®) ¢ bastante diferente de A ca

fase de F(i@) bastante diferente de zero. E por essa razao que o espectro em freqiiéncia
de um pulso tem configuragao tipica, conforme ilustrado na Figura 7.31.

Agora, suponha que este pulso seja usado para teste em um sistema cuja
Resposta em Freqiiéncia estd ilustrada na Figura 7.26.

Se a freqiiéncia de corte do pulso @ for maior que a freqiiéncia de corte do
sistema @ (@ > @ ), o sistema ndo consegue detectar a diferenga entre um “impulso”
real (pulso) e o impulso perfeito de drea A . Isto ¢ facilmente entendido pelo fato de
o sistema ndo responder s freqiiéncias maiores que @ e fazer a densidade espectral da
safda ter médulo aproximadamente igual a zero para freqiiéncias maiores que @ .

Voltando a Figura 7.31, observamos que na regido de freqiiéncias relativamente
baixas o médulo de F (i) ¢ igual a drea do pulso 4. Isto significa que, se um pulso
for usado como entrada e for suficientemente curto em duracio, os detalhes com
respeito a sua forma no tém influéncia alguma, somente a sua drea ¢ que importa.
Por exemplo, se as entradas dadas pelos pulsos p (2) e p,(2) da Figura 7.32 forem
suficientemente curtos, as respostas do sistema serao idénticas, possuirdo o mesmo
espectro e 0 mesmo grifico em fun¢ao do tempo.
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|F (i) |a

Freqliéncia de

/ corte do pulso

ZF (i) A&
00

i A partir de o,
! | F(wi) le /F(wi) sédo
' consideravelmente
diferentes de A, e 0°,
respectivamente

Figura 7.31 Exemplo de uma densidade espectral de um “impulso” realizavel (pulso).

pi(t) &

Ap
Os pulsos
» pa(t) e pa(t)
0— & ——— g, =0 t causaréo
exatamente
pa(t) & amesma
A resposta
/
7
0+— & —»¢g,=0 t

Figura 7.32 Pulsos p,(t) e p,(t) de mesma area e de curta duragéo.

Na realizagao prética de testes experimentais com pulsos objetivando o
levantamento da Resposta em Freqiiéncia do sistema, o espectro da entrada |F(i@)|
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ndo precisa ser necessariamente plano, mas ter magnitude suficiente quando @ = @ .
Unm critério aceitdvel seria adotar a magnitude maior que 20% dos valores que ocorrem
nas baixas freqiiéncias, Figura 7.33. Neste caso consideramos que o teste do pulso
nao corresponde 2 realizagao do teste do impulso, mas sim ao teste cuja entrada ¢é
um transiente arbitrdrio. Neste tipo de teste, a determinag¢ao da dindmica do sistema
¢ feita utilizando a definigao de fun¢io de transferéncia, pois a Resposta em
Freqiiéncia do sistema, W(i@), é o resultado da divisio (divisio de ndmeros com-
plexos) dos espectros da saida pelo da entrada.

Fo(io)

W)= (o)

(7.57)

O teste do pulso
nao é recomendado
quando |F(io)| < 0,2 M,

»
»
0 ® ®

cs

Figura 7.33 Para o teste do pulso, |F,(iw)| ndo precisa necessariamente ser plano.

A diferenca entre os testes do impulso aproximado e do transiente arbitrdrio
nio ¢ um ponto significativo. Na verdade, eles sio conceitualmente idénticos, pois
ambos obedecem a equagio 7.57 e ambos sdo transientes. Apenas como observagao,
se a entrada for um impulso aproximado, o espectro da saida ¢ igual a curva da
Resposta em Freqiiéncia do sistema.

7.10 - RESPOSTA DE UM SISTEMA LINEAR QUANDO A
ENTRADA E UM SINAL ALEATORIO

7.10.1 — CARACTERISTICAS DE UM SINAL ALEATORIO

Chamamos de sinal aleatério aquele que pode, antes de o sinal realmente
ocorrer, ser descrito apenas estatisticamente. Isto significa que um sinal aleatdrio nao
. o S . _
¢ deterministico, pois nao pode ser descrito por um modelo fun¢io do tempo antes
de sua ocorréncia, Figura 7.34.
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X(t) &

Figura 7.34 O sinal aleatério ndo é deterministico.

Estes sinais sao importantes porque todos os sinais reais possuem algum “grau
de aleatoriedade”.

Uma maneira de tratar sinal aleatério é definindo-o como se fosse uma funcao
que ¢ identicamente igual a zero a partir de determinado tempo #, e considerd-lo
como se fosse um transiente. Uma dificuldade deste procedimento recai na escolha
de ¢, para que tenhamos uma amostragem estatistica representativa da fungao
aleatdria. Por exemplo, se t fosse escolhido tal como ilustrado na figura 7.35, as
altas freqiiéncias nio seriam consideradas.

x(t) A

Figura 7.35 Tempo t escolhido erradamente.

A existéncia de um valor minimo vilido para # implica que o processo é estaciondrio,
isto &, suas propriedades estatisticas nao se modificam com o tempo. Quando isto for
verdade, entdo hd um valor t correspondente a um nivel de confianca escolhido.

Devemos entender claramente que, em se tratando de sinal aleatério, teori-
camente ¢ necessdria coleta infinita de dados para chegar a resultados precisos.
Resultados baseados em tomadas finitas de dados devem sempre ser especificados
por meios estatisticos, referindo-se a uma probabilidade de os resultados estarem
corretos dentro de certa percentagem de confianga.

Esta observagao é importante porque geralmente nao ¢ possivel coletar dados
durante um longo intervalo de tempo, mesmo se o investigador desejasse pagar o
custo elevado de um longo ensaio.
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7.10.2 — CARACTERIZAGAO DA MAGNITUDE DO SINAL ALEATORIO

a) Valor Médio

O valor médio de um sinal aleatério ¢,(z) ¢ definido da seguinte forma:

AL 1)t
a () :km(?)hqxom (7.58)
em que 7"¢ o intervalo de tempo que g(t) ¢ analisado.

O valor médio g, (t) é um valor constante para um dado sinal aleatério. Consi-
derando que o valor médio ¢ entendido como uma componente constante do sinal,
e constantes sao facilmente tratadas (e nao sao sinais aleatdrios), este valor é sempre
subtraido do sinal aleatério. Portanto, neste estudo consideraremos apenas sinais
aleatérios com valores médios iguais a zero.

b) Valor da Média Quadrada

qﬁ%Jm()qum (7.59)

A interpretagao gréfica da equagdo 7.59 estd na Figura 7.30.

quA /\ AN A
MRAVAV/ MANVAVZ

/\/\m Sl

Figura 7.36 Interpretacéo grafica do valor da média quadrada qiz(t).

gA(t) &

1 T
- jo Q(t)dt &

—~ Vv
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¢) Raiz Média Quadrada

A raiz média quadrada é normalmente chamada de RMS por causa de seu nome
em inglés: “root mean square” (RMS).

Ela pode ser calculada através da seguinte equagao:

& (Vs 2V (1) (7.60)

RMS

d) Fungao de Distribui¢ao de Amplitudes

Em inglés, a fun¢ao de distribui¢ao de amplitudes ¢ chamada de “amplitude-
distribution function” ou “probability density function”.

O seu conceito é melhor entendido se desenvolvido através de um grfico.

Seja um sinal aleatério ¢(2) dado conforme a Figura 7.37 e seja ¢, um valor
escolhido qualquer.

Agora, definindo P [Cll g, + Aq] como sendo a probabilidade da fungdo ¢(2)

se encontrar no intervalo entre g, e 4,+4q, entio:
P[d,,q, + Aq] = probabilidade de lq, < q(2) < q,+Aq] (7.61)

Observando a Figura 7.37 e supondo que temos 7 intervalos Af’s, podemos
escrever:

(7.62)

q(t) 4

g, + Aq
g,

-~V

Figura 7.37 Sinal aleatorio q(t) e ilustracéo de q,, q, + Aq e At,.
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A equagio 7.62 estd de acordo com a defini¢do comum de probabilidade, pois
seus valores variam de 0 a I e € a rela¢io entre atributos ocorridos sobre o ndmero
total de eventos. Neste problema a atribui¢ao desejada é g(2) estar entre g, e g +Aqg;
e a fragio (2 Atk)/T ¢ a fragao de T em que ¢(#) se encontra naquela faixa de

“amplitude” entre g, e g, + Aq. Se g(2) permanecer todo o tempo 7 naquela faixa, P
serd igual a 1, e se ¢(z) nao permanecer nenhum tempo, P serd igual a zero.

Para definir a fun¢io f{q), fungio distribuicio de amplitudes, é necessirio fazer
Agq tender a zero:

3 At T

f(q) 2 lim lim| = —— (7.63)

AQ—0 T—eo Aq

Quando Ag = 0 ¢ T— eo, ambos, o numerador e denominador da equagao
7.63, tendem para zero, porém a relacio tende para um valor numérico especifico.

Com f{gq) definido desta maneira, vemos claramente que:

Probabilidade de ¢
f(a)dg = estar em dg (7.64)
& Probabilidade de ¢(2)
f(g)dg =
La (q) a [estar entreq, eq, :| (7.65)

Concluimos, portanto, que a drea total sob a fun¢ao f{g) é igual a 1, Figura 7.38.

No caso de utilizagao prdtica, nao vamos conseguir implementar a equagao
7.63 porque o termo 7 tende a infinito. Por esta razao, em aplicagdes préticas a fun¢ao
flq) pode ser apenas estimada.

f(a)a

Area >
|:totali| =Jf(q)dq =1

aVv

0

Figura 7.38 A area total da fungéo f(q) é sempre igual a 1.
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Para fungbes f{g) gausseanas, temos:

@
f(q)= e (7.66)
o\ 2m
em que a média do sinal ¢ zero e 6 ¢ o desvio-padrao (igual ao q(2),,,). A Figura
7.39 ilustra duas fungdes f{g) gausseanas.

f(q) &

f(g) quando
G € pequeno

f(q) quando
G € grande

av

Figura 7.39 Funcg0Oes f(q) gausseanas.

7.10.3 — CARACTERIZACAO DA “RAPIDEZ” DO SINAL ALEATORIO

a) Fungiao Autocorrelagao

A fungdo autocorrelacio R(7) ¢ definida da seguinte forma:

R(f)élg@(%)ﬂ G (t)a (t+7)dt (7.67)

Através da equagio 7.67 observamos que a fungio R(7) é o valor médio do
produto ¢(2) e q,(t + 7). Uma caracteristica importante da fungio R(7) é que:

R(0)=q’(t) (7.68)
ou seja, no ponto em que T = 0, a fun¢do autocorrelago ¢ igual ao valor da média
quadrada. Este ¢ o valor mais alto da fun¢io R(%), isto é: R(0) 2 R(%).

Outra propriedade de R(T) ¢ que ela ¢ uma funcio par, o que significa que
R(t) = R(—7).

A fung¢do R(T) pode ser obtida analiticamente ou através de processo grafico
(ou numérico por meio de computador). Se o trabalho for analitico, utilizamos a
equagio 7.67 e, se o processo for grifico, obtemos um ponto de R(7) de cada vez.
Por exemplo, fazemos T = 0 e depois igual a 7, T, T, etc. A Figura 7.40 ilustra o
processo grifico para a determinagdo de R(7).
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X(t) A

x(t+ 1) 4

0| t

IX(Ox(t + 7,)] &

%j X(O)x(t + T,)dt
0
R(ty)
o\ ¢
R(t)
A funcéo R(7) = R(t
é simetrica %~ S~/ (@)
e S
7 : -~
0 | T "C

Figura 7.40 Determinacdo de R(7) através de processo grafico.

A “rapidez” ou “lentidao” de um sinal aleatério pode ser detectada através da forma
da fungio R(%), pois, para sinais rdpidos, a funcio R(T) é bastante esbelta, Figura 7.41.

A func¢do R(7) é também utilizada para detectar a existéncia de alguma parcela
de variagao periddica “escondida” no sinal aleatério. Quando varia¢oes periddicas
existem somadas ao sinal aleatdrio, a fun¢ao R(T) apresenta uma série de picos,
distanciados entre si do periodo correspondente a parcela periddica, Figura 7.42. A
fungao g(z) da Figura 7.42a foi gerada em computador, fazendo a soma de um sinal
aleatério com uma onda periddica igual a 0,3sen(2mt). Como esta parcela tem @ =
2% radfseg, a freqiiéncia em ciclos por segundo ¢ f'= I Hz, o que corresponde a um
periodo T'= (1/f)= 1 seg. A autocorrelagao de g(z), Figura 7.42b, mostra uma série
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de picos distanciados de I seg., comprovando que no sinal g(#) existe uma parcela
ciclica de periodo igual a I seg.

k " 4 Ri(7)
V T

a) Sinal rapido produz uma funcéo R(t) esbelta.

Xz(t)ur/\/\\ /\/\ /\\ | A Ry(1)
TANYAK TN

0
b) Sinal lento produz uma funcdo R(t) que cai lentamente.

»
>
T
Figura 7.41 A forma da fungdo autocorrelacéo caracteriza se o sinal é rapido ou lento.

b) Densidade Espectral Média Quadrada

Podemos desenvolver o conceito de Densidade Espectral Média Quadrada
determinando-a através de um diagrama de blocos operacionais. Antes, porém, vamos
observar os blocos operacionais que seriam necessdrios para calcular o valor da média

quadrada, Figura 7.43.

O sinal primeiramente entra em um dispositivo (QUAD) que tem, como na
saida, o quadrado da entrada e é conectado a um dispositivo que calcula a média.
Com o passar do tempo, a saida do dispositivo que calcula a média tende ao valor
da média quadrada.

A determinagdo da densidade espectral média quadrada utiliza, na primeira
etapa, um processo bastante semelhante, com exce¢io da existéncia de um filtro
colocado antes da operacao de elevagao ao quadrado, Figura 7.44. Na saida do
dispositivo para calcular a média sai o valor da média quadrada relativo ao valor de
A, ou seja, relativo ao sinal que passa pela janela A@ do filtro. Agora, dividindo

este valor xf}c (Figura 7.44) pelo valor de A®, determinamos a densidade espectral
média quadrada ¢(@) para @ = @, isto é:
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b) Autocorrelagdo mostrando existéncia de sinal ciclico em g(t),

de periodo T = 1 segundo.

Figura 7.42 Autocorrelacdo de uma fun¢éo g(t) gerada em computador.
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—

x(t) (t) % ijz(t)dt .
WL VT
i »

t t t

102
— [ x°(t)dt
x(t) x(t) Dispositivo T ®
> » QUAD > P paracalcular ——»———
a média

Devemos ter: T—>w0

Figura 7.43 Blocos operacionais para a determinacéo do valor da média quadrada Xz(t).

x(t) Filtro X, (1)

W(io)|
1---m
1 Ao AW WA
t ! | VNV Yy
Ol (ON '(D v

Devemos ter: Aw—0

<
<

X, (1)

Dispositivo
para calcular
Quap | ! a média

Devemos ter: T—>w

Figura 7.44 Valor da média quadrada relativo ao sinal que passa pela janela A@ centrada em
..

[

Repetindo o processo para outros valores de @ determinamos a fun¢ao ¢(@),

Figura 7.45.

Para a definigao formal da fun¢io @(@) devemos escrever:

;P —
L @Wm| X dt
o0y im L5

Aw—0

(7.70)
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o(w) 4

quadrada

A » __ [ Valorda
[gfaﬂ = Jw¢(co)dco =x(t) = { média }

(YO [

»
>
o, ®

Figura 7.45 A fungéo densidade espectral média quadrada ¢(w).

NOTAS:

1. A fungio densidade espectral média quadrada @(@) é continua.

2. Se x(¢) tem unidade = Y, entdo @(@) tem unidade = /U */(rad/seg)]. Por
exemplo, se x(2) for pressao expressa em kgffcm’, entao @(@) tem unidade: (kgf
2lem *)/(rad/seg).

3. ADensidade Espectral Média Quadrada ¢ também chamada de “Power Spectral
Density” por motivos histéricos. Em engenharia elétrica, 4rea na qual seu estudo
foi iniciado, a unidade obtida de @(@) foi: (poténcia)/(rad/seg). A denominagao
Densidade Espectral Média Quadrada ¢ mais adequada porque na grande
maioria das vezes a fun¢ao @(@) nada tem haver com poténcia.

¢) Relagao entre ¢(w) e R(7)
Definindo a grandeza y(@), também chamada de densidade espectral, tal que:

Y (0)2n¢(w) (7.71)

Entiao R(T) e Y(@) estao relacionados entre si pela Transformada de Fourier,
ou seja:

¥(0)=7[R(7)] (7.72)
R(t)=7"[¥(0)] (7.73)

A defini¢ao da Transformada de Fourier é:

7lat)]2] g(t)e " dt26(w)

€ sua inversa:

7[6()]2]”G(@)e"df =g(t), sendo: @=2rf
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Assim, das equagoes 7.72 e 7.74 vem:

¥ (0)=] R(r)e’"de (7.74)
R(t)= % Z ¥(w)e" do (7.75)

Desenvolvendo estas equagbes com o objetivo de encontrar as relagoes entre
&(®) e R(T), lembrando que R(T)) e ¢(®) sao fungdes pares, chegamos aos seguintes
resultados:

o()= % [ R(z)cos(wr)dr (7.76)
R(7)= _[:¢(w) cos(wt)dw (7.77)

7.10.4 — “WHiTE Noise”

Um sinal aleatério que tem uma Densidade Espectral Média Quadrada plana
¢ chamado de ruido branco (“white noise”), Figura 7.46.

A §(o) A R(1)

A Fungéo
impulso
—_ ~~ no ponto
=0

N

0 ‘o 0

Figura 7.46 Funcdes ¢(@) e R(7) do “white noise”.

Uma Densidade Espectral Média Quadrada plana de 0 até e nio ¢é possivel
na prética; o que podemos obter estd ilustrado na Figura 7.47.
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A §(w) ' Plano até algum R
'/ valor de @
E > Av VA >
0 : ) ol T

Figura 7.47 Densidade Espectral Média Quadrada de um “white noise” fisicamente realizavel.

7.10.5 — DensIDADE EsPecTrRAL CRUZADA

Esta fungio é também chamada de “Cross — Spectral — Density”.

A Densidade Espectral Cruzada ¢q1q2( @), relativa a dois sinais aleatérios g,(2)
e q,(¢), ¢ definida como sendo:

Pq102 (a))é quqz (w) —i quqz (w) (7.78)

em que:
Cyiq2 (@) 2 co-espectro;
Quiq2 (@) 2 quad-espectro.

Podemos determinar experimentalmente o co-espectro e o quad-espectro con-
forme o diagrama ilustrado na Figura 7.48. Matematicamente estes sao determinados
através das seguintes expressoes:

1,7
AL ?J‘O (qlAa))(qZAw)dt
Carc (w)2 TII—[E v (7.79)
Aw—0
1,7
quqz (w)é‘rll_)rg T J.O 1A Z’w 4 (7-80)

Aw—0
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Filtro (Y200 Graore) A(DQ‘Wz(m:)_

[W(io)|
q4(t) == Qire Q1a000° Dispositivo
—p if— Aw > De;zsggfm » Multipl. »|para calcular N/\V >
| c a média
o o @ G250 Devemos ter: T—>w
Devemos ter: Aw—0
Filtro
W(io) e A0C, g (©:)
v
%) |- Tore _ (G200 100) Dispositivo
] f— Ao Multipl. » para calcular
E R a média
o o, "0

Devemos ter: T—>w
Devemos ter: Am—0

Figura 7.48 Determinacado experimental da Densidade Espectral Cruzada.

7.10.6 — ConsIDERAGOES QUANDO A ENTRADA DO SISTEMA
E um SINAL ALEATORIO

a) Determinac¢ao da Densidade Espectral Média Quadrada da Resposta

Se ¢,(t) for a entrada de um sistema que tem fungao de transferéncia W/(s),
Figura 7.49, entao:

0,(0) =9, () (W(io)) (7.81)
em que:

(w) £ densidade espectral média quadrada da entrada ¢,(2);

=

¢, (@) 2 densidade espectral média quadrada da saida q,);

[\N(Ia)j = rela¢ao de amplitudes da Resposta em Freqiiéncia do sistema.

qi(t) (1)
—» W) —»—

qi(t) go(t)

Figura 7.49 Sistema linear W(s) com entrada aleatéria q(t) e saida g,(t).
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Conforme mostra a equagio 7.81, a densidade espectral média quadrada da
saida @ (@) ¢é calculada multiplicando a densidade espectral média quadrada da
entrada @ (@) pelo quadrado da relagao de amplitudes da resposta em freqiiéncia do
sistema.

b) Determina¢ao da Fun¢ao de Transferéncia

A fungdo de transferéncia de um sistema pode também ser encontrada através
de sinais aleatdrios, Figura 7.50. Considerando o sistema linear, entao W(Z@) pode
ser escrito como sendo a relagdo entre densidade espectral cruzada ¢ql,qa( ) e densidade
espectral média quadrada da entrada ¢qi( @®). Matematicamente:

Wiia)= e (?) (7.82)

9 (@)

em que:

0, (@) 2 densidade espectral média quadrada da entrada ¢,(2);

Poq, (@) 2 densidade espectral cruzada de q.t) e q (1)

ai(t) o(t)
—> ? —>—

Figura 7.50 Um dos problemas tipicos de dinamica de sistemas:
conhecemos a entrada q,(t) e a saida g (t) e queremos determinar W(i).

Além da aplicagao normal desta equagio 7.82 em mdquinas, equipamentos,
sistemas e dispositivos, ela tem uso bastante especial na determinagao de fungdes de
transferéncias relativas as rea¢des humanas. Por exemplo, a determinacio de um
modelo dinimico relativo aos tempos de reagao de um piloto de avido.

7.11 — EXERCICIOS PROPOSTOS

EX1 — Sendo i(s): 1 e f{t) = 6’ (), determine y(2).
F s+3
EX2 — Para o sistema da Figura E7.1, determine e (2) sabendo que as condigoes
iniciais s20 zero e e,() segue o gréfico.

Dados: R = 500 kQ2e C = 1,0 UF.
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e(V)a

+5 -- + AA A
€; C e

Figura E7.1

EX3 — Para o sistema da Figura E7.2, determine e (2). As condigdes iniciais
s30 zero, a entrada ¢(z) é uma fungio conforme o grdfico e os pardmetros sao: R =

125kQ e C = 4,0 UF.

4&(V)
R e
A T S B g
e C € / >
T 0,5/1 t (seg)
_ ‘ - Br---+--
Figura E7.2

EX4 — Determine ¢ (2) para o sistema da Figura E7.3.
Sugestdo: Escreva para ¢,(z) uma expressao conveniente para a aplicagao do

teorema do defasamento.

q(t) &
TP S -

at) 3 do(t)

Figura E7.3

EX5 — Para o sistema da Figura E7.4, obtenha:

a) Sua resposta impulsiva.
b) Sua resposta quando ¢,(2) é a fungdo indicada na Figura E7.4.

Considerar as condigdes iniciais iguais a zero.
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Q(s) (s +5) Q,(s)
—
s(s +2)

Figura E7.4

EX6 — Um microfone e seu amplificador foram construidos para medir o pulso
p

da pressdo de ar causado por um “boom” sénico. A forma da onda de pressio p (2)

estd ilustrada na Figura E7.5.

O valor do ganho ¢ K = I volt/(1bt/fF).

(1) (Ibf/t
4R ) Microfone +

j_ + Amplificador

Kts e, (volts)
—
Ts+1

Figura E7.5

Estude dinamicamente a precisio do microfone e amplificador para aquela
entrada, atendendo aos seguintes itens:

a) Para 7= 0,1 seg, determine e (2).

b) Faga o gréfico ¢ (z) para t = 0%; 0,02; 0,05; 0,08; 0,10; 0,15; e 0,20 seg,
superpondo sobre o grdfico de ().

¢) Das curvas da parte b, determine o ponto de mdximo erro (através da obser-
vagio visual) e o erro percentual neste ponto em relagdo ao valor de pico.

d) Repita as partes a, b e ¢ se o amplificador agora tem 7 = 1,0 seg.
EX7 — Usando o método da transformada, calcule os valores numéricos da

média e a amplitude da primeira harménica de x (z). Considere a entrada e o sistema

dados na Figura E7.6.
Dados: B = 1,0 Nseg/m e K = 1,0 N/m.

Figura E7.6
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EX8 — Se a amplitude da primeira harménica de ¢,(2) é 3 volts, determine a amplitude
da primeira harménica de e (2) para o sistema da Figura E7.7. Dado: RC = 2 seg.

z < 0 t (;eg)

Figura E7.7

EX9 — Determine a amplitude das trés primeiras harmoénicas da saida do filtro
RC quando a entrada ¢ a onda quadrada dada na Figura E7.8.

e(t) [volts] R
+

Figura E7.8

EX10 — Sabendo que W(ia)) = %w+ 1), use

h(t)= (%)T|W(Ia))| cos'¥ coswt de para determinar h(t).

EX11 — Dado h(t)=€™, use W (io)= jcos(wt h(t)dt—.jsen wt)h(t)dt
para determinar W(i®).

EX12 — Um sistema tem a fun¢do de transferéncia dada na Figura E7.9. Escolha
o pulso retangular de mais longa duragio (4 = 7 e 7T = ?) que seria ainda uma boa

aproximagao para o teste do impulso.

AP

qO 1
L (s) =
o [ +2x06s4q) A
10° 10 >
0 T t
Figura E7.9
Considere:
%(w)
qi 0=0

% B oo
! qi( )|w=w 99,725
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b) O espectro da Figura E7.10:

|Qi(iu))|
AT
0 2n  4n ©
T T
Figura E7.10

vl-cosa 1

o im0 =

o—0 o \/E

EX13 — Para sistema da figura E7.11, determine a densidade espectral média
quadrada de e (2).

Dado: RC = 3 seg.

+ R + Rei(r) )
*—«%/\T —1volt

ei CT eo

- - -1 0" +1 1

Figura E7.11

EX14 — Determine a densidade espectral da saida dos filtros dados na Figura
N

E7.12, se a entrada for um rufdo com densidade espectral: ¢, ()= : o_.
+ @

Figura E7.12

EX15 — A Figura E7.13 mostra um modelo cuja entrada x(z) é um sinal

aleatério com ¢, (@) =100+ @ para 0< @ < 100 e zero para os demais valores de
@ . Calcule o valor numérico do RMS de X, (t).

X 1 X,

0,1s+1

Figura E7.13
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CAPITULO 8

TECNICAS PARA TRATAMENTO
DE SISTEMAS NAO-LINEARES

8.1 — INTRODUCAO

Conforme j4 foi mencionado no Capitulo 1, o mundo real é sempre nao-linear,
pelo menos em pequeno grau. O estudo das influéncias das nao-linearidades na
resposta do sistema ¢ importante para que o engenheiro possa interpretar certos
comportamentos observados experimentalmente. O objetivo deste capitulo ¢ ajudar
compreender esses fendmenos que podem ocorrer e provocam diferengas entre as
respostas dos sistemas reais e as esperadas da modelagem linear.

Para melhor visualizagdo do contexto geral, antes de discutirmos propriamente
as nao-linearidades, vamos rever sinteticamente as particularidades dos sistemas
lineares.

Sistemas lineares, por defini¢o, tém elementos descritos por equagoes diferen-
ciais lineares ordindrias com coeficientes constantes. As suas caracteristicas sio:

(i)  Solug¢des Analiticas Gerais

Em razdo da teoria matemdtica existente para resolver as equagoes diferenciais
lineares ordindrias com coeficientes constantes, todos os aspectos de desempenho,
como tempo de resposta, estabilidade, resposta em freqiiéncia e outros, sao previsiveis.

A obtengao de solugao analitica, possivel em sistemas lineares, permite melhor
entendimento do sistema, com a verificagio de como cada pardmetro influéncia o
seu desempenho. Podemos ponderar, por exemplo, como o coeficiente de uma mola,
o didmetro de um furo, um vazamento interno, etc., afetam a resposta do sistema.

(ii) Principio da Superposi¢ao
Usando o principio da superposi¢ao obtemos a resposta do sistema as diversas
entradas pela adigdo das respostas individuais, Figura 8.1.

Uma decorréncia do principio da superposi¢ao é a proporcionalidade. A
proporcionalidade refere-se & propriedade que mantém a caracteristica do tamanho
da saida proporcional a entrada. Por exemplo, se a entrada dobrar, a saida também
dobra. Isto pode ser visualizado através da Figura 8.1, fazendo ¢q,, = g,

Esta propriedade estd subentendida nos capitulos 5 e 6. Na curva de Resposta
em Freqiiéncia (Capitulo 6), em um dos eixos temos a relagao de amplitudes (4,/

Al.), ficando evidente que, se a entrada aumenta, a amplitude 4 ,aumentard na mesma
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proporgio. No Capitulo 5 vimos que as expressdes matemdticas das fungoes respostas
sempre contém os pardmetros que caracterizam o tamanho da entrada. No caso da
rampa, por exemplo, o coeficiente angular da entrada aparece multiplicando a saida.

Qi ; o1
) Sl_stema 1|
linear
Ciz ; %o
) Sl_stema 2|
linear
(9 *+ 92) ; (Ao1 * Ao2)
) S;;t:;r;a )

Figura 8.1 Diagramas ilustrando o principio da superposicao.

O principio da superposigio ¢ utilizado para identificar se um sistema ¢é linear
ou ndo-linear. Em outras palavras, um sistema é nao-linear se o principio da
superposi¢ao nio se aplicar, evidentemente dentro das tolerincias especificadas.

(iii) Fungoes de Transferéncia

Os sistemas lineares sao completamente descritos pelas fungoes de transferéncia.
Com a fun¢ao de transferéncia obtemos facilmente o modelo matemdtico (equagdes
diferenciais) e a resposta em freqiiéncia.

Tanto as equagoes diferenciais como a fun¢ao de transferéncia ou a resposta
em freqiiéncia podem ser usadas para a determinagao das respostas dos mais diversos
tipos de entrada.

(iv) Simplicidade e Técnicas de Projeto

Sistemas lineares significam simplicidade para andlise e também disponibilidade
de muitas técnicas de projeto. A teoria linear ¢ fundamental para o entendimento
do sistema, andlise e projeto. Ainda, fornece uma metodologia para comparar o
desempenho dos sistemas. Mesmo se a solugio nao-linear for facilmente encontrada
para uma entrada particular, ainda haverd a necessidade de usar critérios para com-
parar os desempenhos dos sistemas.

Estes quatro itens anteriores caracterizam a importancia do sistema linear. Sao
por estas razdes que o projetista prefere desenvolver modelos lineares, mas os fend-
menos nao-lineares podem se pronunciar, exigindo os seus tratamentos.

Diversos fendmenos sio diretamente atribuidos as nao-linearidades do sistema.

Em testes, estes fendmenos se identificam da seguinte forma:

(1) Influéncia do Tamanho da Entrada
Em sistemas nao-lineares, geralmente a forma e as caracteristicas dinimicas da
resposta sao dependentes dos valores (tamanho ou amplitude) da entrada. Por
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exemplo, um sistema nao-linear pode ter uma resposta para entrada com valor alto,
outra resposta para entrada com valor menor e, em decorréncia do atrito, o sistema
pode nem responder se a entrada for muito pequena.

(2) Ciclo-limite
Com a entrada fixa, a saida pode oscilar com amplitude e freqiiéncia fixas. Esta
condi¢io € referida como oscilagoes do ciclo-limite.

Teoricamente, se um sistema linear é instdvel, a safida aumenta sem fronteiras.
Entretanto, em um sistema real nio ¢é possivel as grandezas tenderem a infinito.
Quando as grandezas atingem altos valores, seus componentes podem sofrer sérios
danos, como a quebra de um eixo, a explosao de uma tubulagio, a queima de circuitos
elétricos, etc. Se nenhum acidente ocorrer, uma vibra¢ao pode surgir com uma
amplitude limitada por conta da saturago de elementos, o que significa um compor-
tamento nao-linear.

(3) Saltos de Amplitude na Ressonéncia

Com uma entrada senoidal podem ocorrer saltos na amplitude da saida, mesmo
quando a entrada tem a amplitude ou freqiiéncia mudadas continuamente. Este
fendmeno é conhecido como saltos de amplitudes e ocorrem quando as freqiiéncias
estao na regiio da ressonincia.

(4) Super-harmonicos

Com a entrada senoidal de freqiiéncia @, a saida pode oscilar com freqiiéncias
®; 20 ;...n0,. Este fendmeno é conhecido como a geragao de super-harménicos
de ordem .

(5) Sub-harménicos

Com a entrada senoidal de freqiiéncia ®, a saida pode oscilar nas freqiiéncias
®; @ /2;...0 /n. Este fendmeno é chamado de gerador de sub-harménicos de ordem
I/n.

(6) Oscilagoes Diversas

Com a entrada senoidal, a saida pode oscilar com a combinagao da freqiiéncia
da entrada e alguma outra freqiiéncia nao presente na entrada.

Esta listagem de seis itens redne os principais fendmenos atribuidos as nao-
linearidades, mas nao tem a pretensdo de esgotar todas as intimeras possibilidades.

Agora, deixando a visualizagdo geral e entrando no especifico, vamos observar

os modelos de blocos nio-lineares.

A saida de um elemento nio-linear pode depender do valor presente da entrada,
das histdrias passadas da entrada e da saida, da derivada da entrada e até dos valores
de alguma outra varidvel. Felizmente, muitas das nao-linearidades de interesse sao
completamente descritas pelas caracteristicas da entrada e saida. Algumas nao-
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linearidades tipicas estdo ilustradas nas Figuras 8.2 ¢ 8.3, e as Figuras de 8.4 a2 8.6
mostram os efeitos de certas nao-linearidades sobre a onda senoidal. Muitas destas
nio-linearidades, especialmente aquelas que tém multivalores, podem provocar

instabilidade.

A Saida A Saida A Saida
Entrada Entrada Entrada
(a) (b) (c)
A Saida A Saida A Saida
Entrada Entrada Entrada
(d) (e) (f)
4 Saida , Saida 4 Saida |
P4 > v > >
l Entrada Entrada Entrada
(9) (h) (i)
+F A Forca de atrito A Saida A Saida
+F, S / 7
> t—p >
Velocidade / Entrada Entrada
—F,
[ _FS

0]

Figura 8.2 Caracteristicas tipicas de entrada-saida: (a) saturagado; (b) espaco morto;

(k)

U]

(c) ganho néo-linear; (d) granularidade; (e) relé ideal; (f) relé com espaco morto;

(g) folga (backlash); (h) folga inversa; (i) histerese elétrica; (j) atrito de Coulomb e estatico;

(k) forcas viscosas e de atrito; (I) forcas de mola e de atrito.
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Amortecedor nédo-linear Mola nao-linear

Forga sobre o 4 Fborga A
amortecedor sobre a
mola
Velocidade Deslocamento
Vaz&o no orificio Torque no péndulo simples
Q w
—) == 4 .
.\ I ) R (raio)
Presséo Pressao 0
P, P, W (peso)
Q=KJP,-P, Torque = T = WRsen0
Vazéo Q
'azdo IT/\
0
(Pi=Py)
Radiagao de calor Forga eletrostatica
s F Foog
H (calor) _/Q\_> S
(temperatura) = T —L—
H = KT* Forga=F = k/L? (L>0)
H F
T | L

Figura 8.3 Relacdes nédo-lineares suaves e continuas.
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na

3v

(Note que M > S)

n=<z

w

™ / :)t

Figura 8.4 Nao-linearidade de saturacao, resposta a entrada senoidal.

na
11
_D 1
D m
(Note que M > D)

T

=L

Note que a inclinagéo
é45°e que M>H

m = M sen ot

n 4

(M-D)
0]

Figura 8.6 Nao-linearidade de folga (backlash), resposta a entrada senoidal.
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Apesar de todos os sistemas reais serem nao-lineares em alguma extensio,
determinado sistema em uma condig¢ao especifica pode operar em uma regiao linear.
Contudo, alguns elementos, como relés, sao nao-lineares de tal maneira que nenhuma
regido linear existe.

Em muitos sistemas nao-lineares o problema ¢ avaliar o efeito da nao-linea-
ridade na resposta. Como nenhuma teoria nao-linear geral existe, utilizamos algumas
técnicas que sao aplicadas a certas classes de problemas:

a) Lineariza¢ao ou Andlise de Sinal Pequeno

Considerando pequenas excursdes das varidveis ao redor de um ponto de
operagao, o sistema pode ser tratado como linear. A resposta é computada para cada
ponto de operagao.

Esta técnica nao é um método para resolver equagoes diferenciais nao-lineares.

Como ela ¢ fregiientemente utilizada, serd estudada na secio 8.2.

b) Anilise Linear por Partes

Esta técnica ¢ til quando o sistema ¢ descrito por equagoes lineares vdlidas
para certos intervalos. Pela inser¢ao de condi¢es iniciais apropriadas nas equagoes
diferenciais, uma solugio global pode ser obtida juntando as partes.

¢) Andlise pela Fun¢ao Descritiva

Esta técnica é um método aproximado para determinar a resposta senoidal, o
fend6meno do salto de ressonincia e, possivelmente, do ciclo-limite. Quando ainda
na fase de cdlculos e estudos, mesmo sem a construgao de protétipo, ela nos permite
extrair muitos beneficios.

O conceito de fungio descritiva € dtil no projeto de sistemas e testes. Uma
discussao deste assunto estd apresentada na se¢ao 8.3.

d) Anilise do Plano de Fase
E uma técnica grifica para resolver equagoes diferenciais nao-lineares e muito
util para a determinagio do ciclo-limite e da resposta da fungao degrau.

e) Andlise em Computador Analdgico

Esta técnica consiste em fazer um modelo eletrénico (com componentes) da
equagao diferencial e registrar a solu¢ao grafica (fungao do tempo) em um oscilégrafo.
E bastante geral nas aplicagdes, sendo conveniente para andlise e projeto.

Em razdo do custo de componentes, aliado aos custos de calibragao e de manu-

tencao, esta metodologia foi perdendo espago para os computadores digitais.

f) Andlise em Computador Digital
Atualmente existem muitos programas desenvolvidos para resolver equagoes
diferenciais nao-lineares.
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Como presentemente temos altas velocidades de processamento, as integracoes
numéricas e outros cdlculos sdo executados rapidamente.

Alguns destes programas tiveram origem no conceito bdsico da computagio
analdgica, como ¢ o caso do “simulink”, mas ultrapassando em muito o uso do
analdgico porque contém uma “biblioteca” de blocos funcionais.

Este assunto estd descrito em dois locais, na segao 8.4 e no Apéndice C.

A seguir sao apresentados estudos de trés métodos para tratamento de sistemas
nao-lineares: Linearizagio ao Redor de um Ponto de Operagao; Fungio Descritiva;
e Simulagao Digital.

8.2 — LINEARIZACAO AO REDOR DE UM
PONTO DE OPERACAO

Modelagens com este procedimento de linearizagao sao chamadas de Andlise
de Perturbagcio.

A linearizagio ¢ um processo de aproximagio que efetuamos para que possamos
utilizar todas as propriedades e vantagens dos sistemas lineares.

Quando o sistema contém fenémenos fisicos que apresentam rela¢des nao-
lineares entre suas grandezas, a sua modelagem leva a equagoes diferenciais nao-
lineares, de dificil resolugio e de resultados especificos. Para relagdes nao-lineares
cujas curvas tém variagdes suaves e continuas, a aproximagao linear (linearizagao)
pode ser vidvel. As nao-linearidades da Figura 8.3 correspondem a esta situagao.

O conceito bésico desta aproximagio linear ¢ que uma curva continua e suave
nao difere muito da sua linha tangente, se as grandezas variarem em torno do ponto
de tangéncia. Assim, se a regido de operagdo for uma faixa estreita, nés podemos
substituir a fun¢io nao-linear por uma reta. Para certos processos industriais ou
sistemas automatizados em que normalmente a condigio de trabalho é quase uni-
forme, este procedimento representa uma boa aproximagio. E evidente que quanto
maior a excursao da grandeza, maior serd o erro, Figura 8.7.

Quando temos apenas dados experimentais estabelecendo a relagao entre as
grandezas, a fungdo linear pode ser obtida graficamente, tracando uma reta tangente
e determinando a equago desta reta tangente.

Se a relagdo entre as grandezas tiver uma expressao analitica, aplicamos a série
de Taylor truncada.
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Yy A Valor de y obtido
pela linearizagéo

Erro
Reta tangente

E Valor verdadeiro
! dey, fungado de x

A 4

N

Ponto de operagao

Figura 8.7 O erro da linearizacdo depende da distancia entre a grandeza e o ponto de operacao.

Vamos supor uma fungao y = f{x) expandida em série de Taylor em torno de um
- ; - . -
ponto de operagio x, em que y(x) é suave e continua na regiao préxima de x . Entdo:

2
(x-x)+ >

A o(x—xo) + o (8.1)

df
= f Rl
y (&%dxo

Se as variagoes de x em torno de x, forem pequenas, podemos desprezar os
termos (x — x /’, com N> 2, entao obtemos:

df
=~ f +— (X— 8.2
y=106)+ g (%) (8.2)
Agora, definindo as varidveis de perturbagao ¥, ex, tal que:
X2 X +X;e
Y Yo+,

em que o {ndice “o” significa o valor da grandeza no ponto de operagio e o indice
“p”, a variagdo de perturbagdo da grandeza ao redor do ponto de operagao.

Logo, as perturbagdes sao escritas:
X, =X—X, (8.3)
Yo =Y=Yo (8.4)
Sendo y, = f(x,), combinando (8.2), (8.3) e (8.4) vem:
Y, =K, X, (8.5)

em que:

346



adf
ET
d X

E importante destacar que em modelagem devemos definir o pardmetro K_
sempre positivo. Se a derivada for negativa, a defini¢io de K deve ser mudada, isto é:

K

; coeficiente angular da reta tangente no ponto de operagao.
o]

Kxé_ i ﬂ
dx dx

Neste caso, com a derivada negativa, introduzimos um sinal negativo na

<0

(o] o

equagio 8.5. Desta forma:

df
Y, =— K, X,; para dx <0 (8.6)

o

A Figura 8.8 ilustra graficamente a linearizacio feita através da equagao 8.5,
inclusive mostrando o erro.

2N {Reta: Yo = KX,

(Erro da linearizagao) K=t 0

——Fung&o: y = f(x)

! \:— (Ponto de operag&o)

X 1
(Sentido 4= !
positivo H |
dey,) !_X.
: »
I } } »
(Sentido %o X x
positivo
de x,)

Figura 8.8 Interpretacdo da linearizagdo através da série de Taylor.

No caso de y ser fun¢ao de duas varidveis x, e x, , y = f(x, x,), a expansao em
série de Taylor resulta:

y:y+a_f +a_f +

o axloxlp aXZDXZp
1fort| L, 0 Kl 8.7)
21| 92|, " x| T e |

em que o {ndice “0” significa o valor da grandeza no ponto de operagio e o indice
“p”, a variagio de perturbagdo da grandeza ao redor do ponto de operagio.
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Agora, supondo que X;,, e X,, tenham valores pequenos, de tal forma que os

termos de ordens superiores sejam despreziveis, entao é possivel escrever uma relagao
linear aproximada entre as grandezas, isto é:

yp = le le + Kx2 X2p (88)
em que:
leAa—f ; para ﬂ >0;
d X |, dX |
SRR AR
8@0 8@0
Se as derivadas forem negativas, as definigdes dos coeficientes devem mudar para:
a Of odf
K,=——— ;paa—1V <0; e
x1 a Xl . pa a Xl .
a Of af
K,=———:paa—1| <0
X2 a X2 . p a .

Constatamos que estas definigoes levam sempre a coeficientes K | e K , positi-
vos. Entdo, se as derivadas forem negativas, a equagao 8.8 deve ser escrita da seguinte
forma:

Yp=—Ku X, Ky X%, (para ambas derivadas negativas) (8.9)

Para exemplificar, vamos fazer a linearizagdo da fungio y = C x /x,, em que
C>0;x1 >0;ex, >0.
0 20

Iniciamos a resolugio calculando as derivadas no ponto de operagao. Assim:

° Cilculo dos coeficientes:

a_f :E =£é K
Xy Xl %o "
Of| __Cx| s Cxous (8.10)
I%l, Xl % .
e  Equagio linearizada:
Yp = K X, = Ko %, (8.11)
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Sendo ambos os coeficientes K, e K, positivos, conforme mostra a (8.10).

e  Equagio linearizada com valores:
Vamos supor que C = 10; x,=2ex, = 4. Entao, le =(10/4) =2,5¢ K, =
(10 x 2/16) = 1,25. Logo, a (8.11) fica:

Y, =2,5%,-1,25x,, (8.12)

e  Erro devido a linearizacio:

Para visualizarmos o erro, vamos supor as perturbagoes: x, =+lex, =+

Assim calculando 7, linearizado resulta:

y,=25-125=125

No ponto de operago temos:

_Cx, 10x2
%50 4

Chamando o valor linearizado de y,, que de acordo com a Figura 8.8 ¢ igual &
somadey, ey, isto &y, =y, +y, entio:

Yy, =5+1,25=6,25

Yo 5

Agora, calculando o y verdadeiro através da fungdo, obtemos: y = C'x /x, =
10 x 3/5 = 6. Determinando o erro percentual de y, em relagao a y resulta:

(6,25-6)

Erro % =100x =4,17%

O erro pode ser considerado satisfatério se observarmos que x, variou 50% e

x5 25%.

Voltando agora a outras maneiras de linearizagao, podemos sugerir os proce-
dimentos ilustrados na Figura 8.9a se 0 modelo exige maior precisao no comego e
no final, ou usando uma regressao linear, conforme Figura 8.9b.

y A y A

b 4

(a) (b) X

Figura 8.9 Duas alternativas de linearizagdo quando temos maiores excursées de Xx.
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8.3 — FUNCAO DESCRITIVA

Uma técnica muito usada na pritica para andlise de sistemas nao-lineares,
incluindo os com caracteristicas descontinuas como os da Figura 8.2, ¢ o método
da fungio descritiva. Cabe salientar que este é também um método aproximado,
portanto, algumas de suas previsdes podem ser questionadas. Contudo, em muitas
aplicagbes encontramos excelentes concordincias com resultados tedricos compu-
tacionais e também com dados medidos em testes de sistemas reais.

O método da func¢io descritiva é entendido como sendo uma extensio do
conceito da resposta em freqiiéncia, aplicado a sistemas nao-lineares. Em um sistema
linear, a resposta no regime permanente a uma entrada senoidal ¢ também uma onda
senoidal e tem a mesma freqiiéncia da entrada, (vide Capitulo 6). Em um sistema
nao-linear, geralmente a saida ¢ distorcida pela presenca de harmoénicos, mas a
fundamental tem freqiiéncia igual a da entrada. Vide, por exemplo, a Figura 8.4, na
qual a saida ¢ periddica nao-senoidal, portanto, possivel de ser representada por uma
série de Fourier, com uma freqiiéncia fundamental e suas harmonicas.

O método da fungio descritiva é baseado em duas hipdteses:

1. O espectro da periddica nao-senoidal tem a amplitude da fundamental maior
que as amplitudes harmonicas.

2. Os elementos lineares do sistema atuam como um filtro das harmonicas.

Diante destas colocag¢oes, definimos fung¢io descritiva como a resposta em
freqiiéncia do sistema, considerando como entrada a onda senoidal e como saida a
componente fundamental da resposta periddica, no regime permanente. Esta é
também chamada de fungdo de transferéncia senoidal efetiva. Geralmente, ela
depende da fregiiéncia e da amplitude da entrada, o que difere da fungao de trans-
feréncia de sistema linear, que independe da amplitude da entrada.

A precisio deste método depende do cumprimento das hipéteses, isto é, do
espectro em freqiiéncia (discreto) da saida do elemento nao-linear e da capacidade
de filtragem dos demais componentes lineares do sistema. O espectro em freqiiéncia
da saida pode ser obtido através da andlise da série de Fourier, que nos dd a compo-
nente da fundamental, necessdria para a determina¢io da fungdo descritiva. As
caracteristicas de filtragem dos elementos lineares sao verificadas através das respecti-
vas curvas de resposta em freqiiéncia, Figura 8.10.

Como um exemplo, vamos considerar um sistema com somente um elemento
nio-linear, um relé ideal (sem espago morto), denominado bloco G, Figura 8.11.
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4

Elemento /V\ W (io)
nao-linear \,\/ ©
Elemento

A linear

t
Um periodo da fungéo analizada
através da série de Fourier
Amplitude 4 Fundamental
do espectro /
discreto
/ Segunda harménica
/ Terceira harménica
l I T t
® 0, O, @)

W (io)] &

Relagéo de amplitudes
da resposta em freqiiéncia

8"

Figura 8.10 O espectro tem a fundamental mais
significativa e o sistema linear filtra as harménicas.

No Capitulo 7 (equagbes 7.21, 7.22 ¢ 7.23) vimos que a expansio em série de
Fourier ¢ dada por:
23 2rn 2rn
ft)=24+2 cos——t+hsen——t . i
(t) T T nzl(an T A T ) (7.21)  (repetida)

em que:
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T/ 2 Zﬂ'n
a, = J— f(t) co S(Tt)dt n=012 3,. (7.22)  (repetida)

-TI2
/2 27rn

b,= j f (t)sen( = ]dt, n=12 3 ... (7.23) (repetida)
-T2

A sen ot / Bloco G
\ +b“_ — +b
Entrada —%—» > 2T ——» Saida
—_Db =7, b

(a) Relé ideal (sem espago morto)

’7 /o 4-‘ / Saida periddica

E/\ i / A sen ot (entrada)
N ~ N

(b) Caracterizagao da entrada e saida

Saida & (Componente fundamental
/da série de Fourier)
_h—, -
+b a A \ i
A, ’ N
-1/® / \
// v
U
. Yt
i /
! \ / +1/0 |
1 \ /
N /
! Y 7 -b
N - '

(c) Saida e a componente fundamental

Figura 8.11 Estudo gréafico da resposta de um relé ideal, denominado bloco G.
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Determinando os coeficientes da série de Fourier da saida, considerando o sinal
da Figura 8.11 resulta:

a,=0 (8.13)
a =0 n=12,. (8.14)
T 2rn
bn Zjo f (t)Sen(?t}dt, n = ], 2, 3, (815)

Da equagio 8.15, fazendo # = I determinamos a amplitude da componente
fundamental A, sen @, isto é:

_4b
A=— (8.16)

Este resultado jd era esperado, pois jd efetuamos a expansao em série de Fourier
da onda quadrada, dada pela Figura 7.21, variando de —1 a +1. Multiplicando a
primeira componente da equagio 7.36 por & obtemos o resultado dado pela equagao

8.16.
Chamando de G, (iw) a fungdo descritiva do bloco G (Figura 8.11), entao:

. 4b
|G, ('00)|=7[—Ai (8.17)
£G, (i0)= £0° (8.18)

Das equagtes 8.17 e 8.18 vemos que o médulo e a fase de G ,(#@) independem
da freqiiéncia, mas |G ,(io)| depende da amplitude A, da entrada. Esta independéncia
da freqiiéncia é uma caracteristica de elementos nio-lineares que nao armazenam
energia nem tém histerese.

O exemplo acima discutido determina a fungao descritiva de forma analitica,
usando as equagdes dos coeficientes da série de Fourier. Em muitas ocasiées nao temos
a expressao, mas sim dados medidos adquiridos digitalmente de experimentos ou
uma matriz (vetores) gerada através de cdlculos computacionais. Neste caso a relagao
de amplitudes e a fase podem ser obtidas utilizando o filtro de Fourier.

Mesmo em sistemas supostamente lineares, hd razao para usar o filtro de Fourier.
As distor¢bes presentes nos sistemas reais sao de dois tipos: (i) harmonicos com
freqiiéncias multiplas inteiras da freqiiéncia de excitagdo; e (ii) ruidos aleatdrios
sempre presentes nas medi¢oes. Quando fazemos medi¢oes em sistemas reais, a saida
e, as vezes, também a entrada nao sao sinais senoidais puros e perfeitos.
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Assim, usamos também para sistemas lineares o conceito de fun¢ao descritiva,
isto ¢, a relagdo de amplitudes e a fase sao determinadas através das componentes da
freqiiéncia fundamental da entrada e da saida.

A concepgao do filtro de Fourier é baseada nas seguintes equagoes:

1wt _ cosp
WL sen (@t +9) sen(ot)dt =—* (8.19)
1 Nt seng
— | sen(wt cos(mt)dt =—— 8.20
T sen(eto)aos(en)dt=" (8.20)
1Nt _
N_CTJO sen(nawt+¢)sen(wt)dt=0; n=23 ... (8.21)
1 Nt
NT o sen(not+¢)cos(wt)dt=0; = =23 ... (8.22)

em que:
A, . .
N_= ndmero de ciclos considerados;

w 2 freqiiéncia da oscilagao considerada;

T 2 periodo da oscilagao considerada (7" = 2m/w);
¢ = angulo de fase.

O estudo deste filtro mostra que a precisio melhora com o aumento de ciclos
N_. Por exemplo, para N = 1000, todas as entradas com freqiiéncias fora do intervalo

®+0,060 terdo na saida amplitudes multiplicadas por um fator da ordem de 0,001,
ou menor.

Das equagbes acima podemos implementar um diagrama funcional para o filtro
de Fourier, Figura 8.12.
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8.4 — SIMULACAO DIGITAL

H4 programas de simulagao jd desenvolvidos para aplicagoes especificas. Alguns
destes contém componentes virtuais como molas, amortecedores, cilindros hidrdu-
licos, etc., para montagem, a partir das quais, com comandos, observamos o funcio-
namento do sistema e registramos seu comportamento. Sob o ponto de vista de
informdtica, estes programas sao de alto nivel.

O objetivo desta se¢ao nao ¢ discutir estes programas, mas apresentar os funda-
mentos da simula¢do digital da dinimica de um sistema.

A simulagdo digital é um procedimento muito eficiente que resolve com relativa
facilidade sistemas complexos, tanto lineares como nao-lineares. A solugio obtida ¢
na forma gréfica e/ou tabelas numéricas. Solugdes na forma de expressoes matemd-
ticas, como, por exemplo, fun¢des do tempo, nao sio determinadas pela simulagzo.
Em caso de necessidade, nada impede que uma expressao seja obtida indiretamente,
a partir dos dados da simulago.

O foco da simulagao digital da dinAmica de sistemas ¢ a resolugio numérica
de equagoes diferenciais pelos algoritmos de integragao. Muitos destes algoritmos
estao disponiveis e se diferenciam pela velocidade de execugio, precisio e com-
plexidade de programacao.

Os métodos foram desenvolvidos para resolver um conjunto de equagoes dife-
renciais de primeira ordem obtido através da reformula¢ao de um conjunto de
equagoes diferenciais ordindrias. Assim, aplicamos o procedimento de integracio
numérica em cada uma das equagoes diferenciais de primeira ordem.

[lustrando o processo, vamos reformular uma equagao diferencial de ordem »
a um conjunto contendo 7 equagdes diferenciais de primeira ordem. Seja:

d”x+ d™tx
dt" Bha dtm?

dx _ , (n)
a, +...+aia+a0 x_f(t,x,x,...x ) (8.23)

a,, a ... a, £ coeficientes (constantes ou nio);

dt"

Definindo 7z novas varidveis x, , X, ... X
d v @ X2 Xy

escrever as z equagoes de primeira ordem:

fazendo X, =% entio, podemos

)
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dXy _

d ’?2)

=X (8.25)

d X(nl)

= Xn) (8.26)

d
dxin) [ (X(l )Qn))_an—lx(n)_"'_alx&)_aoX(1>] (8.27)

Exemplificando, seja a equagao de terceira ordem:

3 2
X s x 4X +2t(3:) +e _Iog(2t+%) (8.28)

Adotando trés novas varidveis X,p X €% € fazendo X, = X, ESCIEVEmOs as
trés equagdes de primeira ordem:

dxy

dt - X(Z)
dx,)
T = Xg) (8.29)
%y _ 1

dt Xy [Iog(z”’%z))—senm) &3)—2t(>&2))2_em>]

Deste exemplo observamos que a resolu¢ao de uma equagio diferencial (ou
um conjunto de equagoes diferenciais simultineas) se transforma em resolver um
conjunto de equagdes simultineas do tipo:

d x
dt

em que o termo da direita é geralmente nao-linear.

=X=1f(t,x) (8.30)

O conjunto de equagdes serd resolvido no computador e, em decorréncia da
natureza da computagao digital, a solugao de (8.30) serd da forma:
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valor nimerico

X = (8.31)

no tempo t;

em que #,¢ o valor da varidvel independente # no i-ésimo passo computacional e ¢, se
distancia de 7, , pelo incremento de tempo 4, isto é:

t=t,+h; i=1,23 . (8.32)

Agora, voltando aos algoritmos de integragao, para entender o conceito do
procedimento, vamos estudar o método de Euler, o mais simples dos algoritmos.
Este se baseia na série de Taylor truncada, ou seja:

dy
Y1=Y dtl,

em que:
y(t) £ varidvel dependente (uma fungio do tempo); e
Y, = y(kh) = valor da fungdo y(2) no instante # = kb.

Da série de Taylor e da (8.33) observamos que o valor previsto para y, terd um
erro € dado por:
2 42 3 13
Wyl 1y 530
20 dt*)) 3 dt’

Um erro similar ocorrerd a cada passo do cdlculo. Enquanto o dnico erro da
(8.33) ¢ dado pela (8.34), esta expressao no serd vélida para o cdlculo do erro de y,,
¥, etc. Na (8.33) o termo y, ¢ conhecido com precisdo (condigdo inicial), mas os
termos correspondentes nos cdlculos subseqiientes vao se tornando cada vez mais
imprecisos. Portanto, o erro em razao do truncamento tende a se acumular no
decorrer do cédlculo e pode alcangar um nivel que ultrapasse o limite tolerdvel.
Entretanto, por sua simplicidade, o método de Euler é muito usado em aplicagoes
nas quais o aumento do erro pode ser monitorado.

O método de Euler, expresso matematicamente pela equagao 8.33, tem um
conceito que deve ser observado. Ele calcula o futuro com base no presente, isto &,
usando os valores presentes da fung¢io e da sua derivada, ele calcula o valor futuro
da fungio.
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Para ilustrar o procedimento do método de Euler, vamos aplicé-lo a resolugao
da equagio diferencial:

2
d 2y+3ﬂ
dt dt

+y=sen(wt) (8.35)

considerando w = I rad/seg e as condigbes iniciais: d =5¢ y(0) = 7.
0

A equagao 8.35 ¢ de segunda ordem, portanto, serd reduzida a duas equagdes
diferenciais de primeira ordem, introduzindo uma varidvel auxiliar x, isto é:

dy
—_ = X
" (8.36)
dx
a:sen(wt)—3x—y (8.37)
Aplicando Euler para y e x no ponto ¢, = A, entdo:
dy
=y,+h—
Yi=Yo dtl, (8.38)
_y 1 pdX
X =% dtl, (8.39)
Utilizando os dados e condi¢oes iniciais vemos que:
Yo=7
dy| _, =
dtly (8.40)
X _3x5-7=—22
dtj,
Adotando 4 = 107 seg e substituindo (8.40) em (8.38) e (8.39) vem:
y,=7+107°x5=705 (8.41)
X, =5-107x22=4,78 (8.42)
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Continuando com a sistemdtica determinamos Y, € X, ), € Xy etc., até
completar o tempo total desejado de simulagao 7.

Em termos de rotina computacional, a programagao tem o diagrama conforme
a Figura 8.13.

Leia
Yo, X, h,oeT

!

Compute
dx
dt

¢ Faca

Calcule it
yi e Xi S

l

Imprima
t,xey

Figura 8.13 Diagrama ilustrando as etapas da rotina computacional para resolver a equagao.

Vimos neste exemplo que o uso direto de algoritmo de integrac¢io exige a
elaboragio de um programa. A medida que programas computacionais vio sendo
executados, mais sub-rotinas, em forma de blocos, vao sendo armazenadas para
eventuais usos futuros. Apds determinado tempo, a quantidade de tipos de blocos
chega a ser aprecidvel.
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Paralelamente a criagao de blocos, aparece sempre a preocupagio em tornar mais
amigdvel a interface do programa com o usudrio, facilitando as interconexdes entre
os blocos e as entradas e saidas das informagdes do algoritmo. Quando a
implementagao prossegue, o material atinge uma situa¢ao em que se torna um
programa de alto nivel, apropriado para executar simulagdes da dinimica de sistemas.
Temos entao disponiveis programas de alto nivel, como, por exemplo, o Simulink,
que ¢ um aplicativo do Matlab.! Uma introdugio ao estudo do Simulink estd apre-
sentada no Apéndice C.

Agora, supondo que temos a nossa disposi¢ado um programa com intimeros
blocos, vamos resolver um modelo nao-linear de vibragio. Seja o sistema massa—
mola—amortecedor da figura 8.14, com as curvas da mola e do amortecedor conforme
ilustradas. Os dados sio ficticios.

iniciais | x,(0) =0

+4 X,
M=1kg _I_ Condigdes { X(0) = +10 m

Amortecedor Mola

a) Massa—mola—amortecedor

Forga do amortecedor
Fa(N) 4 sobre a massa M Fin(N) 4

F= _[e+0,3>'<_1]

] “

! XO(m/seg)

Forga da mola
sobre a massa M

»

b) Curva nao-linear c) Curva nao-linear
do amortecedor da mola (sem escala)

Figura 8.14 Sistema massa—mola—amortecedor sendo a mola e
amortecedor ndo-lineares (dados hipotéticos).

Aplicando a Lei de Newton a massa M obtemos:
F+F, =M% (8.43)
em que:

F,eF, = forcas da mola e do amortecedor sobre a massa M, respectivamente

(unidade de ambas: N).

1. Vide “Introdugio ao Matlab”, no Apéndice B.
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De acordo com a Figura 8.14, estas forgas sao dadas pelas relagoes:

m

E - —36Xx,; para x, =0
| -5x,; para x, <0 (8.44)

F=-[e®%-1] (8.45)

O desenvolvimento da modelagem, neste caso, se resume em escrevermos a lista
completa das expressdes matemdticas, isto ¢, as equagoes advindas das leis e as relagoes
entre as varidveis. O conjunto das expressoes ¢ utilizado para elaborar o diagrama.

O primeiro passo para gerar o conjunto ¢ modificar a forma das equagdes
diferenciais: deixar em cada equagao a grandeza de maior derivada no lado esquerdo

da igualdade. Assim, da (8.43) obtemos:

%, =V1[Fm+Fa] (8.46)

Elaborando o diagrama de blocos da (8.46) e também integrando todas as deri-
vadas obtemos a Figura 8.15.

Cl cl
X,(0) =0 lxo(o) =10m
Xo Xo X
C » 1D » 1D —>»
(Fat FM

Fm

(F.* F.) e
Produto [ Somador F,

X le— +

1M | Constante = 1/M
(M =1kg)

Figura 8.15 Equagéo 8.46 na forma de diagrama de bloco,
com integragéo das derivadas (dados hipotéticos).

Agora, podemos fazer os diagramas para gerar F e F, Figuras 8.16 ¢ 8.17.
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<—i :
F=1-g"%% e u Produto

0,3 %
a ~ ¢ e |4 P
<4——— Somador X ¢
+ QT
1 0,3
Constante Constante

Figura 8.16 Diagrama para gerar F, conforme fungéo dada na Figura 8.14b.

=X, p/X,>0 .
=0 p/x,<0 I
/ | Xo
=-36x,p/x, 20 Y
Fo= {: 5% /% « 45°,
5%, p/x,<0 Produto I/(XO
/ X *a
F tle—Y =0 p/ x,20
<+— Somador =x,p/ X, <0
+ < N /
Produto [% 459 | x; [
0 A
-36 -5
Constante Constante

Figura 8.17 Diagrama para gerar F_ conforme funcéo dada na Figura 8.14c.

O diagrama completo, Figura 8.18, ¢ obtido juntado os diagramas das Figuras
8.15, 8.16 ¢ 8.17.
Implementando o diagrama da Figura 8.18 no Simulink? observamos a resposta

x (deslocamento da massa M) dentro de dois intervalos de tempo, de 0a 25 segundos
e de 0 a 10 segundos, Figuras 8.19 e 8.20.

2. Vide “Introdugio ao Simulink” no Apéndice C.
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(F.+ FM lC' lC"'
m* e x,(0) = 0 x,(0) =10 m

(Fm + Fa)
X, X, X, Saida x,
X » 1/D » 1/D >
—>
=X, P/ X, 20
Produto Integrador Integrador =0 p/x,<0
Fa - 1 _ eO,3 Xo
[ - < | s ‘
-« e’ |4 X h | X,
X
~ aE
+ le— Funcao <
Produto
Somador e [=-36x,pI%,>0 Produto {f 0 pj X, i g
R m~ 1=-5x, p/x,<0 =X PIX,
T / + <€ < | —
+ e M 459/| X,
,_ X
Somador + ¢ P
1/M Somador Produto
1 1 0,3 -36 -5
Inverso Coeficiente Coeficiente Coeficiente Coeficiente
da massa n°1do n°2 do n°1da n°2da
(M =1kg) amortecedor amortecedor mola mola

Figura 8.18 Diagrama completo para observar a

dindmica da massa M (saida = x_), conforme dados da Figura 8.14.

0 5 10 15 20 25
t (seg)

Figura 8.19 Resposta da simulagédo no Simulink,
para o sistema, condi¢Bes e dados da Figura 8.14, no tempo de zero a 25 segundos.
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Figura 8.20 Resposta da simula¢do no Simulink,
para o sistema, condigBes e dados da Figura 8.14, no tempo de zero a 10 segundos.

Outras simulagbes podem facilmente ser feitas mudando as condigdes iniciais
e/ou parimetros.

Sob o ponto de vista de simulagdo, o exemplo acima ¢ bastante simples, mas
o suficiente para mostrar a grande versatilidade e capacidade desta ferramenta.
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CapiTuLo 9

MODELAGEM DE SISTEMAS — EXEMPLOS

Neste capitulo estao desenvolvidas modelagens de uma maneira mais natural, nao
em um formato com muitas subdivisdes, conforme apresentadas no Capitulo 3.

Em alguns exemplos, além das modelagens sao também estudados outros
aspectos, como a Densidade Espectral, Resposta em Freqiiéncia, Sensibilidade e

Estabilidade.

O capitulo estd dividido em trés secbes: Sistemas Mecanicos; Sistemas
Hidrdulicos — Oleo; e Sistemas Pneumdticos — Ar. Dentre os dez sistemas modelados,
oito contém partes mecanicas, portanto, a Lei de Newton ¢ a mais empregada nos
exemplos.

9.1 — SISTEMAS MECANICOS

9.1.1 — ExempLo N° 1: SisTEMA MECANICO coM ENTRADA DESLOCAMENTO
E CALcuLo Do MobuLo pA DENSIDADE ESPECTRAL

a) Proposi¢ao

0

Determinar a fungao de transferéncia (S) do sistema da Figura 9.1a. Dese-

i
jamos também saber o valor da Densidade Espectral X (im) (médulo somente) no
ponto cuja freqiiéncia é f= 5 Hz, quando a entrada ¢ um transiente conforme Figura
9.1b.
b) Resolugao

Iniciando a modelagem, vamos enunciar algumas hipdteses:
H1: O corpo de inércia J ¢ rigido.
H2: A mola de coeficiente constante K, é pura e linear.

H3: Os dois amortecedores sao iguais, tém coeficientes B constantes e sao puros e
lineares.

H4: As variagoes de 0 s3o tao pequenas que podemos considerar os movimentos
dos pontos A4 e C somente na horizontal.

H5: Condigoes iniciais sao nulas.

H6: Na condigio de equilibrio (repouso) a linha AC estd na vertical.
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A,=1mm

T=0,1seg
K, =0,5N/m
B =1 Nseg/m
L,=L,=2m

J = 50 Nmseg’/rad

a) Sistema b) Entrada

Figura 9.1 Sistema mecanico com entrada deslocamento e transiente de entrada.

Um dos propésitos deste exemplo ¢ reforgar o conceito de entrada (input).
Observe que, se a inércia é rl’gida el = Lz’ entao x, = x, € 0 atrito nos mancais € a

. . X :
mola K nio influem na fungao de transferéncia 70(8) Por esta razao, o sistema

da Figura 9.1 se reduz ao da Figura 9.2.

X:

Figura 9.2 Sistema equivalente ao da Figura 9.1a.
Assim, aplicando a Lei de Newton ao ponto E obtemos:

—B(%, —%)—-Kg, (% —%)-Bx% =0 9.1)

que transformando vem:

(Bs+K,)X =(2Bs+K,)X, 9.2)
Logo:
ﬁ(s)z 7s+1 (9.3)
X 2rs+1
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em que:

B
K

1>

T
s2

Substituindo os valores resulta:

22 ()

_ 2s+1 (9.4)
4s5+1

A segunda parte do exemplo ¢ obter o valor do médulo da densidade espectral

| X, (i (0)| quando a freqiiéncia é f'= 5 Hz, que significa @ = 107 rad/seg, para a entrada
dada.
Da Figura 9.1b vemos que:

X (t)=%t=10‘2t; paa 0<t<0,1 (9.5)

e, fora deste intervalo, x(#) é zero.

Transformando:

Z[x(0]- [x M)ea 9.6)

Lembrando que ¢ = cos(wt) — i sen(wt) (equagio A.5 do Apéndice A), entdo:

oo

X, (iw):f&cos(wt)dt—i ]j)gsen(wt)dt (9.7)

o+

Combinando (9.5) e (9.7) resulta:
0,1 01
X, (iw):loz[jt.cos(wt)dt—i [ tsen(wt)at 9.8)
0" ot
Definindo:

0,1
a(w)£107? jt.cos(cot)dtJ
0+

b(w)=107 0jlt.sen(oot)dt]
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Das equagoes A.28 e A.29 do Apéndice A vém:

0,1

107

a(o) . =[w—1zcos(wt)+ésen(a)t)]

0 =101

_2%10° 9.9
~102 izcos(0,1w)+O—’lsen(o,m)—i2 - 2X102 ©.9)
1) ® o0 (107)

0,1

1 t -2
b(w)| . = [E sen(wt) - Ecos(a)t)]y 10 . =
2 (9.10)
=1072 izsen(o,lw)_%cos(o,la)) zw
o o oel0n 10x

Substituindo (9.9) e (9.10) em (9.8) vem:

) —2x10% .0,1x1072
Xi (Iw)|w=1077: - z !
(1077;) 10z

(9.11)

Combinando (9.4) e (9.11) para calcular a densidade espectral do x , no ponto
® = 107 rad/seg, entao:

_ _2im)+1
X, (Ia))|w:107r B m_

_ -2 -2
. 2><102 i 0,1x10 9.12)
=10, (1071') 10”

Logo:

X, (i0) :,/1+(20n)2 2x107 2+ 10° Y ©0.13)
T emor ,/1+(407r)2. (10 107 '

que resulta:

X, (i0) . =1887x10° =9 9.14)
o =107 ! rad
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9.1.2 —ExempLO N° 2: AMORTECEDOR MaIs REALISTA

a) Proposicao

A relagao Velocidade/Forga de um amortecedor ideal e linear (sem massa e sem

elasticidade), Figura 9.3a, ¢ \i(s):% Desejamos encontrar a fungdo de trans-

. .V . ) )
feréncia FO(S) para um modelo mais realista, Figura 9.3b. Devemos comparar os

i z e A .
modelos através dos esbogos das curvas de resposta em freqiiéncia de ambos os casos.

Nota: £ é uma forga externa aplicada sobre o amortecedor.

a) Amortecedor ideal.

+ KP B Kc

M, T M AW

b) Modelo mais realista para o amortecedor.

Figura 9.3 Esquemas de um amortecedor ideal e um mais realista.

b) Resolugao

H1:
H2:
H3:
H4:
H5:
Ho:

Vamos considerar as seguintes hipdteses:

As massas sao rigidas e tém valores constantes.

As molas tém coeficientes constantes e s3o puras e lineares.

Os amortecedores tém coeficientes constantes e sao puros e lineares.

As condigoes iniciais sio nulas.

O sistema nao tem atrito.

As origens dos deslocamentos sao escolhidas nos pontos onde as massas se

encontram em repouso.

Da Figura 9.3b fazemos o esquema para modelagem, Figura 9.4.
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+
Xos Voo T —I_’Xp —I_;%

Figura 9.4 Esquema para modelagem do amortecedor mais realista.

Aplicando a Lei de Newton no ponto A e nas massas M, e M, do sistema da
Figura 9.4 obtemos:

fi =Kp(%=%,)=0 9.15)
Ko (X, =%, ) =B, —%.)=M X, (9.16)
_KCXC_B(XC_Xp):McXc (917)

Transformando estas trés equagbes e organizando os seus termos, vem:

K, X, —K, X, +0=F
~K, X, +(M 8" +Bs+K_ )X, -BsX, =0 (9.18)
0-BsX,+(M.S* +Bs+K, )X, =0

Escrevendo (9.18) na forma de matriz, resulta:

Ko, -K, 0 X, F
-K, (M,s*+Bs+K,) ~Bs | X, |=| 0 9.19)
0 -Bs (Ms*+Bs+K,) X.] L0
Aplicando Cramer para obter X, entdo:
F K, 0
0 (M,s+Bs+K,) -Bs
0 —Bs (Ms* +Bs+K,)
X,(s)= (9.20)
K, K, 0
-K, (M,s*+Bs+K,) —Bs
0 -Bs (Ms*+Bs+K,)
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Calculando os determinantes vem:

F[M M, s +B(M,+M)s*+ (KM, +K,M,)s +B(K +K,)s+KK, |

Xo(8)=
K,[M,M_s'+B(M,+M,)s’+KM s’ +BK_s]
(9.21)
Lembrando que:
V,(s)=sX (s) (9.22)
entao:
Vv, a,s'+a,s’+a,s°+as+a,
_( )= . 3 2 (9.23)
F b,s’ +b,s" +bs+h,
em que:
a, £M_ M,
8, 2B(M, +M,) by 2K M M,
8,2 (KM, +K,M,) b, 2K B(M, +M.)
a28(K K, Sk KM,
by, £ K,BK,

3 2 KK,

Observamos que, se as massas M, eM, forem muito pequenas e as molas rigidas,
isto é:

{M o =M_—>0 (tendea zero) (9.24)

K, =K, — 0 (tendea infinito)

entdo, dividindo o numerador e o denominador da (9.23) por K KP ,a(9.23) resulta
na fungio de transferéncia do amortecedor ideal:

£ (s)= B (9.25)
O esbogo do grifico da resposta em freqiiéncia do amortecedor ideal estd na

Figura 9.5 e do amortecedor mais realista, na Figura 9.6. Observamos que para baixas
freqiiéncias os dois casos se assemelham.
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>|>

/[

»
0° o)

V
Figura 9.5 Gréfico da resposta em freqiéncia do amortecedor ideal: FO(S) :%.
i
AO
Wi A ,
A
B
0 0

A .
¢ Faixa onde os
amortecedores
se assemelham

90°

e e S s ST S

OO

Figura 9.6 Esboco da curva da resposta em freqiéncia do amortecedor mais realista.

9.1.3 — ExempLo N° 3: SisTEMA MECANICO coM ACOPLAMENTO FLUIDICO

a) Introdugio

O sistema mecinico com acoplamento fluidico aqui proposto possui um engre-
namento. Nesta modelagem serd utilizado o conceito de inércia equivalente, que é
uma caracteristica importante. Além da sua aplica¢io neste problema, o cdlculo de
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inércia equivalente é bastante comum porque em muitos acionamentos hd redutores.
Nas industrias, o uso de redutores € intenso e s6 isto j4 traduz a sua importincia. A
seguir serd apresentado o estudo de inércia equivalente, antes do desenvolvimento
da modelagem.

b) Sistema Dinidmico Equivalente de um Trem de Engrenagens

A Figura 9.7 mostra um engrenamento tipico onde consideramos que eixos e
engrenagens sio rigidos e o engrenamento nio tem folgas (backlash).

Eixo 1 Eixo 2

Engrenagem 1 Engrenagem 2

J, e J, 2 inércias totais dos
eixos 1 e 2, respectivamente

0, '
T,

Figura 9.7 Sistema com dois eixos engrenados.

O objetivo ¢ encontrar um sistema equivalente reduzido a uma sé inércia e
um sé amortecedor, referidos a um sé eixo. Neste caso, vamos considerar o eixo 2
como o eixo escolhido como referéncia.

Iniciando o processo de cdlculo, definimos a relagdo de transmissiao n ,, COMo
sendo:

Geralmente, a engrenagem 2 tem um diAmetro maior e, nesta situagio, gira com
uma rotacao menor. Se isto for verificado, 7 ,, ¢ maior do que um (» > 1 ).

Apontamos que ¢ possivel encontrar em algumas literaturas um pardmetro
L. . , A ’
semelhante que tem a defini¢do inversa de 7,, isto ¢, N2 (6,/6,), que ¢ também

chamada de relagio de transmissio.
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Da definigao de #,, podemos escrever:

6,=n,6, (9.26)
que derivando resulta:

6, =n,,0, (9.27)

6, =n.0, (9.28)

Agora, isolando o eixo I como corpo livre e aplicando a Lei de Newton, obtemos:
T, - Blél +Ty = Jlél (9.29)

em que 7; ¢ o torque em que a engrenagem 2 atua sobre a engrenagem 1.

Analogamente, para o eixo 2 vem:
T,—B,6, —n,T, =J,6, (9.30)
Substituindo (9.27) e (9.28) na (9.29) resulta:
T, -n,B6, +T, =n,J.6, 9.31)

Multiplicando (9.31) por #,, e somando com (9.30) obtemos:

(Tz +n12T1)_(Bz +n122 Bl)éz :(‘Jz +n122‘]1)92 (9.32)
O formato desta equagao 9.32 pode ser esquematizado como sendo:
Torque Torquede . Aceleracéo
+ _ =[Inércia]x (9.33)
atuante amortecimento angul ar

Entao, definimos um sistema ficticio dinamicamente equivalente da seguinte
forma:

Te - Beéz = ‘]eez (934)

em que:
A A .
T, =T, +n, T, = torque atuante equivalente;

A A . . .

B,= (B2 +n Bl) = coeficiente de amortecimento equivalente;
A 2 AL, .

J. = (J2 +n, Jl) = inércia equivalente.

A Figura 9.8 mostra visualmente a equivaléncia.
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Eixo 1 Eixo 2 Eixo 2
Engrenagem 1 (O C Engrenagem 2 @

[ Fle.=8ns

Jo=J + i,

Te = T2 + n12T1

Sistema inicial Sistema equivalente

Figura 9.8 Sistema dinamicamente equivalente, referenciado ao eixo 2.

O procedimento usado para a determinagio do sistema equivalente ¢ s vezes
chamado de transla¢ao da inércia equivalente de um eixo para o outro, adotado como
referéncia.

Este processo pode ser usado para mais de um eixo, fazendo uma translagao
de cada vez, em forma de cascata.

No exemplo da Figura 9.9, temos trés eixos e, neste caso, o eixo escolhido como
referéncia ¢ o eixo 1, que geralmente gira a rotagao mais alta. Inicialmente faremos
as translagoes do eixo 3 para o eixo 2 e, depois, do eixo 2 para o eixo I, Figura 9.10.

Na Figura 9.10 temos a inércia /, dada por:

J. = Jl+i2 \]2+i2 NA (9.35)
r]12 23

A parcela correspondente a translagio da inércia J, para o eixo I ¢ igual a:
2 2
J3/ (n].Z 'n23 )'
Nos sistemas reais é comum ]3 ser bem maior que J » mas o denominador em

A . . 2 2 L. . L.
decorréncia da translagao, (n12 Ny, ), diminui o efeito de /, e geralmente faz a prépria
inércia /, do eixo I ser a parcela mais significativa de /.

Como ultimo comentdrio, o estudo aqui desenvolvido faz o tratamento de uma
série de inércias girando, mas a mesma idéia pode ser aplicada quando existirem
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massas em rotagao e translagao, como € o caso do automével. De maneira similar, as
massas em translagio e rotagao sio reduzidas ao eixo do motor.

Engrenagem 2

Eixo 2

Eixo 3 Ny =

Engrenagem 1

Engrenagem 3

Figura 9.10 Redugdo de um sistema de 3 eixos ao sistema equivalente referenciado do eixo 1.
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¢) Sistema Mecanico Proposto

Um par de engrenagens, Figura 9.11, tem na sua entrada um eixo flexivel que

¢ acionado através de um acoplamento fluidico, modelado como um amortecedor
torcional.

O objetivo é obter as equagdes diferenciais que relacionam a velocidade de saida

@ com duas entradas: (i) a velocidade @; e (ii) o torque distdrbio 7, Destas equagoes

Q

. . Q
determine as fungdes de transferéncias: EO(S) e —2(s).
i

T

/— Engrenagem 2 { 34 dentes
b 2
T, O
d | I
']
AmortecedorA/A B
K
Eixo 2 R Bt = :| F-=mm o 1--@ ------
L | L o
Eixo E
Engrenagem 1 {22 dentes
Ji Eixo 1 (flexivel) Acoplamento fluidico

Figura 9.11 Sistema com um par de engrenagens acionado através de um acoplamento fluidico.

HI:
H2:
H3:

H4:
H5:
Ho6:

Para a modelagem consideraremos as seguintes hipdteses:

Os dentes das engrenagens s3o considerados rigidos.
N3o existe nenhuma folga entre os dentes.

A tnica maneira de ocorrer dissipagao de energia ¢ através do amortecedor e
do acoplamento fluidico.

.. . .
As inércias /, e J, e os eixos 2 e E sao rigidos.
O amortecedor torcional é considerado ideal, com coeficiente constante.

O eixo I é uma mola torcional ideal, com coeficiente constante.

Com base nestas hipéteses e na Figura 9.11 elaboramos o esquema para a

modelagem, Figura 9.12.
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44 dentes

J;
T, o, 6, b
jataiing
-, IL, Eixo 2
—_ K B
TANNY Y AR S
22 denter __b91 \Jea H b(x)‘

Figura 9.12 Sistema esquematizado para modelagem.

O sistema tem duas inércias, mas elas estao acopladas, e isto é uma indicagao de
que podemos determinar um sistema equivalente, reduzindo o sistema ao eixo 2.

A relacio de transmissdo ¢ dada por:

91
n,=—= 2 6
) 6, (9.36)
Logo:
6,=26, (9.37)
6, = 26, (9.38)
6, =26, (9.39)

Definindo 7' como sendo o torque da mola (eixo I) sobre a inércia /,, ento:

T, =-K,(6,-6,) (9.40)

S

Assim, podemos obter o sistema equivalente em termos de 6,, conforme a Figura

9.13.

J, -

b
0, Jo=d,+ 22,
2N T,=T,+2T. 6,
=
< Y

Eixo 2

]
¢
™
=

Figura 9.13 Sistema equivalente reduzido ao eixo 2.
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Aplicando a Lei de Newton ao eixo 2 obtemos:
(T, +2T.)-ba, = (J,+4J,)a, (9.41)

Agora, temos de determinar TS e para tal vamos considerar o sistema da Figura

9.14.

Inércia girante do acoplamento
(considerada desprezivel)

K .
Lo,

Figura 9.14 Eixo 1 e acoplamento fluidico esquematizado para determinar T_.

Aplicando a Lei de Newton a inércia J da Figura 9.14 resulta:

—K, (65-6,)—B(6,—6, )= 6, (9.42)
Considerando J desprezivel (J = 0), entao:
K.6, + B, = K,6, + BO, (9.43)
Sendo 6, = @ e substituindo (9.37), (9.38) e (9.39) em (9.40) e (9.43) vem:
T.=-K,(26,-6,) (9.44)
K, 26, + Bo =K,6, + B6, (9.45)
Fazendo a transformada (com condicdes iniciais zero) das (9.44) e (9.45)
obtemos:
T.=-K,(26,-6,) (9.46)
2K0,+BQ =(K, +Bs)o, (9.47)

Da (9.47) determinamos @, e substituimos na (9.46), entao:

T - k|2g _2K@:+BQ | | | 20,K +2BsO,-2K@,-BQ
s 17 (Ki+By) l K, +Bs
(9.48)
Da Figura 9.13 vemos que o, = 92, entdo, 2, =% [w,]=99,, logo:
BQ - 2BQ
T =K |— —""
) t|: Bs+K, } (9.49)
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Agora, voltando a equagdo 9.41, fazendo a sua transformada e substituindo T

obtemos:
T, + 2KB Q - aK.B Q, -bQ =(J,+4J,)sQ, (9.50)
Bs+ K, Bs+K,
Portanto:
Q = t " 9.51)
(J,+4J,)s+|b+ t
Bs+K,
ou
(Bs+K,)T,+2K,B£,
2= z 9.52)
(3,+43,)BS +[ (3, +4J,)K, +bB]s+K, (b+4B)
3 ~ N Q
Desta equagio podemos obter as fung¢des de transferéncia E"(s) e T_O(S)
i d
Assim:
Lo (g) = 9.53)
Q s 20
—+—>s+1
@, @,
em que:
A~ 2B R Q
K = = h d _ 0 s).
'~ (b+4B) ganho de Qi( )
b 2 | Ki(b+4B) B - y
h = (3,+43,)B = freqiiéncia natural nao-amortecida;

(J,+4J3,)K, +bB R )
= fator de amortecimento.

- 2J(3,+43,)B K, (b+4B)

E a outra funcao de transferéncia:
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, K,(rs+1)
T 97 ¢ o (9.54)

+—s+1

n

em que:
A 1 Q
K, = £ ganhode =2(s).
(b+4B) T, 7
2 B 4
T = — = constante de tempo.

t
As equagdes 9.53 € 9.54 sdo as fungoes de transferéncias pedidas.

Como tltima tarefa nesta modelagem podemos efetuar a verificagao das uni-
dades dos parAmetros das fungoes de transferéncias, com o objetivo de ter a indicago

de algum erro.
Os pardmetros bdsicos do sistema (inércia, mola, etc.) tém as unidades:

J,eld, E[N.m.segzlrad]z[N_m_segz]
B e b=[N.m.seg/rad]=[N.mseg]

K, =[N.m/rad]=[N.m]

Pelas fungoes de transferéncias, os parimetros do modelo devem ter as seguintes

unidades:
K, =[adimensional |
o, =[rad/seg]=[1/seg]
14 = [adimensional |
rad
K, = =1/ N
z [seg N m} [Vseg N m]
7 =|seg]
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Agora, determinando as unidades dos parimetros através das definigoes
obtemos:

[ N.m.seg
K,=|—-=
N.m.seg

:|E adimensional .". verificado.

_ N.m.N.m.seg
~\ N.m.seg?.N.m.seg

=[l/seg] .. verificado.

n

[ = N.mseg” N.m+ N.mseg.N.m.seg _ (N.m.seg)2
\/Nm.segz.Nm.seg.Nm.Nm.seg \/(N.m.seg)4

adimensional

verificado.

K, = [1/ (N.m.seg )] . verificado.

. EI: N.m.seg
N.m

:|E [Seg] .. verificado.

A verificagdo das unidades dos parimetros estd, portanto, satisfeita.

9.2 — SISTEMAS HIDRAULICOS - OLEO

9.2.1 — CoNsIDERACOES GERAIS

Sistemas hidrdulicos sao equipamentos que estdo entre os mais utilizados. As
suas aplicagbes sao amplas, pois retinem propriedades como sensibilidade, precisao,
rigidez, velocidade, forga, poténcia e alta capacidade de controle. Por estas razdes
sao utilizados em acionamentos e automagao nas dreas automotiva, aeroespacial,
militar, naval, agricola, mecinica, mdquinas operatrizes, de elevagao e nos equi-
pamentos amplificadores de for¢a, prensas, mdquinas de ensaio, etc.

Os dispositivos hidrdulicos tém sido usados pelo homem desde os tempos
antigos, mas foi no inicio do século passado que ocorreu um grande avango, quando
o fluido foi mudado de dgua para dleo.

Os sistemas hidrdulicos possuem diversas caracteristicas préprias e uma das
principais refere-se ao tipo de bomba. Nos circuitos sao usadas bombas de deslo-
camento positivo que trabalham como “transportadores” de fluido. A bomba
aprisiona um pequeno volume de 6leo no lado da entrada e o transporta para o lado
da saida. A bomba nio é um gerador de pressao, mas sim um equipamento que
transfere 6leo da entrada para a saida. Se do volume da saida o éleo nio escoa, a
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pressdao entdo sobe rapidamente, da ordem de milhares de libras por polegada
quadrada por segundo, por exemplo, 10000 psi/seg.

A instalagao de dispositivo ou meio para limitar a pressao ¢ imperativa, caso
contrdrio ocorrerao acidentes como quebra da bomba ou rompimento (explosao)
de algum componente.

Sua maneira de trabalhar em conjunto com os seus detalhes construtivos con-
ferem as bombas uma caracteristica geométrica que chamamos de deslocamento. O
deslocamento de uma bomba ¢ o volume de éleo transportado por revolugao (ou
por grau ou por radiano), sob condiges ideais, considerando nenhuma perda, quer
por atrito ou vazamentos internos.

Os deslocamentos das bombas podem ser fixos ou varidveis, dependendo da
sua concepgao interna. Quando o seu deslocamento ¢ varidvel, a vazio da bomba
pode ser controlada através da mudanga do seu deslocamento.

No caso de motores hidrdulicos, sob o ponto de vista construtivo eles se asseme-
lham as bombas, portanto o deslocamento de motores ¢ definido de forma andloga.

H4 muitas concepgoes e tipos de bombas para os circuitos hidrdulicos, mas
trés sao predominantes: (i) as de engrenagens; (ii) as de palhetas; e (iii) as de pistdes
axiais. A Tabela 9.1 contém informagdes para uma visualizagdo comparativa entre
estes trés tipos de bombas.

Tabela 9.1 Dados gerais das bombas para efeito de comparagéo.

Tivo de bomba Pressao Rotagao | Eficiéncia | Relagao | Ruido Capacidade de
P (psi) (rpm) (%) | hp/lb | (dbA) | vazio (gpm)
Engrenagem externa | 2000 a 3000 | 1200 a 2500 | 80-90 2 90 1-150
Palheta 1000 a 2000 | 1200 a 1800 | 80-95 2 80 1-80
Pistoes axiais 2000 a 12000 | 1200 a 3000 | 90-98 4 70 1-200

Antes de iniciarmos as modelagens dos exemplos aqui propostos, ¢ interessante
discutir alguns pontos gerais de controle hidrdulico. Conceitualmente hd trés esque-
mas bdsicos que sdo utilizados para executar hidraulicamente o trabalho de controle:
Controle por Vdlvula; Controle por Bomba; e Controle Misto — por Vdlvula, mas
com Bomba Controlada.

a) Controle por Vélvula

A Figura 9.15 mostra um esquema geral de um sistema hidrdulico com controle
por vélvula. As principais caracteristicas deste circuito ¢ a bomba ter deslocamento
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constante e a existéncia de uma vdlvula reguladora de pressao para dar descarga ao
excesso de 6leo que niao ¢ utilizado.

T l ! Controlador «-
. ! ! Informagéo de
Iﬂtrj Valvula ! ! velocidade ou
= regulado~ra :Comando ! posicdo
i de pressao v !
Oleo (ou alivio) - Atuador
» Valvula e
de
Bomba de Retorno carga
deslocamento Y controle mecanica
positivo constante P r
4 " Retorno
h 4
Filtro
Filtro
| Tanque |

Figura 9.15 Esquema geral de um circuito hidraulico com controle por véalvula.

O atuador hidrdulico pode ser um cilindro ou um motor hidrdulico. A Figura
9.16 mostra um esquema detalhando a vélvula de controle, um atuador hidrdulico
tipo cilindro e uma carga mecanica.

Retorno
Alimentagéao l T l Alimentagao
ok 4 |
] R ) P
= e Carretel
: Valvula
XL
Carga

Atuador

Figura 9.16 Esquema de controle de um cilindro através de vélvula.

O deslocamento x, da carga pode ser controlado através do deslocamento do
carretel da vélvula x . Com uma pequena forga e alguns centésimos de milimetros
do deslocamento x podemos, com precisao e rapidez, posicionar a massa da carga.
A amplificagio de forga deste dispositivo chega a ser da ordem de milhares.
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Quando queremos um sistema de malha fechada, os componentes da Figura
9.16 sao combinados com outros, como mostra a Figura 9.17. Esta configuragao
permite obter posicionamentos com precisio melhor que 0,025 mm ou velocidades
controladas dentro de 0,1%.

Voltagem de Posigéo ou
+ xv i
comando EM0_ [ Amplificador]+{ * anrene C —{Valvulal-{ Atuador || Carga |-/51001d2d2
- X, (oux.)
[Transdutor |
Transdutor

Figura 9.17 Sistema de malha fechada com valvula para controle de posicédo ou velocidade.

b) Controle por Bomba

A Figura 9.18 mostra uma bomba de deslocamento varidvel cujo acionamento
tem rotagdo considerada constante, mantida por algum motor, por exemplo, um
motor elétrico.

A alavanca de controle muda o deslocamento da bomba proporcionando
variagdo continua da vazao da bomba desde um valor negativo mdximo, passando
por zero, até um valor positivo mdximo. O motor hidrdulico e a carga podem entio
ser mantidos em uma posi¢ao estaciondria ou acionados com velocidades varidveis
em ambas as diregoes.

Este conjunto, motor elétrico, bomba de deslocamento varidvel e motor
hidrdulico, pode fazer parte de um sistema com realimentagio, conforme mostra

Figura 9.19.

Reverter «~ = Avangar

P Carga
_
~N Bomba de Motor de
Motor I deslocamento deslocamento
-/ variavel fixo )
— L

Figura 9.18 Esquema simplificado de um motor controlado por bomba.

Apesar de os objetivos dos sistemas das Figuras 9.17 € 9.19 serem similares, a
forga necessdria para variar o deslocamento da bomba (movimento de ) ¢ muito
maior que aquela requerida para movimentar o carretel da vdlvula (movimento x,).
Em muitas situagdes, o bloco de controle do curso (o que produz 6) ¢ um pequeno
(mas completo) servomecanismo contendo vélvula e atuador como o da Figura9.17.
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Angulo ou
Voltagem velocidade

comando + Erro — Controle do | 0 | Bombade angular
Amplificador |—» angulo 0, deslocamento Atuador Carga 9—’
L

= variavel

[Trancdutor |
Transdutor

Figura 9.19 Sistema de malha fechada com bomba
variavel para controle de posicdo ou velocidade.

¢) Controle Misto — por Vélvula, mas com Bomba Comandada

A principal caracteristica construtiva do controle misto ¢ a utilizagao de bombas
de deslocamento varidvel.

Estes sistemas sao muito versdteis e possuem as mais diversificadas confi-
guragdes, pois sao concebidos em fun¢ao de um objetivo e uma determinada estra-
tégia de controle.

O atuador é comandado por uma vdlvula, mas a bomba é controlada em fung¢ao
de informagbes como a pressao de saida da bomba; pressao e/ou vazao na saida da
vélvula que alimenta o atuador; e velocidade e/ou forca/torque do atuador. Uma
destas grandezas ou combinagdes delas s3o usadas para estabelecer as estratégias de
controle da bomba, geralmente controlando o seu deslocamento. As vezes, até o
motor que aciona a bomba pode fazer parte da estratégia de controle, assim como
as caracteristicas do atuador hidrdulico.

A Figura 9.20 ilustra um esquema geral deste tipo de controle.

O processo de escolha em utilizar um destes trés tipos de controle (vdlvula,
bomba ou misto) envolve uma andlise ampla, principalmente quanto as especificagoes
técnicas, o investimento inicial e a economia de energia.

Durante muitos anos, até a década de 70, a grande maioria dos circuitos hidrdu-
licos fazia a geragao de energia hidrdulica usando basicamente uma bomba de deslo-
camento fixo e uma vdlvula de alivio, Figura 9.15, sem grandes preocupagbes com
a eficiéncia energética. O problema desta configuragao ocorre quando o uso solicita
uma demanda de vazao menor que a gerada pela bomba. A diferenga retorna ao
tanque através da vdlvula de alivio e isto causa desperdicio de energia, desgaste dos
equipamentos e aumento de custo pela necessidade de trocador de calor.

Nas tltimas décadas o quesito energia tem exigido maiores eficiéncias nao s6
por seus crescentes custos, mas sua prépria escassez. I nesta dire¢do que os sistemas
hidrdulicos vém se desenvolvendo, procurando atender & nova realidade de economia
de energia através de concepgdes com controle da bomba. Assim, o controle por
bomba e o controle misto vio se tornando mais comuns, mas com caracteristicas
dinidmicas mais lentas.
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Em principio, todo sistema com uma bomba de deslocamento varidvel tem
um tempo de resposta mais lento do o que usa uma bomba de deslocamento fixo.
As bombas de deslocamento varidvel tém pecas méveis que podem demorar centé-
simos ou décimos de segundos para adequar o seu deslocamento as condigoes
solicitadas pelo trabalho.

Diante dessas consideragoes, torna-se necessdrio examinar o tempo de resposta
que o servigo solicita. Se as exigéncias técnicas para realizar o trabalho sao satisfeitas,
aescolha de uma concepgao de controle passa a depender de uma andlise econdmica,
levando em conta o investimento inicial, o custo de manuten¢ao, o custo operacional,
a economia de energia, etc.

Quanto a atender aos requisitos técnicos, a modelagem dinimica torna-se uma
ferramenta fundamental de projeto.

Em algumas aplicagbes préticas podemos ter sistemas hidrdulicos que dis-
pensam o conhecimento profundo do seu comportamento dinimico, como, por
exemplo, os sistemas para descarregar caminhdes de areia, elevadores de automdéveis
e outros. Em aplicacoes tecnicamente avangadas (robds, mdquinas operatrizes, aplica-
¢oes militares, etc.), os componentes hidrdulicos sao os musculos dos sistemas de
controle, e o conhecimento de suas propriedades dindmicas torna-se indispensdvel.
Em outras palavras, é imperativo dominar a técnica de modelagem dinimica de
sistemas hidrdulicos para a realizacao de tais projetos.

Nesta se¢ao estdo apresentados quatro exemplos que representam uma intro-
dugdo ao assunto. A primeira modelagem (exemplo 4) ¢ relativamente simples e foi
proposta para dar inicio a aplicagao de leis e relagdes. As segunda e terceira (exemplos
5 e 6) sao modelagens de sistema com controle por vdlvula e por bomba. A quarta,
(exemplo 7) contém a modelagem de uma bomba autocompensada por pressao, com
controle proporcional, tipo palheta, bastante usada em circuitos com controle tipo
misto.

Antes, porém, ¢ necessdrio observar as equagoes e as relagdes especificas da 4rea,
apresentadas a seguir, segao 9.2.2.

9.2.2 — HipoTESES, EQUACOES E RELACOES ESPECIFICAS DA
MoODELAGEM DE SISTEMAS HIDRAULICOS

a) Equagoes e Relagoes

Quando queremos descrever analiticamente o escoamento de um fluido estu-
damos o movimento de um pequeno cubo de fluido. Este volume infinitesimal de
fluido pode ser completamente definido usando oito grandezas: as coordenadas do
elemento x, y e 2, a pressdo, a temperatura, a densidade, a viscosidade do elemento
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e o tempo. Portanto, precisamos de sete expressdes matemdticas (equagdes e relagoes)
independentes para obter qualquer grandeza como fungao de outra ou, como o caso

usual, encontrarmos qualquer grandeza como func¢io do tempo.
As sete expressoes (equagoes e relagoes) sao:

Lei de Newton em x (Navier-Stokes em x).

Lei de Newton em y (Navier-Stokes em ).

Lei de Newton em z (Navier-Stokes em z).

Lei da Conservagao da Massa.

Lei da Conservagao de Energia.

N s R

Relagao p = f; (TP) (massa especifica em fungio da temperatura e pressao).

Relagio u = f, (T,P) (viscosidade em fung¢do da temperatura e pressao).

A complexidade em resolver um problema com estas sete equagoes fica conside-
ravelmente reduzida se o fluido for liquido e se forem desprezados alguns efeitos

nio significativos que ocorrem em sistemas hidrdulicos.

As trés primeiras equagoes, as de Navier-Stokes, s3o reduzidas a aplicago de

certas férmulas de escoamento unidirecional. Contudo, ¢ regra geral em sistema
hidrdulico de 6leo que somente as expressoes que descrevem as resisténcias hidrdulicas

inseridas intencionalmente sio usadas em andlise dinimica. Isto se deve ao fato de
elas serem as restrigdes dominantes. As resisténcias causadas por escoamento em

tubos, curvas e conexdes sio freqiientemente desprezadas. Portanto, as férmulas

comumente usadas s3o as do orificio dadas por:

Q=C,A E( P, —P,); para regime turbulento
p

1

Q=—(P,—PR,); para regime laminar
f

em que:

A . . .
C, = coeficiente de descarga do orificio;

A

4

11>

drea do orificio;
A . _ .
P, — P, = diferenca de pressao através do orificio;

A . . .
Rf: resisténcia fluidica.

9.55)

(9.56)

Estas relagoes vém da Mecinica dos Fluidos e foram obtidas para as condigoes

de escoamento em regime permanente, contudo, em modelagem elas sao usadas para
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a condigo de transientes também, sob a hipétese de que a inertincia do fluido seja
desprezivel na regiao do orificio.

A equagio 9.55, para o orificio em regime turbulento, ¢ aplicada em aberturas
de vélvulas, enquanto a (9.56), para regime laminar, em vazamentos que ocorrem
nas folgas entre as pegas, Figura 9.21.

Consideramos:
Q, = regime turbulento
Q, = regime laminar

] ]

P1 —— _Ez P3
777N 7
P,

Figura 9.21 Exemplo dos locais onde aplicamos as equagdes 9.55 e 9.56.

Outra aproximagao adotada em sistemas hidrdulicos refere-se 4 temperatura.

Como o coeficiente de expansdo volumétrica de liquido é pequeno, o efeito
direto da temperatura na massa especifica é geralmente desprezado. No sistema
hidrdulico em regime h4 gradientes de temperatura, mas tem pouca influéncia nas
condigdes de escoamento. Nas modelagens dinimicas tem sido suficiente avaliar as
propriedades na temperatura de operagao. Assim, ¢ geralmente considerado que
condigbes isotérmicas existam no escoamento. Esta hipétese de temperatura
constante elimina a necessidade de aplicar a Lei da Conservagao de Energia. Elimina
também a relagdo da viscosidade. Dados experimentais mostram que J varia pouco
com a pressdo, portanto, como a temperatura é constante, consideramos [ constante.

Com respeito A massa especifica, esta passa a depender apenas da pressao, que
¢ ponderada através do “Bulk-Modulus”.

No Capitulo 2, se¢io 2.4.4, foi apresentada a defini¢ao de Bulk-Modulus dada

pela equagio 2.45, que pode ser escrita da seguinte forma:

AP
—_ 9.57
B=-V v 9.57)
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em que:
Ao -
AP = variagio de pressao;
A . -
AV'=variagao de volume;

A P
V= volume inicial.

A Figura 9.22 ilustra as defini¢oes destas grandezas.

AF =A.AP

——A = Area

AN

Oleo

V = volume inicial

Figura 9.22 Esquema ilustrando as grandezas envolvidas na definicdo do Bulk-Modulus.

Valores de f3 tabelados para fluidos hidrdulicos comuns estao entre 200000 ¢
300000 psi. Para sistemas em operagao o Bulk-Modulus efetivo (B) ¢ menor em
decorréncia principalmente das bolhas de ar e flexibilidade das paredes. Um valor
prético de B seria 100000 psi.

O Bulk-Modulus é o inverso da compressibilidade. Isto significa que, se o Bulk-
Modulus fosse infinito (8 — o), o fluido seria incompressivel.

Para modelagem dinimica ¢ interessante fazer uma segunda interpretagao do
Bulk-Modulus. Esta seria considerar AV como sendo um pequeno volume de Sleo
acrescentado ao volume V. do liquido, Figura 9.23.
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volume da massa mi)

AV ( na presséo P,

Intervalo de

Massa = m,
AV / tempo = At AV
/
SN RTINS
:, ) s Di\j N
Oleo na presséo P o ’ ‘\\ = \ T, <u—§_ P,=P, + AP
coe o e o N]TNP s
-4 - Oleo ! .Oleo
AV = volume
introduzido |
v massa = m o
emV, L { com AV, = variagdo de AV
volume inicial = V, (considerada desprezivel)

Figura 9.23 Esquema ilustrando a definicdo do Bulk-Modulus.

Considerando desprezivel a variagio de AV introduzido, em decorréncia da
variagdo de pressao de P para P,, uma variagio de segunda ordem que é AV, =
AV’— AV, entao, AV= AV’e podemos escrever que a variagao de v, volume do éleo
de massa m, é:

AV =+%AP (9.58)

em que admitimos na (9.58) que AV acrescentado ¢ positivo.

Agora, vamos focar outra condi¢ao na qual ocorrem escoamentos de 6leo
entrando e saindo de um volume de controle e também variagio do volume de
controle, Figura 9.24.

Variagao do volume

AV | AV, | de controle devido ao
movimento do émbolo
—
t
\—Massa =m;

No intervalo de tempo At, o

e
Av; = volume
introduzido
volume AV, é introduzido; o

Massa inicial do 6leo = m volume AV, sai; e 0 movimento
com volume inicial =V, i do émbolo causa Av,,

AV,

N~ Massa =m,

Figura 9.24 Sistema com entrada e saida de 6leo e com variacdo do volume de controle.
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De forma similar ao caso anterior, vamos desprezar as variagdes de segunda
ordem, isto ¢, as variagdes que os pequenos volumes AV, AV e AV sofrem com a
variagio de pressio. Entdo, da Figura 9.24 podemos escrever:

AV, = AV, — AV, = variagio do volume V, | (9.59)

em que a convengao de sinais é a comum, o que entra ¢ positivo, o que sai ¢ negativo
e AV ¢ negativo se o movimento do émbolo aumenta o volume de controle.

Agora, usando o resultado da (9.58), em que AV ¢ a variagao de V, entdo a

(9.59) fica:
Ve
AV, = ANy = AV, -2 AP (9.60)

Dividindo a equagio 9.60 por A¢ obtemos:
M _No AV | Ve AP (9.61)
At At At B At

Fazendo o limite Az — 0 obtemos da defini¢ao de derivada que resulta na
equagio diferencial:

dv,, V. dP
— = + &
Q-Q, o Bt (9.62)

mv

Observe, através da Figura 9.24, que a derivada ¢ igual a derivada do

volume de controle.

Generalizando a (9.62) para mais de uma entrada e mais de uma saida, obtemos
uma equagao importante para a modelagem de sistemas hidrdulicos.

n ' av,, V,dP
E(Qn)k_é(Qout)j: & B (9.63)

em que 7 ¢ a quantidade de entradas e 7, a quantidade de saidas.

Uma andlise desta equagio nos diz que ela ¢ a Lei da Conservagao da Massa
combinada com a fung¢do de estado da massa especifica, p = f{P), considerando a
temperatura constante.

Concluindo, da lista de sete expressoes (equagdes e relagdes) mencionadas no
inicio, chegamos a #és: os modelos para os orificios dados pelas (9.55) € (9.56) e a
equagio de balango dada pela (9.63).
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b) Vazao de Bombas e Motores

A vazao tedrica de uma bomba ou motor é decorrente da definigao do deslo-
camento, ou seja:

Q,=Dw (9.64)
em que:
Q, £ vazio tedrica (ideal, perdas nulas);

D £ deslocamento (unidade: volume/rad);

O = rotagio (rad/seg).

A vazio real que sai da bomba @, ¢ a vazao teérica menos a vazao das perdas

Q?b, isto é:
Qp =0 - Qpb (9.65)

Para o caso do motor, a vazao total real Qm que o motor recebe na sua entrada
¢ igual 2 vazio tedrica mais a vazdo das perdas Q, , isto ¢

Qrm = Qh + me (966)

Ambas as vazoes de perdas, Q?z; e me, ocorrem em decorréncia de atritos,
vazamentos internos, etc.

¢) Torque de Motores e Bombas

Suponha uma mdquina ideal (sem perdas) que converte energia fluidica em
mecinica, (ou o inverso), Figura 9.25. Os dutos das se¢des de entrada e saida tém
dreas A , € AZ, respectivamente.

A, Ax, = volume

que entra Trabalho
A, Ax, = volume mecanico

que sai

P,A A P,A, A
e Qualquer maquina 272 8%,
— N
de deslocamento
Entrada Saida

Figura 9.25 Esquema geral do fluxo de trabalho em uma maquina de deslocamento.

Em um intervalo de tempo A¢, o volume de fluido A, Ax, entra na mdquina e
o volume A4, Ax, sai, em que Ax, e Ax, s3o as dimensoes dos respectivos volumes nas
direcoes axiais.
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Para fluidos incompressiveis (a parcela em razao da compressibilidade estd sendo
desprezada), os valores A, Ax, e A, Ax, sdo iguais (4, Ax, = A, Ax,= AV).

O pequeno volume (AV) que passa através da mdquina realiza trabalho meci-
nico AW que deve ser igual 2 diferenga entre o “trabalho de fluxo” colocado dentro
do sistema na entrada e o “trabalho de fluxo” retirado do sistema na saida, entio:

P, A Ax —P, A, Ax, =(P,— R,)AV = AW (9.67)

em que P, e P, sdo pressoes estdticas na entrada e na saida, respectivamente.

Observe na (9.67) que PA é forga e que Ax ¢ deslocamento. O produto escalar
de for¢a e deslocamento € trabalho, mas nao hd necessidade de tratamento vetorial
porque forca e deslocamento tém a mesma diregao.

Agora, lembrando que trabalho mecénico ¢ o produto do momento multi-
plicado pelo deslocamento angular, ento o trabalho mecénico realizado no intervalo
de tempo At é:

torque \ (variagio
Aw =| T =T, A6 (9.68)
tedrico |\ do dngulo

em que A@ ¢ a variagdo angular do eixo da mdquina, no intervalo Az.

Com base na defini¢ao do deslocamento D podemos calcular AV isto é:
ANV =DA6, 9.69)
Assim, substituindo (9.69) em (9.67) e combinando com (9.68) vem:
(P.—P,)DAG, =T, 46, (9.70)

que resulta:

T,=DAP (9.71)

E evidente que (9.71) exprime o torque tedrico. Se queremos uma expressao
para o torque aplicado ao eixo da bomba, 7', entdo:

T T 4 torque em razio
o das perdas 9.72)

Para o caso do motor, o torque fornecido pelo eixo do motor T serd:

das perdas ©.73)

torque em mzzioj|

Tem =Tth_|:

396



9.2.3 — ExempLo N2 4: TANQUE PRESSURIZADO COM

VALvuLA, ORIFicios E PisTAo

a) Proposigao
. _ A X . .
Determinar a fun¢io de transferéncia Y(S) para o sistema da Figura 9.26 ¢

fazer o esbogo do gréfico da resposta em freqiiéncia.

X
g % Carretel
e Patm

Orificio 2

m

X
L+ QP
PO

Figura 9.26 Caixa-tanque com valvula, orificios e pistao.

b) Resolugao
Na Figura 9.26 vemos que aplicaremos duas leis: a Lei da Conservagao da Massa

ao tanque e Lei de Newton ao pistao.
O sistema tem orificios cujas relagdes sao nio-lineares entre vazio e pressio,

portanto, para obter a fun¢ao de transferéncia pedida usaremos andlise de perturbagao
em torno do ponto de operagio.
Quanto ao grifico da resposta em freqiiéncia, serd possivel fazer apenas o seu
esbogo, porque o problema ¢ literal.
Inicialmente definimos a nomenclatura utilizada, considerando as respectivas

unidades e também algumas hipéSteses. Assim:
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X, £ deslocamento do carretel (entrada); tem origem no ponto de operagio, [].
x 2 deslocamento do pistdo (saida); tem origem no ponto de operagao, [r].
Do £ pressao atmosférica, considerada constante, [/4].

.= pressio absoluta que abastece o sistema, considerada constante, [74].

A ~ . .
= pressao absoluta dentro do tanque, considerada uniforme dentro do tanque,

[Pa].

3
~ . . m
vazao que alimenta o tanque, da regido sob p_para p, | — |

>

Q

A - . , ey e .o
Q, = vazdo que sai do tanque através do orificio 2, da regido sob p para a

m3
atmosfera, | — |.

Seg

Q, £ vazio de vazamento do tanque em decorréncia das folgas do carretel, de

m3
P para a atmosfera, | — |.

Seg

A A -
Q , = vazao de vazamento do tanque em decorrénca das folgas do pistao, de p

3
m
para a atmosfera, | — |.

seg

A . .. . .
K = coeficiente de elasticidade da mola acoplada ao pistao, considerado cons-

&
tante, | — |.
m

m = massa do pistao, considerada rigida, [kg].

A = 4rea da secdo transversal do pistao, [#7].

F £ forca resultante da pressao p sobre a drea 4 do pistdo, [V].
F = forca da mola sobre o pistao, [/V].

A . . .o
F = forga de atrito viscoso sobre o pistao, [/V].
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H1:
H2:
H3:

H4:
H5:
Heo:
H7:
HS:

A . . . . . .
B= coeficiente de atrito viscoso, considerado constante. Relaciona linearmente

nam)

a forca F coma velocidade do pistao X, [
m

ﬁeq £ Bullk Modulus equivalente, considerado constante, [/].

2

A . m
C ., = constante do orificio do carretel, em que ocorre QJ, — |
seg N
2 d fi —mz
C . = constante do orificio 2, em que ocorre .
62 g 2 seg+/N

A . .
A, = drea do orificio 2, em que ocorre Q,, [m].

A . L1 . oA L1 .
K e K = coeficientes fluidicos (inverso das resisténcias flufdicas) relativos aos

5
vazamentos QVI e QM respectivamente,

N.seg |
d £ didmetro do carretel, [71].

V. £ volume inicial de éleo no tanque, [72’].

Além das hipdteses jé mencionadas, vamos acrescentar as seguintes:

Coeficientes fluidicos K, e K , sdo constantes.
As variagbes de temperatura no sistema sao despreziveis.

N3o hd evaporagio do Sleo na temperatura e nas pressoes a que o sistema estd
submetido.

Os escoamentos de vazamentos Q e Q , estdo em regime laminar.
Os escoamentos das vazdes Q, e Q,estdo em regime turbulento.

A inertincia do fluido é desprezivel.

A forca do atrito seco sobre o pistao é desprezivel.

A mola ¢ pura e linear, ou seja, ndo hd perda de energia e nao possui massa.

Agora, aplicando a Lei da Conservagio da Massa combinada com a fungio de

estado da massa especifica, equagio 9.63, escrevemos:
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.dp

a, v,
sz _onut _E"i' ﬁa:] dt

ou

_ _Ax + Y dp
Ql (Q2+QV1+QVZ)_A-XO+Beq dt

A Lei de Newton aplicada ao pistao resulta:

ZFszO

ou

F +F+F =mX,

Obtendo as relagoes ligadas 2 Lei de Conservagao da Massa, vem:

Q=Cqmd. X /Ps— P

em que td_x, é a drea de abertura do carretel, supondo orificio retangular.

Q, =Cs, Ao, A P~ Pam
Qvl = Kvl'( p- patm)
QVZ = KVZ'( p- patm)

Para as relagoes ligadas a Lei de Newton temos:

F =(P— Pum)-A
F,=-K X,
F,=-BX,

(9.74)

(9.75)

(9.76)

(9.77)

(9.78)

9.79)
(9.80)

(9.81)

(9.82)
(9.83)
(9.84)

Em decorréncia dos escoamentos em regime turbulento na vélvula e no orificio
2, as equagdes 9.78 € 9.79 sdo nao-lineares, portanto, aplicaremos andlise de pertur-

bagao em torno de um ponto de operagio. Assim, definindo:

Qlé Q10+Q1p
Qzé Q20+Q2p

X=Xt X
P2 p,+p,
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em que o {ndice “o” significa o valor da grandeza no ponto de opera¢io e o indice

«,»

p”, o valor de perturbagio da respectiva grandeza ao redor do ponto de operagio.

Avazio Q, depende de duas grandezas: x, e p. Assim, aplicando a Série de Taylor
truncada (vide equagdo A.38 do Apéndice A) para a sua linearizacao, obtemos:

0Q 0Q
Q=Qu+ 22 (% %)+ 22 (p-p, 9.85
1= Qo+ (% =%o) b (P-p,) 9.85)
Xo %o
ou
dQ dQ
Q — OE_l — X —I——l . — M 986
- QuES (% =%o) R (P-p,) (9.86)
Xo Xo
que resulta:
_9Q 9Q
Qs = X |p, o ap |p, P 0.87)
Xo Xo
Logo:
Q:Lp = Clx'xip _Clp'pp (988)

em que os coeficientes C, e C sdo positivos, isto é:
Ix 1p
C, = Cg, nd -
1x = Y61 ¢V Ps =P

Cerm dc Xio
" 2p-p,

Para linearizar Q,, aplicamos Taylor 4 (9.79), entdo:

Cl

1>

Q=+ " 9.89)
Logo:
Qep =Cyp P, (9.90)
em que o coeficiente Cz,, ¢ positivo, isto é:
C,,2 Cez Aoz

P 2\/ Po — Pam

Em termos das varidveis de perturbagdo, as vazdes de vazamentos e as forgas

F,FeF ficam:

401



Qvlo + Qvlp = Kvl( P, + pp - palm) (991)

Q2o +Quzp = Koo (Po + Py = P (9.92)
Fio+ Fp =(Po + Py = Pam ) A 9.93)
Foo + gy = =K (%0 +%35) (9.94)
Fio +Fp =—B(%) (9.95)

em que o indice “o” significa o valor da grandeza no ponto de operagio e o indice

«,»

‘p”, o valor de perturba¢io da respectiva grandeza ao redor do ponto de operagao.
No ponto de operagao sabemos que todas as grandezas de perturbag¢ao sao nulas

e também a velocidade e a aceleragio de m, ou seja: X, = X, =0. Entao, das equa-
¢oes de 9.91 a 9.95 obtemos:

Quio = Ki1 (P = Pam) (9.96)
Qup =Ky Py (9.97)
Quzo = Kiz (Po = Pam) (9.98)
Q.p =Ky Py (9.99)

Fro = AP = Pam) (9.100)
F.=Ap, (9.101)

F, =—-K X, (9.102)

Fo =KXy (9.103)
F,=0 (9.104)
Fp=-B%, (9.105)

Agora, escrevendo as equagoes das Leis, (9.75) ¢ (9.77), considerando as parcelas
do ponto de opera¢do e de perturbagio vem:

Vv, dp,
Qlo+Q1p_Q20_Q2p_Qvlo_Qv1p _QVZO_QVZp =AX0 +ﬂ_T (9106)
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FotF,+Fy+Fy+Fo+F,=mX, (9.107)

Como no equilibrio (ponto de operagio) as varidveis de perturbagio sao nulas,

entio, das (9.106) e (9.107) obtemos:
Qlo - QZo - Qvlo - QvZo =0 (9108)
F,+F,+F,=0 (9.109)

As equagbes (9.108) e (9.109) jd eram conceitualmente esperadas, pois, no
equilibrio, a vazao que entra ¢ igual a que sai, a pressao do tanque nao varia e as
forgas sobre o émbolo se equilibram, resultando em velocidade e aceleragao nulas.

Voltando 4 modelagem, subtraindo (9.108) da (9.1006) e (9.109) da (9.107),
obtemos as equagdes em termos das varidveis de perturbagio, ou seja:
Vv, dp,

Qi —Q,p —Quip —Quap = AXpy + ———— (9.110)
1p p 1p p P Beq dt
Fo+Fy +Fp =mX, (9.111)

Substituindo as relagdes nas (9.110) e (9.111), ou seja, as equagdes 9.88, 9.90,
9.97,9.99, 9.101, 9.103 € 9.105 nas 9.110 ¢ 9.111, obtemos:

.V, dp
Clx )gp _Clp pp _C2p pp - Kvl pp - Kv2 pp = AXop +ﬁ7d7tp (9112)
eq

App_Konp_onpszop (9113)

Como as condigdes iniciais s3o nulas, aplicando Laplace e organizando em
forma de matriz, vem:

\V/
—+s+C, +C, +K , +K As P C,. X
PR (2 o] oo

2 °
-A ms” + Bs+ K|
Aplicando Cramer para determinarmos X, resulta:

AClx Xip
Xop = v (9.115)
[ Ls+C,, +C,, + Ky + K, j.(ms2 +Bs+K, )+ A’s

eq
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Logo:
X K

% (s)=— > (9.116)
Xip 8,8 +a,8" +a,;s+1
em que:
a AC,, a1
KT K (Cyy+Cyp + Ky 1 K,p) B
a2 Vim _
Ks (Clp+C2p+Kvl+Kv2)ﬁeq ’
A 1 V. B
Y —+m\C, +C, +K ,+K_]I;
a2 Ks(Clp+C2p+Kvl+Kv2)[ﬁeq ( P ® " VZ)}
a= 1 Vi KS+B(C1p+C2p+KV1+KV2)+A2 -
Ks (C1p+C2p+Kvl+Kv2) ﬁeq

Neste ponto podemos verificar as unidades dos pardmetros da fun¢o de trans-
feréncia, equagio 9.116.

O ganho K deve ter a dimensdo: (unidade de saida)/(unidade da entrada).

Como neste caso temos (metro/metro), entio K deve ser adimensional. Assim, verifi-
cando K:

> m?
m—— 4
[K] = Sesg = ﬂ4 = adimensional .. verificado.
ﬁ m m
m N.seg

O coeficiente a, deve ter dimensao [seg’], entdo, verificando:

m® .k m’.k .
[a;]= N 9 N = < ris =seg® .. verificado,
mN.segm®  seg® seg

O coeficiente a, deve ter dimensio [seg’], entdo, verificando:
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mg(N.seg) N
m ), Nseg® m

[an]=
% N N m  N.seg
m N.seg m

2 . verificado,

:%[m4.seg+seg.m4]: seg

O coeficiente «, deve ter dimensao [seg], entao:
m?| —

1 m ), N.seg m

[al]EanNfeg (N) NSy

+mt|=

m2

S 4 4 4 .
=—[mtemtemt|=seg - verificado.

Portanto, a verificagao das unidades dos parimetros estd satisfeita.

A dltima tarefa deste exemplo ¢é fazer o esbogo do gréfico da resposta em
freqiiéncia.

O denominador da fungio de transferéncia ¢ de terceira ordem. Isto significa
que podemos fatord-lo em um sistema de primeira e um de segunda ordem, podendo
o sistema de segunda ordem ser subamortecido, criticamente amortecido e superamor-
tecido. No caso de o sistema de segunda ordem ser criticamente amortecido ou
superamortecido, equivaleria dizer que o denominador seria fatorado em trés sistemas
de primeira ordem.

A fungdo de transferéncia em termos de um sistema de primeira ordem e de
segunda ordem fica:

X
()= K . 9.117)
" [TS+1].|:SZ+CS+1:|
o o,

em que os parimetros T, @ e § seriam determinados em fungdo dos valores de «,, 4,
ea,

Para elaborar o esbogo do grifico da resposta em freqiiéncia suporemos que o
sistema de segunda ordem seja subamortecido, com o valor de { entre 0,4 € 0,5.
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Desta forma, iniciando o procedimento para elaboragio da resposta em fre-
qiiéncia, vamos dividir a fungio de transferéncia em 3 fungdes: Ganho, Sistema de
1% ordem (denominador) e Sistema de 2¢ ordem (denominador). Estudando cada
uma destas fung¢oes temos:

Fungio #1 — Ganho:
O ganho ¢ calculado na escalada de db.

A =20logK =K, (9.118)

db

O griéfico da relagao de amplitude, A ¢ uma linha horizontal ¢ o da fase ¢ ¢

sempre 0°.

Fungao #2 — Sistema de 14 ordem:

A

relacao de amplitude —2 do sistema de 14 ordem no denominador tem uma
A relagao d plitud d t de 14 ord d dor t

assintota com inclinagao negativa de 20 db/década a partir da freqiiéncia de corte
[ 1 LA
que éigual a =. A sua fase ¢ comeca em zero e tende para —90° quando as freqiiéncias
T

sao altas.

1 . H . . .
Em torno de = existem correcoes negativas, conforme ilustram as Figuras 9.27
T

e 9.28.

Fungao #3 — Sistema de 2 ordem:

A

A relagao de amplitude—> do sistema de 2 ordem no denominador tem uma

assintota com inclinagao negativa de 40 db/década a partir da freqiiéncia natural @,

(freqiiéncia de corte). A sua fase ¢ comega em zero, passa por —90° quando atinge
a freqiiéncia natural e tende para —180° para freqiiéncias altas.

Em torno de 0} existem corregoes positivas, conforme ilustram as Figuras 9.27
e 9.28.
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A
Ke —40 db/década
-60 db/década
»
, 1 [O)
oA T
»
, 1 [0}
T
900 f e DN
GO0 | SN
_2700 b T———

1
Figura 9.27 Esbogo do grafico da resposta em freqiiéncia do sistema quando @, <—.
T

A,

—2 A
A
Ky e -2 -..__—20 db/década
—60 db/década
1 ®, >0)
ha T
1 , ‘©
T
000 I
800 e
DT 00 e T

1
Figura 9.28 Esbogo do gréafico da resposta em freqiiéncia do sistema quando @, >—.
T
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Com as informagoes das fungdes #1, #2 e #3 ¢ possivel esbogar o grafico.

Por se tratar de um problema literal, torna-se interessante tracar dois grdficos
para representar o comportamento do sistema. A Figura 9.27 apresenta o esbogo

1
para @, < = e a Figura 9.28 quando @, > }
T T

9.2.4 — ExempLo N2 5: ANALISE DE UM SISTEMA com BomBa
CONTROLADA E coM MOTOR

a) Introdugao

A combinagio simplificada de bomba e motor hidrdulico da Figura 9.18 nao
¢ vidvel na prdtica por conta principalmente de dois fatores. O primeiro ¢ a impossi-
bilidade de operar um sistema hidrdulico sem nenhum vazamento. Mesmo iniciando
as operagdes com o sistema cheio de éleo, depois de algum tempo ele passard a ficar
parcialmente vazio. O segundo ocorre quando a bomba ¢ solicitada para acelerar
rapidamente a carga. Nesta condi¢io a pressao na tubulagio de suc¢io da bomba
pode cair a niveis muito baixos, causando cavitagao, grande ruido e desgaste. Para
suplantar estas dificuldades, os sistemas préticos normalmente incluem um esquema
de reposicao, conforme mostra a Figura 9.29.

Linha de presséo p,

Valvula
de alivio

Valvula de
retencéo

T

Bomba de

de deslo-
camento

de deslo-
camento

variavel ¢ ~
Relagao de
Valvula de transmissao:
retencéo 0
n=—
| | Reservatorio 0
L

Linha de presséo p,

Figura 9.29 Esquema mais realista de um sistema controlado por bombas.

O sistema da Figura 9.29 possui dois tipos de vélvulas: de alivio e de reten¢ao
comum. As vezes a vélvula de alfvio é também chamada de vélvula de seguranga, porque
ela se abre quando a pressao na sua entrada atinge valores préximos do preestabelecido
e ajustado para a vdlvula. O segundo tipo, a vdlvula de retengdao comum, ¢ unidi-
recional, pois permite vazao em uma s6 direcao.
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No circuito da Figura 9.29, a pequena bomba de reposi¢io trabalha o tempo
todo e mantém o sistema com uma pressao minima, estabelecida pela regulagem da
vdlvula de alivio. Se a pressio em qualquer uma das linhas for menor que o valor da
pressao regulada pela vdlvula de alivio, a vdlvula de retengao do trecho correspondente
se abre para que o fluido de reposicao entre naquela respectiva linha. Considerando
que as vélvulas de reten¢ao nao permitem vazio no sentido inverso, a bomba de
deslocamento varidvel pode desenvolver qualquer valor de pressio necessdria para
acionar o motor e a carga.

b) Proposi¢ao
Para o sistema da Figura 9.29, determine a fun¢ao de transferéncia considerando
como saida a rotagao do motor (Gm) e como entrada o 4ngulo de alavanca (8,) que

controla o deslocamento da bomba.

¢) Resolugao
Iniciamos a modelagem declarando as seguintes hipéteses:

H1: As variagbes de temperatura no sistema sao despreziveis.

H2: Nao hd evaporagio do 6leo na temperatura e nas pressoes a que o sistema estd
submetido.

H3: Sao laminares os escoamentos dos vazamentos internos da bomba e do motor,
da regido de alta para baixa pressao.

H4: A inertincia do fluido ¢ desprezivel.
H5: As vazdes dos drenos' da bomba e do motor sao despreziveis.
H6: As forgas de atrito seco sio despreziveis.

H7: O amortecedor linear de coeficiente B . ¢ 0 iinico amortecimento viscoso consi-

derdvel no sistema, todos os demais sao despreziveis.

H8: Todas as partes e pegas do sistema s3o rigidas, inclusive os dentes das engre-
nagens.

H9: Nao existe nenhuma folga entre os dentes das engrenagens.
HI0: As inércias J e J, correspondem as inércias totais relativas a cada respectivo
eixo, do motor e da carga.

A bomba do circuito da Figura 9.29 tem deslocamento varidvel e ¢ controlado
pelo angulo da alavanca 6. Considerando que a relagdo entre o deslocamento e o
angulo seja linear, entao:

D, =D,..6 (9.119)

1. Drenos sdo vazamentos internos que vao diretamente para o reservatério de 6leo.
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em que:

Dbé descolamento da bomba, fun¢io de 0;

A .
D, e = deslocamento mdximo da bomba;

0, 2 fracio decimal do curso (1,0 < 0 <1,0).

Ainda para a bomba, a sua vazao ideal e a de vazamento interno sio:

Q,=®,D,.6, (9.120)

Qp=Ky(p,—pp) (9.121)
em que:

Q, = vazdo ideal (sem perdas) da bomba; é considerada positiva no sentido
de p, para py;

w, = rotacdo da bomba (considerada constante);

Qp = Vazio de vazamento da bomba; é considerada positiva no sentido de p,
para [;

Ky £ coeficiente de vazamento da bomba; a constante Ky, ¢ em geral deter-

minada experimentalmente.

(p,— p,) = diferenca entre as pressoes das linhas; para 6, >0, p, ¢ a pressio

na saida da bomba.

As vazdes para o motor de deslocamento fixo sdo:
Qim = wm Dm (9122)
Qi = Kim (P2 = P1) 9.123)

em que:

A . , . .. .
Q.= vazio ideal (sem perdas) do motor; é considerada positiva no sentido
de p, para p;

@, % 6,, % rotagio angular d :
w= 0, = rotagao angular do motor;

A .

D,,= deslocamento do motor (considerado constante);

A .
KVm = coeficiente de vazamento do motor, constante.
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Bombas e motores usados em sistemas deste tipo sdo comumente mdquinas
rotativas multicilindricas que produzem vazoes com pequenos pulsos. Estas pequenas
pulsages estio sendo desprezadas e por esta razio obtivemos as equagoes 9.120 e
9.122.

Do estudo de sistema dindmico equivalente (se¢o 9.1.3, item b) podemos
escrever:

1
Jo=dnt| S 0 (9.124)
B, = n—12 B, (9.125)

em que:

AL, . . . .
J.= inércia equivalente do motor e carga, referida ao eixo do motor;

A . . . .
J,,= inércia total das massas girantes acopladas ao eixo do motor;

J

),

NP . .
= inércia total das massas girantes acopladas ao eixo da carga;

—

A A A ~
= 0, = rotagao angular da carga;

-

=—1=—"= relacdo de transmissio;

2 On 6, _ O a
9L 9L a)L

n

B

A . . . . .
. = coeficiente de amortecimento equivalente, referido ao eixo do motor;

A . . .
B, = coeficiente do amortecedor torcional linear da carga, constante.

As linhas hidrdulicas que conectam a bomba e o0 motor sdo consideradas curtas,
tal que as quedas de pressao em decorréncia do atrito e inércia do fluido sao despre-
ziveis, portanto, podemos considerar que os comprimentos inteiros das linhas estao,
respectivamente, sob as pressoes p, € p..

Quando a bomba estd trabalhando em uma diregao, a linha com alta pressao
(p, na Figura 9.29) atinge o valor necessdrio para mover a carga.

Alinha de baixa pressao (p, na Figura 9.29) praticamente se mantém na pressao
bésica, mantida pela bomba de reposicao. Esta pressao p, serd considerada constante.
Esta hipétese nao elimina a possibilidade de reversao da bomba; pressées p, e p, sao
notagoes intercambidveis, dependendo do sentido da vazao.

A anilise envolve basicamente duas equagdes. A primeira ¢ o balango de massa
e a segunda, a Lei de Newton, aplicada ao eixo do motor.
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Considerando o balan¢o de massa, a vazio que aciona o motor ¢ aquela produ-
zida pela bomba menos os vazamentos e a parcela em decorréncia da compressi-

bilidade.

Assim, aplicando a Lei da Conservagao da Massa combinada com a fungao de
estado da massa especifica, equagdo 9.63, na linha sob pressao p,, obtemos:

:!d(pZ_pl)

@, Doy 0, — Koy (P, = P) = Ky (P, — P) — D0, 5

(9.1206)

em que:

A T ~
V = volume inicial do éleo sob a pressio p ;

B = Bulk Modulus.

Lembrando que o torque ideal do motor ¢ o deslocamento multiplicado pela
diferenga de pressao (equagao 9.71), a Lei de Newton aplicada ao eixo motor resulta:

2
Dm(pz—pl)—Bedd%:Jedd% (9.127)
Notamos que nas equagoes 9.126 e 9.127 as pressdes aparecem como (p, —
2,)» 0 que nos permite definir uma varidvel p como sendo p=(p, — p, ). Isto produz
um conjunto de duas equagoes com duas incégnitas p e @ .

Realizando a Transformada de Laplace na equagao 9.126 € 9.127, considerando
condigbes iniciais iguais a zero, resulta:

KwP(s)+ KVmP(s)+[%]sP(s)+ D, 2, (8)=w,D,0,(S) (9.128)

D,P(s)-B.2,(s)=J.52,(s) (9.129)

Podemos resolver o sistema para qualquer uma das varidveis (s) ou £2 (s). Neste
caso, a nossa aten¢ao estd voltada para 2 (), portanto, da equagio 9.129 temos:

J B
=| == e .130
P(s) [D S+ 5 }.Qm(s) (9.130)

m m

Substituindo na equagio 9.128 vem:

\% J B
DQO(S)+|:KVb + Ky +ES:| |: De S+ D—e:| Q. (S) =w,D,,0, (S) (9.131)

m m
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Reescrevendo a equagdo 9.131 obtemos:

[VJE g +[i(K\,b + Ky )+ VE, ]s+ (Ko * K ) B+ Drz”]Qm(s):(wDDm)@a(s)

(9.132)
Logo:
%(S): s ;gs
a 72+7+1 (9133)
wﬂ a)n
em que:
K2 BOmOn & ko [(rad/seg)/(% do curso)]
= = n 5 ;
(KVb+KVm)Be+D§] ga (0} ra SCg 0 dO curso

= freqiiéncia natural n3o-amortecida,

n

A\/ﬁ[(KW+KVm)Be+D;] .
w =
VI,

[rad/seg];

B+ L2 (K +Ke)

A A .
f= = fator de amortecimento.

2\/ﬁv‘]e[Be(K\,b +Kyp)+ D3 |

d) Discussao do modelo examinando as expressoes dos coeficientes: K, e ¢

Observando a defini¢io do ganho, se os vazamentos forem nulos, entio K =
oD /D .lsto coincide com a intuig3o, pois, se D =D e =1,0,0motor rodard
na mesma velocidade da bomba.

Altos valores de K (desejdveis em sistemas de controle) s2o obtidos por inter-
médio de altos valores de @, e/ou D e com pequenos valores para os vazamentos
e B. A variagao do ganho em fungao de D passa por um mdximo (vide estudo
semelhante feito paraa equagdo 3.221), portanto, a sensibilidade do ganho em fun¢ao
de D depende de valores numéricos.

Altos valores da freqiiéncia natural nao-amortecida @, (também desejdveis em
sistemas de controle) sdo obtidos por meio de altos valores de B e D e pequenos

413



valores de Ve I Valores altos de vazamento e do coeficiente B aumentam @ , mas
com prejuizo do K e desperdicio de energia.

O fator de amortecimento { ndo pode ser nem muito pequeno nem muito
grande, ou seja, valores entre 0,5 e 0,7 sio sempre desejdveis. Note que, se B, for
nulo, ainda existird amortecimento, e isto se deve aos vazamentos relativos aos
coeficientes K, e K, . Algumas vezes um vazamento intencional (por meio de uma
vélvula de agulha) é colocado entre a entrada e saida das mdquinas para ajustar o
fator de amortecimento de uma forma bastante simples e barata. Entretanto, esta
solugdo pode tornar-se dispendiosa em razao da perda de energia na vélvula de agulha.
Outro inconveniente desta solu¢do é que o vazamento diminui o ganho e reduz a
rigidez as cargas de distdrbio (torques externos imprevistos que atuam no sistema).

9.2.5 — ExempLo N° 6: MobeELAGEM DiNAMICA DE UM CILINDRO
HibrAULICO CONTROLADO POR VALVULA

a) Proposigao

A Figura 9.30 ilustra um sistema composto por um cilindro hidrdulico contro-
lado por uma vélvula. O objetivo da modelagem ¢ obter a fun¢ao de transferéncia
considerando como entrada o deslocamento do carretel x,, e como safda o deslo-
camento do pistao x,,.

O sistema com esta configuragao, composto da massa M e do atrito viscoso B,
representa muitas situagoes praticas.

b) Resolug¢ao

Inicialmente consideramos as seguintes hipéteses:

H1: As varia¢bes de temperatura no sistema sio despreziveis.

H2: Naio hd evaporagio do éleo na temperatura e nas pressoes a que o sistema estd
submetido.

H3: A inertincia do fluido ¢ desprezivel.
H4: As forgas de atrito seco sdo despreziveis.

H5: O amortecedor linear de coeficiente B é o tinico amortecimento viscoso
considerdvel no sistema, todos os demais sao despreziveis.

H6: Todas as partes e pecas do sistema sao rigidas.
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A, = Area efetiva do pistao

Figura 9.30 Esquema de um cilindro comandado por vélvula.

As varidveis e pardmetros da Figura 9.30, incluindo mais algumas hipdteses

A
x, = deslocamento do carretel da vilvula;
A I
x, = deslocamento do pistao;
A - . . . .
P = pressio manométrica que alimenta o sistema, considerada constante;
A _ L, .
P,= pressao manométrica de retorno, considerada constante;

A ~ . A o1e .
P, = pressao manométrica na cimara do lado esquerdo do cilindro, considerada
uniforme;

A _ L. . .. . .
P, = pressao manométrica na cimara do lado direito do cilindro, considerada
uniforme;
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A, . . , . .
A = drea efetiva de trabalho do pistao; é a 4rea do pistao menos a drea da haste;
P
Q, ¢ Q, £ vazdes da regido sob Py para os volumes sob P. e Py, respecti-
vamente;

Q, e Q, = vazdes da regido sob P. e P, respectivamente, para o retorno
sob P.;

M £ massa total acoplada 2 haste do cilindro (inclui a massa do pistao, do
amortecedor, etc.);

B 2 coeficiente de atrito viscoso, considerado amortecedor linear.

Em situa¢do de trabalho, o nivel da for¢a e, conseqiientemente, o diferencial
de pressao (P, — P,) podem causar vazamento de um lado para o outro do atuador.
A Figura 9.30 mostra a folga entre pistao e cilindro através da qual o vazamento
pode fluir. Como normalmente esta folga ¢ pequena, consideramos a vazio de
vazamento no regime laminar. Assim:

Q =C A(R-R) (9.134)
ou

QLZKL(PE_PD) (9.135)

em que:

vazao de vazamento entre as cimaras (considerada positiva de P para P, );

Q.
C,

coeficiente da vazao laminar para o vazamento;

] )
drea efetiva onde ocorre o vazamento;

>

K. = C. A 2 coeficiente de vazamento do pistao.

Para a modelagem serd considerada como condigdo inicial a posi¢ao do pistao
no centro do cilindro, portanto, o volume da esquerda do cilindro ¢ igual ao volume
da direita, ambos designados V.

A condigdo inicial para a vdlvula é o carretel estar na posi¢ao neutra (x, = 0).
Mesmo quando a vélvula estd na sua posi¢ao neutra, a drea de vazao nao é em geral
zero. Isto ocorre porque os carretéis e os assentos nao podem ser fabricados com
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cantos vivos perfeitos. As vélvulas reais sao do tipo centro aberto (underlapped), centro
critico ou centro fechado (overlapped), Figura 9.31.

Centro aberto Centro fechado

|

v
\
3
.

2 A7)

(IR
H
U
L
|

l =z

X «— Underlap — Overlap

u

Figura 9.31 Valvulas de centro aberto e centro fechado.

As vilvulas do tipo centro fechado tém uma “zona morta” que é indesejdvel em
controle e, por esta razao, as vdlvulas de centro aberto sao preferidas em certas
aplicagoes. Nesta modelagem a vilvula considerada ¢ a do tipo centro aberto, com
orificios iguais e simétricos, o que significa que os coeficientes dos quatro orificios
sdo idénticos, que denominamos de K. Nestas condi¢oes, com a védlvula de centro
aberto na sua posigao neutra, as pressdes dos cilindros P, e P, tornam-se idénticas,
iguais 2 metade da pressao P. Isto ocorre pelo fato de a vazao que entra na cdmara
do cilindro esquerdo, por exemplo, ser proporcional a (P.—P,)"* e a vazao que sai
desta cAmara ser proporcional a (2,—P,)""*. Como na prdtica a pressao de retorno é
desprezivel, P, = 0, entao:

Ky X, «Ps =P =K, x,+/P: — B (9.136)

em que x, € a abertura do orificio da vélvula quando x,, = 0.
Logo:
R

p.=—S
== (9.137)

Conforme foi dito, considerando orificios iguais e simétricos, a mesma relagao
ocorrerd na cimara da direita para P, isto é:

B== (9.138)

A condigdo assim descrita serd tomada como sendo o ponto de operagio, e a
andlise de perturbagio serd desenvolvida ao redor deste ponto. Note que no ponto
- . - L
de operagao Q, é zero porque as pressdes P, e P sao iguais.
Agora, variando a entrada do sistema, vamos supor que o carretel da vdlvula
seja movido a pequena distincia x|, para a direita, a partir da sua posi¢ao neutra, tal
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que x,, seja menor que x (x, < x ). Apesar de esta andlise estar restrita a movimentos
do carretel menores que x , indicando uma limitagao da modelagem, ainda podemos
obter muitas informacoes do sistema.

Se o carretel se move conforme descrito, a vazao Q, que entra na cimara esquer-
da do cilindro aumenta, enquanto a vazao Q, que sai desta cimara diminui. O oposto
ocorre com a cAmara da direita. Portanto, hd um saldo positivo de vazao que entra
na cAmara esquerda e esta moverd o pistdo para a direita.

O saldo de vazao Q,,, produzido pela vilvula, que entra na cimara esquerda

¢ dado por:

Qe=0Q,-Q, (9.139)
ou
Q/E=|:Kv(Xu+)§/)\/PS_PE:|_|:KV(Xu_)Q/)\/PE_PR:I (9-140)
Considerando o valor de P, desprezivel, entio:
Qe =Ky (% +% )P =B =K, (%, =% )JPe (9.141)
Linearizando a equagao 9.141 ao redor do ponto de equilibrio P. = % ex, =
0, sendo:

Q,g, £ valor de Qe no ponto de operagao (que ¢ igual a zero); e

Q/Epé valor de perturbagao de Q. ao redor Q.

Entao:

IQe
X,

IQue

=0
Qe =0+ oP.

Xp +

0%
"2

P (9.142)

0P
‘2

em que o subscrito “o” indica o valor da varidvel no ponto de operagio ¢ o subscrito
“p” indica a perturbagdo da respectiva varidvel ao redor do ponto de operagao.

Calculando a primeira derivada obtemos:

a(R/E — — PS PS_ PS
_O.Ps_[KV P - P +KV\/FELZS_KV o K =2K S 143
‘2

ax,
Entdo, definimos o coeficiente C, como sendo:

Qe =2K, /P 2 C
0%, |o.R =
"2
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Para a outra derivada:

IQe
ok

0:?
"2

7 YL
1 P 1 P
=K [R-2 | —ZKx[ =] =
2Vx“(s 2) zvx“(z)

| KSR R (x-x)2R)

0;

KvX,

s

Ento, definimos o coeficiente C, (positivo) como sendo:

aQ/E :_\/E KvXu i—C
oP. 0P JPs P
"2

Substituindo C e CP na (9.142) obtemos:

Q/E = Q/Ep = Cx x/p _CpPEp

Agora, equacionando para a cAmara direita, o saldo de vazio QVD, produzido

pela vdlvula, que entra nesta cAmara é dado por:

Qo=@ -Q,

ou

Qo =[ Ky (%, =% WP =Py | =[ Ky (%, +%,)\/P ~ P |

Linearizando:

0,990

J
Q/D_ a)g/ +&

AREPY=Y

02
"2

Calculando a primeira derivada obtemos:

Dp

s

0;i
2

=2 K, P

Q| _
gy TR R TR
Logo:
d
Dol 2K R =-C,
X, |o.p
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(9.145)

(9.1406)

(9.147)

(9.148)
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Desenvolvendo a outra derivada:

IQp
oPR,

o
‘2

O;P

(9.151)
_ 1 xu(&) Ly &(&)%Z_K 2
2 "M 2 2 7 2 R

)5 R -R)E K ()5 (R

N g

que ¢ igual ao coeficiente C,, ou seja:

9Qup
oP,

1
2K, x,—=—==-C 9.152
O'& \ Xu (_Ps p ( )
"2
Combinando as equagdes 9.148, 9.150 ¢ 9.152 resulta:

Q/D:Q/Dp:_cx x/p_C I:)D

(9.153)
Agora, aplicando a Lei da Conservagio da Massa, combinada com a fungio de
estado da massa especifica, equagio 9.63, aos volumes dos lados esquerdo e direito
do cilindro, obtemos:

dx,, V dR
Q/E0+Q/Ep _QLO_QLp = AD - +__Ep

(9.154)
dt B dt

dx,, Vv dPR
Q/D0+Q/DD+QL0+QLp =_A3 dtp +Ed_'ltj (9155)
em que f3 é o Bulk Modulus.

Como no ponto de operagio Q,,, Q,, e Q, sao nulos, e P, = P, , entao

substituindo (9.135), (9.145) e (9.153) em (9.154) e (9.155) vem:
dx,, V dR
Cxx/p_CpPEp_KLPEp+KLPDpZADW‘FET (9.156)

dx,, Vv dPR
~C X, —C,Pop + K Py =K Py =—A, — 4 ——

at B at (9.157)

Ordenando e fazendo a Transformada de Laplace, considerando as condigoes
iniciais j4 enunciadas, obtemos:
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[Aus] Xo, +[% s+(|<L +Cp)] P, —[K_ ] Py, =C Xy,

[As] X, +[K ] P, —[%S+(KL +Cp)] P, =C Xy

que s3o duas equagdes do modelo.

Agora, aplicando a Lei de Newton & massa M, vem:

AD(PEP— PDp)—BXPp =M %,

ou

[Ms*+Bs|Xp, ~[A]P, +[A]Ry, =0

que ¢ a terceira equagiao do modelo.

(9.158)

(9.159)

(9.160)

(9.161)

Organizando (9.158), (9.159) e (9.161) na forma de matriz, obtemos:

Aplicando Cramer para determinarmos Xp, (S) vem:

i M Xe ] [CXyp ]
As \E/S+ K_+C, -K, " "

\V/ P C.X
As K, —(Es+ K. +C, J = ve

M s’ +Bs -A A P 0

C. Xy \;s+ K.+C, -K,
\Y
C. Xy K, —[ﬁs+ K +C,
0 A A
XPP (S): V
As BS+ K. +C, -K,
\Y
Ass K, - Es+ K. +C,
Ms’ + Bs -A A
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ou

2C, A, D;s+ cp] Xyp
X, (s)= (9.164)
e (3) a,s'+a,s°+a,5° +a,s
em que:
[ 2
a,= M\#]
A V2 Vv
a, = B?+2ME(KL+CP)
2 FMCZ+ZB!(K +C,)+2MC K, +2 A
az_ p ﬁ L p p'tL A:'ﬁ

a, £ [ClB+2K,C,B+2AC, |

\V; N
Dividindo o numerador e o denominador da (9.164) por (5“‘ C, resulta:

[)) i
+2C A

X
%, 97 v
w (M ﬂs3+(Bl3+2MKL+MCp]sz+(ZBKL+BCp+2A§)s]

(9.165)

que resulta:

(2CA)
Xpp

()=

Vo MV , | BV+BM (2K +C,)
s = |s"+ s+1
Hﬂ[2A§+B(2KL+Cp)J {ﬂ[ww(zm%)ﬂ }

(9.166)

[2A2+B(2K +C,)]

Definindo:

e A

; ganho integral (unidade: [1/seg]);
2A:+B(2K_ +C,) i ° °
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B[2A +B(2K +C,)]
" MV

; freqiiéncia natural nao-amortecida, [(rad/seg];

e
Il

BV + M (2K_+C,)

2\/MV/3[2A§+ B(2K_+C,)]

Entdo, substituindo estes parAmetros na (9.166) vem:

; fator de amortecimento.

(=

X K
XP" (s)= T z (9.167)
ve s| =5 +=2s+1
o} w,

que ¢é a fungio de transferéncia pedida.

A equagio 9.167 mostra que a fungdo de transferéncia ¢ um sistema de segunda
ordem combinado com um integrador. A integragao j4 era esperada, pois observando
a Figura 9.30 vemos que se x, for um degrau, x, cresce linearmente (rampa), é claro,
dentro dos limites do sistema.

9.2.6 — ExempLo N°© 7: MopeELAGEM DINAMICA DE UMA BomBA
AUTOCOMPENSADA POR PRESSA0, TiPO PROPORCIONAL

a) Principio de operagao na condi¢ao de regime

A Figura 9.32 mostra um esquema da bomba de palhetas com compensagao
por pressdo, tipo proporcional, para auxiliar a explicagdo do principio de operagio
na condigao de regime. Os componentes que geram vazao sao: o rotor, as palhetas
e o anel. A mola entre a carcaga e 0 anel tem a fungio de aplicar uma forga sobre o anel
com o objetivo de deslocd-lo até uma posi¢ao excéntrica em relagao ao rotor. Com o
giro do rotor, as extremidades das palhetas seguem a excentricidade do anel. Uma
abertura lateral para a entrada de éleo na bomba estd localizada na regiao em que os
volumes entre as palhetas aumentam com o giro do rotor, causando sucgio do dleo
para dentro destes espagos. Continuando com o giro do rotor, estas porgdes de 6leo
sdo transportadas para a abertura lateral da saida e, como nesta regido o volume entre
as palhetas ¢ decrescente, o fluido ¢ forgado a sair da bomba para o circuito.

Para mudar o deslocamento da bomba e, conseqiientemente, a vazio de saida
da bomba, a excentricidade do anel pode ser mudada desde o seu mdximo valor,
correspondendo & mdxima vazao, até a posi¢ao concéntrica que corresponde a vazao
zero. Quando o anel estd concéntrico, os volumes entre as palhetas sao todos iguais,
e isto proporciona vazao nula.
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Pressao ,

P, ;
: Parafuso para
A ajuste da pressao B
F.+F
Mola
Sapata
da mola
R\I < FS
Rotor .
Anel .
....... F,
Ponto O, ~ 7~ TRML0) ) AN
centro
do rotor,
Parafuso
Palhetas da escora
Parafuso para
i ajuste da
vazao maxima
Vazao Qo

Figura 9.32 Esquema da Bomba de palhetas compensada por presséo, tipo proporcional.

A forca da mola que atua sobre o anel determina o valor da pressao mdxima do
sistema. Se a carga externa sobre o sistema hidrdulico aumenta, a bomba percebe
esta mudanga através do aumento da pressio de saida que atua sobre o anel. Em
termos do diagrama de forgas, a Figura 9.32 mostra a for¢a R, resultante das forgas
em decorréncia da pressao do éleo sobre o anel e as forgas de equilibrio F,, F.e F,
A forga R sobre o anel tem as componentes R, ¢ R .

O parafuso de escora ¢ fixo e gera a forga estabilizadora horizontal F,. F ¢ a
forga de pré-carga da mola que mantém o anel na mdxima excentricidade até que a
forga vertical da pressao R se iguala a F. Na regido entre os pontos Be Q (vide a

v . s ax .
curva da presso contra a vazao na Figura 9.32), a bomba opera com o mdximo
deslocamento tedrico, pois o anel nao se move em conseqiiéncia de a forga sobre o
anel R ser menor que a pré-carga da mola F.

Quando a saida ¢ totalmente aberta, a pressao de operagao é quase igual a
pressao atmosférica e o valor da vazao fica préximo de Q . Nesta situagao a forga
R ¢ aproximadamente zero. Partindo da condigdo do ponto de Q , se a saida for
levemente fechada, a pressao aumenta um pouco e isto provoca:
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(i)  diminui¢ao da vazao real pelo aumento do vazamento interno (escoamento da
saida para a entrada, dentro da bomba, através das folgas entre as pegas); e

(ii) afor¢a R assume valor pouco maior.

Continuando a fechar vagarosamente a saida da bomba, o ponto de operagao
mudard lentamente de Q, . até o ponto B, Figura 9.32. Nesta regiao, entre Q e B,
apesar de a bomba operar com o seu deslocamento mdximo, a vazao real nao tem o
valor constante Q por conta do aumento do vazamento interno em fungio da pressao.

Quando a pressao do sistema for maior que P, Figura 9.32, a forga vertical R
serd maior que F. Este fato faz o anel comprimir a mola e mudar para uma posigao
onde a for¢a da mola F,+ F, torna-se igual a R . Nesta regido de operagao, em que
R = F,+ F, o movimento do anel faz a bomba variar o seu deslocamento de tal
forma que a pressdo de saida da bomba venha a permanecer em um valor relativa-
mente constante.

O diagrama de blocos na Figura 9.33 ilustra o principio de operagao da bomba
compensada por pressao e deixa claro que é um sistema com realimentagao.

Vazao real da
_/ bomba (Q)
Pressdo Forca da pressdo Deslocamento Vazao ideal Vazdo que fica Pressédo de
erro sobre o anel do anel da bomba na bomba saida (P,)
Press&o Funcéo que Funcéo que Dinamica da
desejada + relaciona a Dinami relaciona a + camara do
~ indmica . Carga
forca da pressaof—"| —*| vazéo ideal —* volume da [, . 7ar9
= do anel = . hidraulica
— com a pressao e a posicao saida da
erro do anel bomba
f Fungéo que
Vazamentos relaciona a
Pressédo || press&o de ||
de saida saida da
bomba com
0 vazamento

Figura 9.33 Diagrama funcional para a bomba compensada por presséao,
com controle tipo proporcional.
b) Proposi¢ao
Neste exemplo pretendemos atingir alguns objetivos, que sao:
1.  Obter um modelo nao-linear da bomba usando varidveis de perturbagio e
elaborar o diagrama de blocos do respectivo modelo.

2. Partindo do modelo nao-linear, obter um modelo aproximado linear e fazer a
analise de estabilidade.

3.  Estudar o sistema considerando como entrada o disturbio, vazao Q da carga,
e como saida a pressao de saida da bomba P
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c) Modelo dindmico

Quando esta modelagem foi desenvolvida, foram realizadas em paralelo inves-
tigagoes experimentais para fundamentar as consideragoes e hipéteses. Uma seqiiéncia
de fatos e tarefas foram ocorrendo naturalmente, mas, se esquematizados, concre-
tizam o diagrama da Figura 9.33.

O modelo pretendido ¢ nao-linear, por esta razio, usamos o operador “D”,
pois a Transformada de Laplace nao pode ser aplicada.

A aplicagao da Lei de Newton ao anel (Figura 9.34) resulta:
Y (forgasverticais)=M D?%e (9.168)

Y (forgashorizontais)=0 (9.169)
em que:

A . . . .
M = massa das partes méveis que tém movimento na dire¢do vertical.

A ~
e = deslocamento do anel em relagao ao centro do rotor.

Notas:

(1) e = 0 quando o centro do
anel O, coincide com o
centro do rotor O, (Figura 9.32)

(2) x4 € o deslocamento linear
relativo a pressao desejada
para a bomba (P,)

(3) Forga da mola é zero
quandoe=0ex,=0

Figura 9.34 Sistema massa—mola.

As forgas sobre o anel podem ser identificadas como sendo:

Fspé forca da mola;

A . . .
R, € R, = componente vertical e horizontal da forga R, respectivamente, causa-

da pela pressao do 6leo sobre o anel e sobre a base das palhetas (pressoes nas
ranhuras do rotor);

A ~ . ~
F = resultante da forca da pressao que existe na carcaca da bomba (pressao
de dreno) sobre a superficie externa do anel;

F, = forga horizontal do parafuso de apoio;
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F = forgas radiais das palhetas em razio da inércia das palhetas;

F; = forcas tangenciais das palhetas;

F, £ forgas de cisalhamento do 6leo sobre a superficie interna do anel;
F; = forca de atrito seco na direcdo vertical;

A . . . . .
F = forca vertical de atrito viscoso, considerada como sendo proporcional a

velocidade do anel.

A equagio 9.169 mostra que as forgas horizontais estao em equilibrio, entdo,
observando somente as forgas na dire¢io vertical, resulta:

FSP_R/+FPEV+FVRV+FVTV+FS'V+Ff +va :MDZe (9170)

em que Fp " FVR , Fyn e E , S0, respectivamente, as componentes verticais de Fp » FVR,

F_eF.
vl s
Considerando que os efeitos de £, , F,,, F,, ¢ F, sdo despreziveis, a equagao

vRY ~ vTv
9.170 fica:
F,—R +F, +F, =MD% (9.171)
Os termos da equagio 9.171 podem ser desenvolvidos da seguinte forma:

(1) Fsp :

Fo=—Kg(e=%) 9.172)
em que consideramos mola ideal e K constante.
(i) R:

R =K, (R-R) 9.173)
em que:

A ~
P, = pressio na cAmara de saida da bomba;

A ~ A
P = pressao na cimara de entrada da bomba.

Experimentos mostram que a relagdo entre AP e R ¢é nao-linear. O coeficiente
K, ¢ fungio de P, e da excentricidade e, isto é:

K, =K., (P,.e) (funcao de P ce) (9.174)
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iii) F:
Dados experimentais mostram que F} ¢ uma fun¢io de Pg, da excentricidade e

e do sinal da velocidade €.

F, =F; (P,,eé); (funcio de P,ecé) (9.175)

(iv) Fyf
F, =—B, (De) (9.176)

em que:

A . . . A .
B¢ = coeficiente da forga de atrito viscoso. E considerado constante para um

dado 6leo e uma temperatura constante.

Voltando 2 equagio 9.171 e substituindo estas forcas resulta:

-Kg(e-x%)-K, (R -PR)+F, -B,De=MD’ 9.177)
que pode ser reescrita:
2
—va(Po—Pi)+Ff+K$&=K$[%+£D+1}e (9.178)

em que:
K A _ .
o, 2 [T v freqiiéncia natural no-amortecida da mola-anel;

B

———; fator de amortecimento.
2, KM

Na condi¢do de equilibrio, considerando e = 0 ¢ também 1*} = 0, temos, sob o
ponto de vista de controle:

>

4

Pleo=Fy (9.179)
em que:
P, 2 pressdo desejada (entrada do sistema de controle).

Sabemos que na prdtica P, =0, entdo, na condi¢do de equilibrio, a equagio
9.178 fica:

KB oo + KgXy =0 (9.180)

Combinando as equagdes 9.179 e 9.180 vem:
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Ksp
PR (9.181)

pv
Agora, para outras condi¢es, consideramos:
P=P P, 9.182)

em que:
P = a
) = pressao erro.

Entao, substituindo (9.181) e (9.182) em (9.178), obtemos:

Ko D? 2¢
—KPV(IDO)+Ff+KSP(K—"P(1):KSP[F+;D+1]e (9.183)

P n n
ou
D? 2
Ko P+F = K$[w_f+;n+l]e (9.184)
que resulta:
K
I:KPVRE-’_Ff] D2 1/2 - =e (9 185)
[2+§D+1] '
(Dn wn

Representando as equagdes 9.181, 9.182 ¢ 9.185 na forma de diagrama de
blocos obtemos a Figura 9.35.

F

> Forgas
A
X + X e
* K, || (Divisao Multiplicagao K
por K, por K, D*  2(D
7t % +1

J

pv

‘ - n
K

pv

Figura 9.35 Equacgdes 9.181, 9.182 e 9.185 na forma de diagrama de blocos.

Agora, vamos considerar as vazoes. Se o valor de ¢ for conhecido, a determinagio
da vazio tedrica da bomba (vide equagio 9.64) pode ser encontrada através da
equagao:
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Q.=ND, 2NK.e (9.186)

em que:

A . . .
K, = coeficiente constante que relaciona o deslocamento tedrico da bomba e a

excentricidade ¢;

N = rotacio da bomba.

Aplicando a Lei da Conservagao da Massa, combinada com a fungao de estado
da massa especifica, equagao 9.63, ao volume da cAmara de saida da bomba, obtemos:

ch_Q_K|k1(Po_Pc)_Klk2(Po_F?):CCDP0 (9.187)

em que os vazamentos sao considerados no regime laminar e as grandezas da equagao

9.187 sao:
Q = vazio real que sai da bomba;

A .
K, = coeficiente de vazamento da cimara sob P para a carcaga da bomba
sob P.

A _ . . _
P, = pressdo na carcaca da bomba, considerada uniforme (pressao do dreno).

A .
K|, = coeficiente de vazamento entre as cimaras de saida e entrada da bomba.

\Y

C. £ -2 2 “compliance” relativa ao volume V., sob pressdo P, considerada
Be

constante para um ponto de operagio. O Bulk Modulus efetivo 3 é também

considerado constante.

Se as variagdes de P, Ne P sdo despreziveis e, considerando varidveis de pertur-
bagao, as equagdes 9.178, 9.186 ¢ 9.187 podem ser reescritas como sendo:

D? 20
vang+F +K oXp = K$[F+;D+1]ep (9.188)
chp =N Keep (9189)
chp Q KIk op CCDPOp (9190)

emque P ,x, e, Q, eQ sio, respectivamente, valores de perturbagao de P, x, ¢,
Q,eQ sendo o cocticiente K,

KIké KIkl + KIk2
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O conjunto de equagdes composto pelas 9.188, 9.189 e 9.190 representa o
modelo dindmico de perturba¢io da bomba com controle do tipo proporcional, e
seu correspondente diagrama de blocos estd ilustrado na Figura 9.36.

P

op

Fi= FiPop & &) +={Dley

€, Q

P

Vazao
que fica

na camara c
al
sob P,

rga
hidraulica

= P P

Xap K Divisao\ |_**¥
sp
por va

por K,

X
b (Multiplicacéo)

op

pv PV

Figura 9.36 Diagrama de blocos do modelo dindmico de
perturbacdo da bomba com controle proporcional.

d) Andlise de estabilidade do modelo linearizado

No Capitulo 3, se¢ao 3.9.1, definimos que um sistema linear genérico é estdvel
se as rafzes da equagao caracteristica estiverem no semiplano esquerdo do plano
complexo. No caso de sistemas de controle lineares, a investiga¢io recai sobre a
equacdo caracteristica da funcdo de transferéncia da malha fechada, isto ¢, saida
controlada sobre entrada desejada.

No estudo da teoria cldssica de controle ¢ visto também que as posi¢oes das
raizes dependem dos valores dos pardmetros e ¢ dado destaque especial a influéncia
do ganho da malha aberta. O ganho da malha aberta ¢ o ganho da fungio de trans-
feréncia considerando como saida a varidvel de realimentacio e como entrada a

varidvel erro, que, neste caso, seria a funcao de transferéncia ﬂ(D)
ep
O modelo desenvolvido para a bomba cujo diagrama estd na Figura 9.36 é nao-
linear.

O estudo da estabilidade de sistemas nao-lineares ¢ um assunto complexo pela
possibilidade de as caracteristicas do sistema mudarem com a forma e magnitude
das entradas (entrada desejada e disttirbios). Contudo, o resultado de uma andlise
aproximada da estabilidade ¢ sempre desejdvel e, neste caso, este pode ser obtido
aplicando o Critério de Routh (se¢ao 3.9.1) ao modelo linearizado. O objetivo deste
estudo ¢ observar como o coeficiente da mola afeta a estabilidade.

431



De acordo com a explicagio descrita no item & desta modelagem, com a bomba
na condi¢do quase-estdtica podemos conceitualmente perceber que, se a mola for
“macia” (baixo K ), a regulagem da pressdo ¢ melhor porque a linha entre os pontos
A e B, Figura 9.32, tende a ser horizontal. Contudo, sob o ponto de vista dindmico,
esta recomendagio tem de ser analisada. Ambos os pardmetros, a freqiiéncia natural
@, e o ganho da malha aberta do sistema, sdo fungées de K . O ganho da malha
aberta ¢ inversamente proporcional a K e @, diminui para molas “macias”, portanto,
uma mola muita macia pode causar instabilidade.

Se a forga de atrito seco F, for desprezada, a vazao Q for zero ¢ o coeficiente
K, constante, o diagrama de blocos da Figura 9.36 fica reduzido a Figura 9.37.

Pdp + Pep vaNKe Q(hp 1 Pop
Ms® +B,s + K, Cs + K,

Figura 9.37 Diagrama de blocos do modelo linearizado.

P
Assim, a fungdo de transferéncia —*(s) pode ser escrita diretamente deste
dp
diagrama de blocos.
P K_NK
SH(s)=7—, S (9.191)
P, (Ms* + B, s+ K )(C.s+ Ky )+ K, NK,
ou:
K, NK,
P (KwNK,+ KKy )

Pe M C, So (B\ACC+MK1k) N (B\AKIk+KspCc) o1
K NK, + KK K NK, + K K, K NK, + KK,

(9.192)
Aplicando o Critério de Estabilidade de Routh 4 equagio caracteristica da
(9.192) obtemos a seguinte condigdo de estabilidade:

(B4C.+M K, )(B, Ky, +K,C,)~MC, (K, NK, +K K, ) >0 (9.193)

da qual pode ser reescrita:
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KC. (ByC. + MK, — MK, )-(MC_K, NK, - B{C.K, —MB,Kz)>0 (9.194)
Se B,C? #0, entio:

S MC.K ,NK, - B;C.K, —MB, K

(9.195)
N B, C:

A equagio 9.195 mostra uma relagio aproximada entre a constante da mola e
os outros parimetros da bomba para satisfazer a condi¢do de estabilidade de uma
bomba compensada por pressao, com controle do tipo proporcional.

e) Anilise de distirbio

Quando uma bomba autocompensada por pressao com controle do tipo pro-
porcional estd em condi¢6es normais de trabalho, a entrada desejada do sistema (x,
ou P) ¢ geralmente mantida constante. A dinimica da bomba ¢ entdo exercitada
pela entrada distirbio Q, de acordo com a demanda que o sistema conectado solicita
da bomba. Portanto, sob o ponto de vista de utilizagao pritica, a fun¢o de trans-

. . P .
feréncia 6(3) torna-se importante.

Se a forga de atrito seco F, for desprezada, o valor de x » considerado zero e o

coeficiente I(; _constante, o diagrama da Figura 9.36 ¢é reduzido ao ilustrado na Figura
9.38.

op

K, NK,
2
Ms® + Bs + K,

Figura 9.38 Diagrama de blocos do modelo linearizado da bomba,
considerando a variavel de distdrbio Q, como entrada.

=)
A fungio de transferéncia —=>('S) é entio obtida diretamente deste diagrama
p

de blocos.

R
Q

~(Ms*+B, s+Ky)
(MC,)s’ +(B,C, + MK, )s* + (B, K, + KiC, )s+ (K, NK, + KK, )
(9.196)

©

(5)-
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Mudando a forma da equagio 9.196 obtemos:

Ke S—2+£s+1
ﬁ(s): K NK,+K K | @ o,
Qp MCC S3 + viCC + MKIk Sz vi Klk + KspCc s+1
K W NK, + KK, K W NK, + KK, K W NK, + KK,
(9.197)

que ¢ a funcio de transferéncia do sistema considerando como entrada a vazio
disturbio Q?(s)

Podemos ampliar nosso estudo observando a variagao de P, (5) em fungao da
vazio disttrbio Qp(s), na condi¢ao quase-estdtica. Assim, da (9.197) vem:

-K
P..(s)= = S
OPS( ) KpVNKe + KSpK|k QPS( ) (9.198)

em que:
A . , .
s = Variagio quase-estdtica de Po,,;

A . —~ 2.
Q= variagdo quase-estdtica de Q]D

Da equagdo 9.198 podemos observar que P, ¢ uma fungio linear de Q , com
inclinagdo negativa, conforme ilustra a Figura 9.39.

AP

ops

K, J
(reta de coef. angular) = m

Figura 9.39 Grafico mostrando a variagdo de P__em funcéo de Q.

O resultado acima sugere que, quanto menor for o coeficiente K , melhor serd
a bomba sob o ponto de vista de erro estdtico. Entretanto, tal como foi dito ante-
riormente, deve existir um compromisso entre o erro estdtico e a estabilidade, equagao

9.195.

E importante observar que esta andlise de sistema linear foi desenvolvida consi-
derando K constante.
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Experimentos mostram que K, ¢ funcio da excentricidade e e do valor da pressao
de saida da bomba P. Por conta dessa caracteristica de K, ¢ possivel observar
experimentalmente, para uma mesma bomba, trés tipos de inclinagdes: horizontal,
positiva e negativa, dependendo do valor da pressao de operagao.

9.3 — SISTEMAS PNEUMATICOS

9.3.1 — ExempLo N¢ 8: MobELAGEM DINAMICA DE UM TRANSDUTOR DE
DEsLOCAMENTO PARA PRESSAO

a) Introdugao

O sistema bocal—anteparo (nozzle—flapper) é amplamente utilizado em pneumd-
tica e hidrdulica para transformar pequenos deslocamentos em pressao. Movimentos
muito pequenos, da ordem de 0,0003 mm, podem ser detectados através deste
dispositivo. A capacidade de efetuar a medi¢ao sem contato representa também
importante caracteristica do sistema. Algumas aplicagbes sao estritamente voltadas
para medi¢ao, por exemplo, em Controle de Qualidade, enquanto em outras o sinal
de pressao ¢ diretamente usado para realizar a realimentagio em sistemas de controle.
Quase todos os componentes pneumdticos existentes no mercado contém interna-
mente um ou mais conjuntos bocal-anteparo (nozzle—flapper). Em razao do uso
intenso deste dispositivo, a sua modelagem torna-se importante.

b) Proposigao

O estudo aqui apresentado estd desenvolvido para o ar como fluido, conforme
mostra o esquema da Figura 9.40.

Bocal Orificio de
(nozzle) alimentacao
Poi To P T,
Anteparo /_ /_
(ﬂapper)\. . / - . / .
B¢ T G C mm - - -
. . . . . n . ) " .
r e .
N o / . . :
< 1 N L Volume =V
Considerar:
A processo adiabatico, T, = T, = constante

o p, = pressao atmosférica = constante
p, = constante

Figura 9.40 Esquema do transdutor de deslocamento-para-pressao.
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O objetivo é determinar a fungio de transferéncia considerando como saida a
pressao p e como entrada o deslocamento x..

¢) Modelagem dinidmica

Observando conceitualmente o funcionamento do sistema da Figura 9.40,
quando o anteparo (flapper) é deslocado para a direita e fecha completamente o bocal,
a pressao de safda (output) p aumenta até se igualar a pressao constante de alimentagao
p.. Se o anteparo for deslocado a uma grande distincia para a esquerda, deixando o
bocal amplamente aberto, entdo p_ abaixard, tendendo a se igualar a p . Na verdade,
p, serd sempre um pouco maior que p , mas se o didmetro do bocal for muito maior
que o didmetro do orificio de alimentagdo (Figura 9.40), entao o valor de p_ ficard
muito préximo ao de p , quando o bocal estiver completamente aberto. Desta forma,
entre as condigdes de completamente fechado e completamente aberto, a pressao p_
¢ controlada pela posi¢ao x, do anteparo. Experimentos mostram que apenas alguns
milésimos de milimetros de variagao em x, causam variagdo relativamente grande
em p , resultando em alta sensibilidade do transdutor deslocamento-para-pressao.
Entretanto, uma brusca mudanga em x, ndo serd acompanhada instantaneamente
por p , pois é necessdrio certo tempo para que o volume V'seja carregado ou descarre-
gado até atingir o novo nivel de pressio.

O dispositivo bocal-anteparo (nozzle—flapper) é nao-linear, e isto significa que
a sua sensibilidade ¢ varidvel. Estudos mostram que a sensibilidade mais alta ocorre

2
no ponto X =0,14 d% , em que 4 ¢ o didmetro do orificio de alimentagao e 4 ¢ o
n

didmetro do bocal. Neste ponto de operagao a sensibilidade ¢ dada por:

26d, , (9.199)

2 s
s

Sensibilidade =

Com o objetivo de obtermos um modelo linear deste sistema nao-linear, a
andlise de perturbagao ¢ desenvolvida ao redor de um ponto de operagio. Em certos
controladores pneumdticos comerciais, por exemplo, o ponto médio da faixa de
operagao ¢ 9 psig e a variagdo mdxima se estende a + 6 psig, resultando em um campo

de 3 a 15 psig.

Tal como em toda andlise de perturbagio, no desenvolvimento da modelagem
as grandezas recebem indices “0” e “p”. O indice “0” indica o valor da grandeza no
seu ponto de operagio ¢ o indice “p”, o valor de perturbacio da respectiva grandeza

ao redor do ponto de operagio.

Para obtermos a relagdo entre a pressio de perturbagdo p, e o deslocamento
X, ¢ necessdrio aplicar a Lei da Conservagiao da Massa ao volume V. Antes, porém,
vamos linearizar as expressoes das descargas G e G..
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Considerando p e T constantes, entdo G, depende somente de p , mas esta
fungio ¢ nao-linear. Usando a da série de Taylor truncada (equagio A.37, Apéndice
A) para pequenas variagdes de p, ao redor do ponto de operagdo p,, entdo, para a
descarga G, temos:

dG

Gs:Gs(po):Gso-'— > (po_ poo) (9200)
dpo Po=Poo
ou:
G, ~ Gy, — Ky Py, (9.201)

em que K, é um coeficiente positivo dado por:
o

dp, Po=Poo
A fungio G (p) pode ser determinada teoricamente através da Mecénica dos
Fluidos e Termodinimica (com o auxilio do valor experimental do coeficiente de
descarga do orificio) ou ser inteiramente determinado por meios experimentais para
um dado orificio. Estao ilustrados na Figura 9.41 o aspecto geral da curva e a deter-
minagio experimental de K.

sf

AG
° ' Escoamento
Escoamento 1  sub-sénico
sbénico ! o

! Coeflmegte
i /:_angular =K
1
1 1

K,=0 | ;
i
1

i
|

0,53 P,

00 s o

Figura 9.41 Curva de G contra p, e a determinagé@o experimental de K.

Quanto a descarga G , para encontrarmos a sua equagao consideramos que o
ar seja um gés perfeito, que o processo de p, T parap, T nio realiza trabalho e que
seja um processo adiabdtico. Adicionalmente, a velocidade do gds no volume sob a
pressao p ¢éadmitida como zero. Portanto, o géds sob p_estd essencialmente no estado
de estagnacio e, desde que a entalpia de estagnagdo para o gds perfeito, livre de
trabalho no processo adiabdtico, ¢ constante, a temperatura T ¢ aproximadamente
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amesma de T’; assim, mantém-se aproximadamente constante. Na prdtica realmente
verificamos que as temperaturas do gds e das paredes do dispositivo estao bastante
préximas da temperatura ambiente. Além disso, se eventualmente a temperatura
variasse 10°C (o que nao ocorre), a variagao da temperatura absoluta seria um
pequeno percentual. Por exemplo, mudando de 300 K para 310 K, a mudanga em
T ¢ da ordem de 3,3% e tem pequeno efeito na densidade.

Assim, considerando T = T = constante, G, depende somente de p,¢ de x. A
relagao entre G, p e x, pode ser encontrada teoricamente (com corregdes experi-
mentais) ou através de experimento feito para um bocal especifico. A relagao é nao-
linear e da série de Taylor (vide equagao A.38, Apéndice A) obtemos:

oG G
G ' X ano+ . o~ Moo +—— i~ Xio 9.202
h (Por%) ap, | (PPt 5 e (X %0) 09202
ou:
Gn = Gno + Knp pop - Knx&p (9203)
em que os coeficientes K , € K, sdo positivos e dados por:
4 0G,
» ", [
Knx é _ aGn
X |

A Figura 9.42 mostra como K » € K podem ser obtidos experimentalmente.

AG, CoeficiAente Xiq AG,
angular = K,
Ponto de . Coeficiegte
) P N W LA SO ISR o /- angular = —K_,
operagao S
X Po T
io 1
i
............................................................................. L CET .
Xiz ! I
Ponto de |
X, operagao i
L 1
............................................................................ Ili
» : | »
Lag T T T »
P X\1 Xio Xmax Xi

Figura 9.42 Determinagéo experimental de K e K .
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Na busca da relagdo entre M, massa “armazenada’ no volume V; e a pressao b,
utilizamos a relagao de estado dos gases perfeitos. Assim:

p,V = MRT, (9.204)

em que:

A . 7 . ~
R £ constante do respectivo gds em particular, no caso o ar (Tabela 2.2, segao

2.4.4).
Como consideramos R, T e V constantes, entao a (9.204) fica:
R-I-O
oot P =~ (Mo + M) (9.205)

Derivando (9.205) resulta:

v dp,, dM
RT, dt dt

s (9.206)

Agora, aplicando a conservagio da massa ao volume V; obtemos:

dm
G,-G,=—2 (9.207)
dt
Substituindo (9.201) e (9.203) em (9.207) resulta:
dMm
(GSO - KS‘ pOp)_ (Gno + Knp pop - Knx)Qp ) = dt (9208)

Lembrando que no ponto de operagao G, = G, e substituindo (9.206) em
(9.208), vem:

Vv dp,
(_st - Knp) pop + Knx)gp = E dtp (9209)
ou
Vv dp,
g (Ke Ky ) Py =Ko, 9.210)

o

Aplicando a Transformada de Laplace em (9.210), para condigbes iniciais iguais
a zero, chegamos a funcio de transferéncia:

=(s)=

R
X

K
7s+1

(9.211)
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K2 L; ganho;
Ky +Kip
A V

‘ RTO(KSf +Knp)

; constante de tempo.

A fungio de transferéncia dada pela equagao 9.211 ¢ o modelo dinidmico
linearizado do transdutor deslocamento para pressao.

9.3.2 — ExempLo N° 9: MobpELAGEM DINAMICA DE UM CONTROLADOR
PRopPORCIONAL, INTEGRAL E DERIVATIVO PNEUMATICO

a) Introdugio

Em geral, um sistema de controle cldssico segue o diagrama-padrao ilustrado
na Figura 9.43a. Neste diagrama temos a varidvel C que ¢ controlada em fungio da
varidvel de referéncia R. O distirbio U atua sobre o sistema e pode interferir na
varidvel controlada.

Em certas aplica¢des o controlador é apenas um amplificador e tem como
fungio de transferéncia um ganho. Quando no controlador sio também imple-
mentadas as operagdes de integracio e de derivagio, o controlador ¢ entao chamado

de Proporcional, Integral e Derivativo, ou seja, Controlador PID, figura 9.43b.

A Figura 9.44 mostra um método para implementar um controlador PID
inteiramente pneumdtico. H4 muitas décadas esse controlador pneumdtico nao ¢
mais usado, pois atualmente essa tarefa ¢ realizada digitalmente. Contudo, sua
modelagem tem aspectos interessantes e vale como exercicio. Eventualmente, até
poderd fazer jus a uma aplicagio onde exista intenso campo magnético que inviabilize
o uso de placas eletronicas ou em local cuja temperatura é inadequada para pro-
cessadores digitais.

b) Proposi¢ao
. . . P
O objetivo é determinar a fun¢ao de transferéncia F’”(S) e comparar a resposta

em freqiiéncia deste sistema com o PID ideal. r

Detalhando o objetivo, para este dispositivo serdo desenvolvidas duas andlises.
A primeira considerard ganho infinito para o bocal-anteparo (nozzle—flapper) que
produzird um modelo perfeito de sistema proporcional, integral e derivativo. Na
segunda andlise (mais realista) serd admitido ganho finito. Este produzird um modelo
que tem boa aproximagio com a resposta em freqiiéncia do PID para uma faixa inter-
medidria de freqiiéncias, mas tem desvios para as freqiiéncias baixas e altas.
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Entrada de Variavel

referéncia manipulada
» Sinal de Distarbio s
Variavel atuacao ( Variavel
desejada (erro) controlada
J J u J
o] R+ E M + C
A(s) l Gy(s) Gy(s)
Elementos Elementos Elementos
da entrada de controle do sistema
de referéncia (controlador) controlado
B ( processo)
Variavel de /. ou planta

li taca
realimentagéo H(s)

Elementos de
realimentagéo
(sensor)

a) Diagrama-padréo para um sistema de controle.

Controle integral
com ganho K;

Controle proporcional
com ganho K,

Kps

Controle derivativo
com ganho K,

b) Controlador PID

Figura 9.43 Diagramas de um sistema de controle e de um controlador PID.

¢) Modelagem

Iniciando a modelagem, vamos considerar primeiramente os componentes
bocal-anteparo (vide se¢ao 9.3.1) e o amplificador de isolagao de ganho unitdrio,
Figura 9.44. As constantes de tempo destes dois componentes serdo consideradas
despreziveis quando comparadas com a dinimica dos demais componentes do
controlador. Isto significa que a pressao p (saida do controlador) acompanha as
variagdes do movimento do anteparo (flapper) x instantaneamente, obedecendo a
relagio:

Pn=K'%, (9.212)

em que:

A . . .,
K’ = ganho do conjunto bocal-anteparo e amplificador unitdrio.
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P

|

i

s

Notas:

a)P,2(P,-P) — Restrigao fixa

0

.

b) As origens de x;,
X, € X, séo definidas
SZEC&;raStG na Pressao correspondente

a variavel controlada (P,)

Fole 4
< L
Pressao corres_pondente Energia
ao valor desejado (Pr) A Amplificador de P
Haste para isolamento de
somatéria —— ganho unitario
de forcas v |
Cutelo

movel y

Restricdo ajustavel

Restrigdo ajustavel
a0 8 (valvula de agulha)

(valvula de agulha)

Déscarga
(para carga)

Figura 9.44 Controlador PID (Proporcional, Integral e Derivativo) Pneumatico.

Com relagao aos componentes foles e barra para somatéria das forgas, Figura
9.44, este conjunto ¢ modelado como um sistema de molas sem inércia e sem atrito.
Desprezamos também a forga do jato de ar do bocal sobre a haste (anteparo). Assim,
0s movimentos seguem as pressoes instantaneamente.

Os movimentos x,, x,e x 530 bastante pequenos, portanto, vamos considerar
aangularidade da barra desprezivel e as relagbes movimento/pressio lineares. Levando
em conta apenas a diferenga de pressao (p —p), o movimento no ponto x, ¢ entao:

¥, =Ky (p, - p,) (9.213)
em que:

K= constante (compliance) que relaciona x, e (p_ —p ); depende da posigao
do cutelo e da rigidez e geometria dos foles 3 e 4;
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P, = pressio no fole 3; é a pressio desejada do sistema global de controle (Figura

9.43);

A _ , _ .
P. = pressao no fole 4; é a pressao controlada do sistema global de controle

(Figura 9.43).

Determinando de forma andloga x,, considerando somente a diferenca de
- . ’
pressao (p, — p,), 0 movimento no ponto x, é dado por:

X2=Kb2(p2— pl) (9.214)
em que:

Ky, = constante (compliance) que relaciona x, e (p, — p,); depende da posicao

do cutelo e da rigidez e geometria dos foles I e 2.
A _ .
P, e P, = pressoes nos foles I e 2, respectivamente.

Agora, fazendo a superposi¢io destas duas agdes para obtermos o movimento
x do anteparo:

I, +1, I, +1,

X = Ky (pz - pl) (9.215)

(P =P )+ Ky,

1, 1
em que:

I, 1, el,= comprimentos definidos na Figura 9.44.

Observando a Figura 9.44 e a equagao 9.215 notamos que hd muitas com-
binag¢oes de valores que podem fazer x, ser nulo, mas é evidente no caso de simetria,
. 7
1sto &, KM = sz’ Z] = lz’Pr =p,ep.=p,

Para relacionar as pressoes p, e p,coma p devemos levar em conta o processo

de troca de massas, aplicando a conservagao da massa e as relagoes dos orificios.

Considerando escoamento subsdnico e pequenas perturbagoes ao redor de um
e M : \
ponto de operacdo, as descargas G, e G, (Figura 9.44) podem ser aproximadas as
seguintes equagdes lineares:

Gp =K1 (Pop = Pip) (9.216)

G,p =K (Prp— P2p) (9.217)

em que:

A . . . .
K, e K, = coeficientes lineares de descarga relativos a G, e G, , respectivamente.
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Agora, considerando o ar como gds perfeito e aplicando a relagio de estado do
gds perfeito aos volumes V, e V,, obtemos:

pV, = RTM, (9.218)
p,V, = RTM, (9.219)

em que:

A . _ .
V, eV, = volumes nos quais ocorrem as pressdes p, ¢ p , respectivamente (volu-
mes s3o considerados constantes em razio dos pequenos movimentos dos foles);

A . 7 . ~
R = constante do respectivo gds em particular, no caso o ar (Tabela 2.2, se¢ao

2.4.4);

A .
T = temperatura absoluta (considerada constante);

A .
M, e M, = massas de ar nos volumes VI e V2, respectivamente.

Derivando (9.218) e (9.219) e combinando com (9.216) e (9.217) vem:

dplp I “ Kfl
e - 22
dp,, RTK,
—= - 221
dt V2 (pnp pr) (9 )

Manipulando (9.220) e (9.221) e fazendo a Transformada de Laplace obtemos:

P
T (g)= L (9.222)
Pro 7,5+1
P
T (g)= L (9.223)
Pmp 7,5+1
em que:

T, 2 L constante de tempo;

'TRIK,, po;

7,2 Vz ; constante de tempo

2~ RTK,,’ po-

Escrevendo (9.212) e (9.215) em termos de varidveis de perturbagio e
combinando com (9.222) e (9.223) resulta:
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P [2+13 l2+13] P, P
_m::Kbl PEP"'sz =T
K |2 I+ [7,5+1 7,5+1

(9.224)

em que:

pepé 2,~?, 2 perturbagio da pressio erro, verdadeiro sinal de entrada (inpuz)
do controlador.

Neste ponto suporemos que K seja suficientemente grande para que o lado
esquerdo da equagio 9.224 possa ser admitido como aproximadamente zero quando
comparado com os termos do lado direito. Esta hipétese leva a um controlador
proporcional, integral e derivativo perfeito, pois a equagao 9.224 fica:

P K, li| 77 T, +7T 1 1
_"P(S): bl 1%2 S+ 1 2 + = (9225)
Py Ko l2| 7, -7, T,-T, T,-T,S

Derivativo Proporcional Integral

) . [
O cutelo mével permite o ajuste da relagao % e as vdlvulas de agulha, o
2

ajustede K, e K » (portanto, T, e 7). Desta forma, todos os trés modos do controlador
PID podem ser ajustados. Quando um dos trés modos nao é necessdrio, a vélvula
de agulha apropriada pode ser totalmente aberta (faz K~ ) ou bem fechada (faz

K, =0), e assim podemos conseguir todas as combinagoes desejadas, mostradas na
Tabela 9.2.

Tabela 9.2 Relagéo entre os modos de controle e os valores de K, e K.

Modo de
Caso K T K T
controle f1 1 f2 2
Proporcional a oo 0 K T ualquer um destes 2 métodos
f2 2
mais aparentemente funciona, no entanto o caso &
integral torna-se instdvel.
8 b K f1 Tl oo 0
Proporcional a Kii | 7, 0 oo Qualquer um destes 2 métodos
mais aparentemente funciona, no entanto o caso &
derivativo b 0 - K,, T, torna-se instdvel.
. a o 0 0 o Qualquer um destes 2 métodos
Proporcional :
aparentemente funciona, no entanto o caso b
somente o
b 0 - - 0 torna-se instdvel.

Notas: 1 - K, =~ oo = vilvula totalmente aberta. 2 — K, =0 = vdlvula totalmente fechada. 3 — O motivo

da instabilidade estd explicado a seguir.
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Uma andlise mais correta usando um ganho de amplificador finito serd agora
efetuada. Esta revela as instabilidades mencionadas na Tabela 9.2 e também mostra
que a agio do PID perfeito nio ¢é efetivamente obtida. Na equagio 9.224, a relagao

N
Prp -y g B
K’ nao € exatamente zero porque K’ é muito grande, mas nio infinito.

Implementando a equagio 9.224 na forma de diagrama de blocos obtemos a Figura
9.45, que mostra que o controlador ¢ um sistema com realimentago.

P+ Pe Kol + 1) + Xep Pop
K
_ I +
P, —

Pa 1

T,8 + 1
Kia(ly + 1) N :
. - Py 1

NS — T,s+1

Figura 9.45 Diagrama de blocos do modelo mais realista.

Do diagrama de blocos escrevemos a equagao do sistema:

P P
ol e o

7,5+1 7,5+1

em que K, e K, estao definidos na Figura 9.45.
Da (9.226) vem:

[111232 +(7,+7, - KK (1, -7,)) s+ 1] Po=

(9.227)
=K,K’(1,5+1)(7,5+1) Peo
entao:
P KK’ (t,s+1)(7,s+1
—™® (s)= ~ X' (7, )(,2 ) (9.228)
P, 7,1,5 +[rl+rz+ K,K (1:2—11)] s+1

Da equagio 9.227 observamos, através do critério de Routh, que a estabilidade
requer que:

7,+7,+K,K'(r,-7,)>0 (9.229)
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Set, =0 e 7, #0, 2 (9.229) fica satisfeita e o sistema ¢é estdvel. Se 7, # O e
T, (KK — 1) # 0, da (9.229) vem:
T, KK-1
7, KK+1 (9.230)

O ganho do bocal-anteparo é alto, o produto K K”¢ muito maior que I, entao
podemos considerar a aproximagao:

7, KK’
LA LA |
7, KK (9.231)

Portanto, 7, deve ser maior que T, para que o sistema seja estdvel. Como nas

entradas “5” da Tabela 9.2 a constante de tempo 7, é menor que 7, (7,<T,), estes
casos s30 instdveis e nao podem ser usados.

Pretendemos agora comparar a resposta do controlador real com a do modelo
PID perfeito. Isto é melhor realizado através da curvas de resposta em freqiiéncia
dos sistemas.

As fungbes de transferéncia senoidais podem ser obtidas das equagbes 9.225 e
9.228. Assim, para o sistema PID perfeito, da (9.225) vem:

P_"p(iw)_ AE [i
Ky, l2(7, —7,) i

P (tiio+1)(1,i0+ 1)] (9.232)
Para o sistema real, da (9.228) vem:

ep

,(tio+1)(7,io+1)
(riio+1)(7,i0+1)

P
P_”P(iw) =K,K (9.233)

e
em que: T,T, =T,T, ¢ Ta+7T, = [‘L’l +7, + KK’ (1, —Tl)].

Como 7, + T,>> T, + T,, KK’ >>1eT,>T,se for feito 7, muito grande para
satisfazer esta exigéncia, entao 7, deve ser menor que 7, para satisfazer a condigio de
T,7,= 7,7, Assim, concluimos que 7,>7T,T,>T, T >T, e para estabilidade, 7, >
T, ouseja, T,> T,> T,> T, Sob estas condigdes tragamos as curvas da Figura 9.46.

Na figura temos ( % )< ( % )< ( % )<( % ), que seria equivalente a
3 2 1 4
(%4 )< (%2)< (%1)<(%3 ), caso fosse feito 7, muito grande, em vez de T,

As formas gerais das curvas de resposta em freqiiéncia usando grdficos
logaritmicos e assintotas estao na Figura 9.46. Estas curvas mostram que o contro-
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lador real tem a

caracteristica da resposta em freqiiéncia correta para as freqiiéncias

intermedidrias, mas desvia do comportamento ideal para as freqiiéncias baixas e altas.

>
A
\

A
A K‘i’(db)

o
o

¢
+90°

OO

—90°

4

<

" Controlador real

Figura 9.46 Comparagdo entre as formas das respostas em
frequéncias dos controladores ideal e real.

9.3.3 — ExempLo N° 10: MODELAGEM DE UM TRANSDUTOR
ELETROPNEUMATICO

a) Introducao

Muitos sis

temas de controle contém ambas as partes, elétrica e pneumdtica,

porque certas fungoes, como transmissao, tratamento e manipulagio de sinais, sao

melhor realizad

as eletricamente, enquanto outras, como atua¢io, sio mais apro-
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priadas para dispositivos pneumdticos. Quando este tipo de sistema ¢ usado, trans-
dutores pneumdtico-elétrico e eletropneumdtico sio geralmente exigidos. Um
transdutor pneumdtico-elétrico nada mais é do que um dispositivo de medida de
pressao, como, por exemplo, um diafragma instrumentado com extensémetros. O
transdutor eletropneumdtico, que produz uma pressao em fungao de um sinal elé-
trico, ¢ um instrumento um pouco mais complexo.

Estes transdutores sao fabricados seguindo variados projetos, mas a maior parte
deles opera usando essencialmente os mesmos principios. Experimentos realizados
em sistemas bocal-anteparo (nozzle—flapper) mostram que é possivel produzir uma
pressdo de ar controldvel através do movimento do anteparo, aproximando ou
afastando o anteparo em alguns milésimos de milimetros. Por sua vez, podemos
controlar este movimento eletricamente, controlando a voltagem de uma bobina
montada presa a um sistema massa—mola—amortecedor e em um campo magnético
de um ima permanente, Figura 9.47.

-p
e e Tt e e Fo .-.Saltlzia
Entrada :
de ar p
Flapper ,-\"/."
Mola~% . .__I_Xf
v
o
7. pO
ein S
o ima
%
Cilindro e,
Amortecedor Relagéo estatica
Pistao
L L J

Figura 9.47 Transdutor eletropneumatico.

A corrente da bobina em conseqiiéncia da voltagem e, gera uma for¢a magnética
que ird defletir a mola a uma posi¢ao tal que a forca da mola, do jato de ar e magnética
fiquem equilibradas.

449



Apesar de este esquema funcionar, para alcangar a linearidade exigida em
dispositivos préticos (cerca de 99,5%), alguns valores numéricos devem ser escolhidos
de tal forma que a forca do jato de ar sobre o anteparo seja muito maior que a for¢a
da mola. Isto significa que a forca magnética é quase equilibrada completamente
pela forca do jato de ar £, em vez da forca da mola. Isto pode ser observado através
da andlise do modelo.

b) Proposi¢ao
Fazer a modelagem linear do transdutor eletropneumdtico da Figura 9.47, obter
o diagrama de blocos e discutir a linearidade na condicao de regime.

¢) Modelagem do transdutor eletropneumdtico

As grandezas envolvidas nesta modelagem sao varidveis de perturbagao. Por

« . »

motivos de simplificagao na notagio, o indice “p” nao serd usado.

Observando a Figura 9.47 notamos que o sistema transdutor eletropneumdtico
pode ser dividido em trés subsistemas:

— subsistema elétrico;

— subsistema mecanico; e

— subsistema pneumdtico.

Estes subsistemas estao interligados, mas a modelagem pode ser desenvolvida
separadamente.

¢.1) Modelagem do subsistema elétrico

Da Figura 9.47 fazemos o esquema do circuito elétrico conforme ilustrado na

figura 9.48.
(o
ein IC R

Bobina

Figura 9.48 Esquema do circuito elétrico do transdutor eletropneumatico.

As defini¢oes das varidveis e parAmetros do circuito da Figura 9.48 sao:

450



A .
€,= voltagem 7nput (entrada);
LA L. . .
I.= corrente elétrica do circuito;
A oA . .
R. = resisténcia da bobina;
A . N .
L. = indutincia da bobina;

A . .
€, = voltagem causada pela forca contra eletromotriz, em resposta ao movi-

mento da bobina.

Aplicando Kirchhoft ao circuito da Figura 9.48, ji com a equagao transformada,
obtemos:

-E,+RI.+L.sl.+E,=0 (9.234)
em que s é a varidvel de Laplace e E, , I e E|, sao, respectivamente, as transformadas
de e,ice,.
Da (9.234) vem:

(Lis+R)I.=E,—FE, (9.235)
Logo:
1 1
' R R
< S)= = 236
(Eln_Eb)( ) iS-Fl Tes+1 (9 ) )
R
em que:
‘Eeé—c ; constante de tempo do subsistema elétrico.

Dos conceitos eletromagnéticos escrevemos:

§ =K X (9.237)
fm = Kf ic (9238)
em que:

X; = velocidade da bobina (igual a velocidade do anteparo);

K, £ coeficiente de proporcionalidade entre X; e €,;
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A ;.
f = forca magnética;
m G g

A . . . .
K = coeficiente de proporcionalidade entre 7 e £ .
c m

Agora, fazendo a Transformada de Laplace e organizando as equagdes 9.2306,

9.237 € 9.238 na forma de diagrama de blocos obtemos a Figura 9.49.

E. 1R le
"R ° <
X TS5+ 1 1
Bobina Forga
Corrente magnética
. na bobina
° Velocidade
Efeito da forga do flapper
contra eletro motriz l
K, X(s)

Figura 9.49 Diagrama de blocos do modelo do subsistema elétrico.

¢.2) Modelagem do subsistema mecinico

O subsistema mecinico é um sistema massa—mola—amortecedor com duas
forgas de entrada (inpuz), f, (forga magnética) e ]g (forga do jato), e o deslocamento
x, como safda (output). Este é um sistema-padrio e sua fungio de transferéncia ¢
conhecida (vide equagio 3.95). Assim:

1
X, K.
(8)==—; (9.239)
(Fu=F,) S—2+§s+1
[0 [0)

n n
em que:

X; £ deslocamento do anteparo (flapper);

A . .
K= coeficiente da mola, considerada constante;

K

_s

"M

1>

w ; freqiiéncia natural nio-amortecida do subsistema mecAnico;

A . . . . .
M = massa total mével do subsistema mecanico (inclui a massa da bobina, da
haste, etc.);

A . . . .
{ = fator de amortecimento do subsistema mecinico, considerado constante.
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O sinal negativo de £, na equagdo 9.239 deve-se ao fato de a forca do jato de ar
J§ atuar no sentido oposto de x

Considerando F, proporcfional a pressao P (vide Figura 9.47), entio:
=AR (9.240)
em que:
P = pressao de saida (output) do transdutor eletropneumdtico;

A, . . .
A = drea equivalente da qual resulta a proporcionalidade entre P e f.
» oIy

Organizando as equagoes 9.239 e 9.240 na forma de diagrama de blocos resulta
a Figura 9.50.

a1
F. " K,
—— Xd(s
T (s)
Forgg - —+ s+1 Movimento
magnética ®, O, do flapper
Massa, mola
/, Fo e amortecedor
Forga da
pressao
A, P,(s)
Presséo

Area equivalente
do flapper

Figura 9.50 Diagrama de blocos do modelo do subsistema mecéanico.

¢.3) Modelagem do subsistema pneumdtico

O subsistema pneumdtico do transdutor é equivalente ao bocal-anteparo
estudado na se¢do 9.3.1, Figura 9.51.

A fungio de transferéncia deste sistema é conhecida, dada pela equagio 9.211,
isto é:

241
T s+1 © )

em que:

K 2 ganho do sistema bocal-anteparo (¢ fungio das caracteristicas do orificio
de alimentacao e do bocal, Figura 9.51);

7,2 constante de tempo do sistema bocal-anteparo (¢ fungio do volume V; da
constante R para o ar, da temperatura e das caracteristicas dos orificios).
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O diagrama de bloco da equagao 9.241 estd ilustrado na Figura 9.52.

Bocal Orificio de
(nozzle) alimentacéo
P To P T,
Anteparo /_ /_
(f/apper)\. B / — . / B
R s o LI
. . . . n . .. " .
1 G|
N , T
«— P, — L
' | N\ Volume =V
Considerar:
A processo adiabatico, T, = T, = constante

o p, = pressao atmosférica = constante
p, = constante

Figura 9.51 Sistema convencional bocal-antepraro.

X, K, P,
> >
Movimento TS+ 1 Press&o
do flapper de saida

Figura 9.52 Diagrama de blocos do modelo do subsistema pneumatico.

c.4) Diagrama de blocos do transdutor eletropneumdtico
O diagrama de blocos total estd ilustrado na Figura 9.53 e foi obtido agrupando
os diagramas das Figuras 9.49, 9.50 e 9.52.

Forga Movimento Press3o
magnética do flapper de saida
A
E, + 1R, le | Fnt K, Xi(s) K, Py(s)
_é? T8+ 1 ! _8 s 2ts T8+ 1
0? + +1
i n
Bobina Corrente !
na bobina Massa, mola
e amortecedor
Ey Velocidade Area do
do flapper p/ S;);‘g:é%a flapper
. Ay
K. Xi(s) s
X
L
Efeito da forca

contra eletromotriz

Figura 9.53 Diagrama de blocos do transdutor eletropenumatico.
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¢.5) Modelo matemdtico do transdutor

- . P .
O objetivo ¢ obter a fungio de transferéncia —(S). Isso significa obter uma
in
equagao tnica envolvendo apenas a entrada £, e a safida . Equacionando através

do diagrama de bloco da Figura 9.53 vem:

K
[En—sz{T S”] ] R K~ AR, i _

-
s+1 2 e
T (z 5+ 1)(S+2CS ]
0? o

n n

(9.242)

Multiplicando pelos denominadores com dinimica e juntando os termos
semelhantes resulta:

T,T T,+T, 20T.T K.z K 20 (T, +1,
{pes‘%( P_°+ Cpe]s3+(—x”Kf+fr +—1 +—C(p )J52+
(9.243)

w? w? )

n n n

T, A K K KK
o Kl TAK, +r +1, s 2o g P=—-"|E,
R: K KS wn KS KSRI
que é o modelo matemdtico do transdutor eletropneumdtico, considerando varidveis
de perturbagio.

d) Andlise da linearidade na condicao de regime

A especificagio de desempenho citada, que considera uma linearidade de 99,5%
(0,5% nao-linear), se refere a curva de calibra¢ao estdtica, relacionando P com E, .
Para a condi¢ao de regime, a equagio 9.243 fica:

m+1F’ ALY E (9.244)
K, ° KR " ’

Kf
R = Lﬁi E, (9.245)
At

p

ou
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A linearidade da relagao il depende de os valores dos parAmetros da equagao
n
9.245, K;, R, AP‘K: e [(; permanecerem constantes.

Todos estes parimetros mantém-se praticamente constantes exceto K. Estudos
do sistema bocal-anteparo mostram que o coeficiente K representa o coeficiente
angular local (psi/in ou Pa/m) da curva de calibragio estdtica e esta varia conside-
ravelmente (muito mais de 0,5%) na faixa normal de operagao, Figura 9.54.

A

Pressao

»
>

Distancia do bocal

Figura 9.54 Curva de calibracédo estatica do sistema bocal-anteparo.

Através da equagdo 9.245 podemos observar que a variagio de K seria tolerdvel se

K
—= fosse sempre muito menor que A . Por exemplo, suponha A = 0,001 in? (0,645 X
K, » »

10 m?), K =0,11bf/in (17,52 N/m) e K, variando de 5000 psi/in (1358 X 10° Pa/m)
até 10000 psi/in (2715 x 10° Pa/m). Na equagio 9.245 esta grande mudanga em K

. e _ P
causaria apenas leve nio-linearidade na relagio —2-. Calculando:

in

K /
i :—R; para K = 5000 psi/in
E, 0,001+0,00002 !

K/
RB__ /R ik - 10000 psifin
E, 0,001+0,00001 ’

que significa uma variagio pequena da relagio —>.
in
E importante enfatizar que, ao usar este artificio muito conveniente da reali-
mentagio para melhorar a linearidade, ¢ necessdrio evitar a instabilidade.
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Voltando a equagao 9.245, se % << A, entdo, paraa condigo de regime temos:

Kf
P z_%{f E (9.2406)

Bo _ ki
PA, =K, =K, (9.247)
A R

S

Portanto, se = << A, a forca magnética K, 7 ¢ praticamente equilibrada pela

p

forga da pressao P A , conforme foi mencionado anteriormente.

9.4 — EXERCICIOS PROPOSTOS

EX1 — O sistema da Figura E9.1 ¢ excitado simultaneamente pelo deslocamento

x(t) e pela forga f(2). Definindo f como a forga da mola K sobre a massa M, escreva

. ) . . F
as equagoes bdsicas do sistema. Em seguida, obtenha a fun¢ao de transferéncia ?"(S)

O sistema ¢ linear e tem condigdes iniciais iguais a zero.

] M M M T
B, K B,
x(t) X X,
Figura E9.1

EX2 — Para o sistema da Figura E9.2 determine:

. X,
a) A funcao de transferéncia ?(S)

b) Se F=3ru, () N, qual seria a fungio de regime de x(7)?

‘_> —I_'X1 K, K, _I_.xz

Ki
M, M,
S e [T

Figura E9.2
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EX3 — A forga externa F, = A sen(wt) atua na massa 72, do sistema da Figura
E9.3. Determine:

a) O modelo dindmico em forma de matriz.

b) A fungio de transferéncia g( S).

|
Considere:
m, e m, = massas pontuais;
m, = massa;
K, K, e K, = coeficientes de molas lineares;
B, e B, = coeficientes de amortecedores lineares;
a b L , ¢ L, = comprimentos;
x = deslocamento linear da massa m;

0 = deslocamento angular do péndulo.

m,

—

s

s

Figura: E9.3

EX4 — Para o sistema da Figura E9.4, determine:

a) O modelo dinamico linear na forma de matriz. Considere as entradas F, e .

b) A fun¢io de transferéncia % (s).
3
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=

=
X3 X3

Comprimento do péndulo = L

Figura E9.4

EX5 — Para o do sistema da Figura E9.5 determine:

a) A freqiiéncia natural nio-amortecida (em rad/seg);

b) Qual o valor de 0, de regime se T(2) = 0,5u (t) Nm.

Os parametros do sistema tém os seguintes valores: /, = 3,6 kg.m? ], =
7,2 kg.m?; K =01 N.m/rad, K, =0, 2N.m/rad e n,=2.

Sugestao: Translade a entrada (input) e os pardmetros do primeiro eixo (inércia

e mola) para o dltimo eixo.

Figura E9.5

EX6 — Para o sistema da Figura E9.6, determine a fungao de transferéncia:

D

>(D).

T
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Sugestao: Translade a entrada (input) e todos os parimetros (inércia, mola e
amortecedor) para o dltimo eixo.

0, 0,
he .
N |

N Ny

[ =B, Q}
| X

T(IEH) | |

EX7 — O sistema de eixos da Figura E9.7 sofre a a¢ao de um momento periédico

T’ de amplitude 60 N.m e de freqiiéncia 1,9099 Hz.

Figura E9.6

Engrenagem
com 22 dentes

Engrenagem
com 44 dentes

Figura E9.7

O sistema tem J, = 7,5 kg.m? |, = 30 kg.m* B, = 70 N.m.seglrad; B, =
200 N.m.seglrad; K, = 1000 N.m/rad; e K, = 200 N.m/rad.

Com o objetivo de tentar diminuir a amplitude do eixo 2, a mola acoplada ao
segundo eixo foi substituida por outra de constante K, = 20000 N.m/rad.

Determine as amplitudes (em radianos) da vibragao da solugo permanente
do eixo 2 para ambos os casos.
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EX8 — Para o sistema da Figura E9.8, determine:
a) O modelo dinAmico linear na forma de matriz.

@1 @l
b) As fungbes de transferéncia M_(S) Y (s).
1 2

¢) o diagrama de blocos do sistema.

Considere:

(i) A forga peso atua no sistema.

(i)  Os discos sao iguais, ambos tém massa M e giram respectivamente em
torno dos seus centros 0, ¢e0,

(iii) A linha AB estd na vertical.

(iv) A barra que liga o disco / 4 massa 7 tem massa desprezivel.
(v) A massa m ¢é pontual.
(

vi) Momentos de inércia:
— de um disco: J, :%MRZ.

— de uma massa pontual: J_=mR%.

Disco 2

Figura E9.8

EX9 — O sistema da Figura E9.9 tem os orificios n°1, n® 2 e n°3 iguais que
seguem a equagdo geral: Q = K+/AP, em que K = 1054,09 x 107 m*/(seg. N'?).

A pressao de entrada B, barométrica ¢ dada pela equagao P, = P, + P, em

que P, = 0,085 MPae P ¢ uma variagao senoidal com amplitude igual a 0,002 MPa

1

e de freqiiéncia 0,1 Hz.
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Usando andlise de perturbagdo ao redor de um ponto de operagio, determine

A M H
a fungao transferéncia — ().
1

Tanque | v

Agua h P,
\ 1
Orificio n° 1 - //\!;!/\!FJS

Orificio n° 2 Orificio n° 3
Figura E9.9

EX10 — Para o sistema da Figura E9.10.

. . . P
a) Determine a funcio de transferéncia Y(S)

P .
b) Faca o grifico esquemdtico da resposta em freqiiéncia de ;(la)).

Figura E9.10

P
EX11 — Para o sistema da Figura E9.11, determine ﬂ(D)

Figura E9.11

EX12 — Para o sistema da Figura E9.12, determine as fun¢oes de transferéncias
considerando as entradas P e P; e como saida: P , P, e P_. Desenhe o diagrama de
blocos.

462



Figura E9.12

EX13 — Muitos sistemas de interesse em engenharia apresentam problemas
de estabilidade. Como exemplo desta aplicagdo serd usado um modelo simplificado
do veiculo de colchio ilustrado na Figura E9.13. O veiculo tem massa total igual a
M e a pressao P é constante. A vdlvula se abre até que P seja suficiente para produzir
uma forga que equilibre o peso e entao o veiculo flutua com determinada altura /.
Estude o comportamento dinidmico para pequenas perturbagoes ao redor deste ponto
h . Para obter um modelo simples e linear considere:

i) O volume V contendo ar a pressao P é tomado como constante; a tem-
peratura 7 neste volume ¢ também constante.

ii) Linearize a descarga de P, para P. Obtenha esta fun¢do observando cuida-
dosamente os sinais dos coeficientes. Qualquer constante introduzida no
equacionamento deve ser considerada como positiva. Uma andlise detalhada
do fluxo nao ¢ desejada.

iii) Analogamente, a descarga de P paraa atmosfera deve ser considerada uma
fungdo linear de P e A.

iv) Considere que o movimento vertical do veiculo esteja submetido a uma forca
viscosa proporcional a velocidade.

T

Figura E9.13

Determine:

a) A equagdo linear com coeficientes constantes relacionados a posi¢ao vertical
do veiculo # em fungao das entradas F, e x . Use andlise de perturbagdes para
todas as varidveis.

b) Uma relagao explicita do valor minimo do coeficiente da forga viscosa para
evitar instabilidade. Aplique o critério de Routh para estudar a estabilidade.
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EX14 — Para o sistema dado na Figura E9.14, determine:

a) A funcao de transferéncia entre a abertura da vdlvula x e a voltagem e.
b) Os valores de y e ¢ no ponto de operagio.

) Sex =0,2u(?) mm, qual seria o valor de regime de e(2)?

d) Qual seria a fungo e(z) se fosse possivel fazer y(z) = 6 (2)?

e) Qual seria a amplitude da primeira harmonica de e(?) se a massa M fosse
desprezivel e se x(2) fosse conforme a Figura E9.15?

) Qual seria a resposta P(z) se a mola fosse infinitamente rigida e x(z) fosse

igual 0 (2)?

Considere:

i) Andlise de perturbagio.

ii) O ponto de operagdo é Q, = 19 X 107 l/seg.

iii) As curvas caracteristicas dos orificios estao na Figura E9.16.

iv) As origens de y e z: (y = 0 e z = 0), quando a for¢a da mola é zero.

v) Valores numéricos: M = 6,25 kg; V = 60 cm’ (volume no ponto de operagao);
B = 10 psi; K = 400 Nicm; B = 600 N/(m/seg); drea do pistao = A = 3 cm?;

z,=10cm; R = 10 /€2; VR=O,SSeg; ee =10V,

Figura E9.14
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A X(t) [mm]

I

0 1 2 3 4

Figura E9.15

A Q[107!/seq] 4

P = 200 N/cm®
R 100

/ P =800 Niem®

P = 1400 N/cm”

tlseq]

\ Q [1071/seg]

0 1 2 3 4 5 x[mm] 0

4
A Q[107°Vseg]

400 800 1200 1600 P'[N/cm’]

\ Q [1071/seg]

¢ Vazamento

0l 400 800 1200 1600 'P[N/cmi] 0
Figura E9.16

400 800 1200 P [Nicm?]

EX15 — O sistema bomba—motor dado na Figura E9.17 ¢ uma varia¢ao do

esquema apresentado na Figura 9.29 (vide se¢ao 9.2.4). Este sistema nao possui

L . At - = ;. ) .
engrenagens, porém os eixos de sua carga mecinica nao sao rigidos. O modelo fisico

¢ considerado conforme o ilustrado na Figura E9.17. A inércia /, representa a parte

da mdquina cuja velocidade angular deve seguir o comando da bomba 6. O objetivo
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¢ encontrar a faixa de freqiiéncia na qual serd obtida uma resposta precisa. Isto é
possivel de ser determinado através do exame da resposta em freqiiéncia que relaciona
o, velocidade angular de /, e entrada angular 6.

a

Determine:

a) O conjunto de equagdes diferenciais do sistema da Figura E9.17.

Q
b) O grifico da resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia @—1(8),
usando programa de computador (vide se¢ao B.9, Apéndice B).

¢) Analise o grdfico e comente qual a faixa de freqiiéncia em que /, acompanha
6 razoavelmente bem.

Considere os valores numéricos: V'= 5 in’; B = 10° psi; B, = 0,02 (in.lbf)/(vad/
seg)y B,=B,=0;D =0,4in’/rad; (K, +K,6)=3 X 107 (in’/seg)/psis oD =10

in'lseg; ], = 0,0011 in.lbfsegs ], = ], = 1 inlbfseg’s e K, = K, = 3940 (in.lbf)/rad.

Figura E9.17
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APENDICE A

REVISAO MATEMATICA

A.1 — INTRODUCAO

Os conceitos e detalhes matemdticos necessdrios para desenvolver os estudos
de Dinimica de Sistemas envolvem uma 4rea relativamente extensa da matemdtica.
O objetivo deste apéndice ndo ¢é tentar apresentar todo o material necessdrio, mas
sim os pontos principais e de forma expositiva, sem langar mao de demonstragoes.
Este material é fundamental e pode ser encontrado em intimeros livros, porém, uma
exposi¢ao objetiva de aspectos importantes reunidos em um s6 local pode facilitar
a revisao.

A.2 — RELACOES IMPORTANTES

A.2.1 — NUMEROS COMPLEXOS

a) Forma polar:

a+bi = Me" (A.1)

em que:
i 24
M 24/a? +b? 2 médulo;

A

A b
6=ar ctgg = fase (0 em radianos).
Em Dinéimica a fungao “arctg” ¢ especial, pois:
arctg(b/a)# arctg(—b/-a) (A.2)

apesar de as calculadoras mostrarem o mesmo resultado.

Uma visualizagao grifica ilustra que realmente estes angulos sao diferentes,

Figura A.1.
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4 Imaginario 4 Imaginario

b,

N

»
Real

0y

~

¢, = arctg(b/a) ¢, = arctg(-b/-a)

__________ L b

Figura A.1 llustragéo grafica da equacdo A.2.

Outro detalhe de 4ngulos refere-se a volta completa. Em Dinimica, uma volta
completa ndo significa o mesmo angulo. Por exemplo, 0 (zero), +360, -360, +620
graus sao Angulos diferentes, apesar de estarem no mesmo ponto do circulo trigono-
métrico. Generalizando, o angulo 6 ¢ diferente dos 4ngulos: 0 + 27n; n=1, 2,....

b) Divisao e multiplicacao de nimeros complexos

A forma polar pode ser usada para determinar o médulo e o 4ngulo (fase) de
um ndmero complexo quando este ¢ a relagao de dois outros nimeros complexos.

a+bi=c+d| Jc? +d2 /C +d? ) (A3)
K+mi k2 Wz 24y '

v, Zarctg(d/c)
v, £ arctg (mk)

A multiplicagao é feita de forma andloga: multiplicamos os médulos e somamos

Por exemplo:

em que:

as fases.
¢) Soma de conjugados

(a+bi)+(a—bi)=2a (A.4)
A.2.2 — FUNCOES TRIGONOMETRICAS

a) Seno e cosseno em termos polares

A equagao de Euler ¢ dada por:
% =cosf +isend (A.5)
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A z M
em que o Angulo 6 é em radianos.

Desta equagao vem:

2i

e’ +e
cosO =

b) Relag¢oes envolvendo senos e cossenos

sen(—a) = —sena

cos(—-f)=cosp

sen’6 +cos’0 =1

Acos(bx)+ Bsen(bx) =+ A? + B? sen(bx+ arctg (A/B))

sen( o+ f3) = seno cos  + cosar senf

cos(o + f3) = cosox cos § — sencr senf3

A.2.3 —DERIVADAS

d du dv dw
— (UV.W) = V.W.— + UW.— + UV.—
dx dx dx dx
ydu_  av
dfu)_Tdx dx
dx| v Va
d _df (u) du
dx (u)] du dx
de" e du
dx “dx
i(senu)=—.cosu
dx X
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(A.10)
(A.11)
(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.10)

(A.17)

(A.18)



d du
—(cosu)=-—.senu
dx dx

A.2.4 —INTEGRAIS

fudv =uv-— jvdu

n+1

, para n# —1

e X
Jde_n+1

Jédx:lnx

= &
_[e dx= a
j(senax)dx:—icosax

j(cosax) dx = i sen ax

sen ax 2dx=£x——1 sen2ax
J(senax)
2 4a

J(cosax)z dx= T x+ —— sen2ax
2 4a

1 X
jx(senax)dx=—zsenax——cosax
a a

1 X
'[x(cosax) dx=— cosax+— senax
a a

Para m e » inteiros:

]' cos(mp).sen(nv).de =0
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(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.206)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)



=2r se m=n=0
_[cos mp).cos(nd).dd =4 =7 se m=n=0
=0 se m*#n’

. =0 se m=n=0
_[sen(rrﬂ).sen(ne).dez =m se m=n#0
=0 se m*#n’

A.2.5—-LiMITES
lim=EX _
x—0 X
Iim(1+5) =e
X—>o0 X
Iim1—cosx _0
Xx—0 X
Iimxll—cosx_ 1
x—0 X \/E

A.2.6 — SERIE DE TAYLOR

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.306)

Se f{x) tiver derivadas continuas até a ordem 7 + I no intervalo considerado,

entdo podemos escrever:

f(x)=f(xo+h)=f(x0>+hf’(xo)+%f”(xo)+

+%f (0 )+t 0 ) R,

(A.37)

em que b =x—x, e R ¢ chamado de resto (R tende a zero se n tende para infiniro).

No caso de uma varidvel y ser fun¢ao de duas varidveis x, e
expansdo em série de Taylor resulta:
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y=y,+| 21 % +a—f| X,
—Jo Py P p
%lo %o (A.38)
iazf 2+2—azf +32_f 24
29|, % ool e o T

em que:

x, ex, A valores no ponto de operagio de X, €X,, respectivamente;

|
R
|
R
>

X, & x,-x, 2 valor de perturbagao de X, ao redor do ponto de operagao X,;

>
X
|
X
>

X, 2 valor de perturbagao de X, ao redor do ponto de operagao X,;

7,4 f(x,,x,) 2 valor de y no ponto de operagio.

A.3 — DETERMINANTES

A.3.1—INTRODUCAO

Para toda matriz quadrada A4 existe um valor numérico especifico chamado de
determinante de 4 cuja notagao é:

determinante de A = det A=|A
A defini¢ao matemdtica de determinantes nao estd aqui incluida porque a mesma
envolve conhecimentos de permutagao e a discussao deste assunto nio faz parte dos
objetivos desta revisao matemdtica.
A.3.2 — PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES
(1) — Os determinantes de uma matriz A e de sua transposta’ A’ s3o iguais:
t
|A=|A| (A.39)

Por exemplo, os determinantes abaixo sao iguais:

1. A transposta é obtida trocando as linhas pelas colunas.
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1 3 4 -6 |1 10 16 31
10 12 -15 17| |3 12 -7 33
16 -7 8 9| |4 -15 8 -39 (A.40)
31 3 -39 5| |6 17 9 5

(2) — Sendo A uma matriz quadrada, entio:

(i) Se A tem uma linha (ou coluna) de zeros, entao |A{ =0;

(i) Se A tem duas linhas (ou colunas) idénticas, entao |A| =0;

(iif) Se A for triangular, isto é, A tem zeros acima ou abaixo da diagonal, entao

|Al ¢ o produto dos elementos da diagonal.

(3) — Se B for uma matriz obtida da matriz A por meio da:
(i)  Multiplicagao de uma linha (ou coluna) de A por uma constante %, entao
[B|=k|A);
(ii) Permutagao de duas linhas (ou colunas) de A, entao |B| :—|A4;

(iif) Adicao de valores multiplos de uma linha (ou coluna) de A com outra

linha (ou coluna), entiao |B| =|Al

(4) — A matriz inversa de uma matriz quadrada A existe se e somente se |A| #0, ou

seja:

det(A) =0 & A existe (A.41)

(5) — Se A e B sao matrizes quadradas de ordem 7, ento:

|AB|=|Al |B] (A42)

A.3.3 — CALcuLo DE DETERMINANTES UsanDo CoO-FATORES
O co-fator AZ.]. de um determinante |Al é definido como:

A Z(_l)i+j

em que M, ¢ um determinante menor obtido de A pela eliminagio da linha 7 ¢ da
coluna j. Por exemplo, seja:

M, (A43)
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e queremos determinar o co-fator 4,

A23 — (_1)2+3 |M 23| — (_1)2+3

A=

5 13 12

6 9 14
7 50 17
, entao:

5 13
7 50

‘:—[5x50—7x13]:—159

Lembrando que o determinante de uma matriz A com elementos 4, ¢ igual a
soma dos produtos obtidos pela multiplicagao dos elementos de qualquer uma das
linhas (ou colunas) pelos seus respectivos co-fatores, podemos escrever:

|Al:a1'1A1+ai2A2 +..t+a,A, =ZaijAj (A.44)
j=1
ou
|A|:aijA1j+a2jA2j+"'+anjA1j:Z,aijAj (A.45)

Para ilustrar esta sistemdtica de cdlculo é dado abaixo um exemplo em que ¢é
calculado o determinante A da matriz em fun¢io da segunda coluna. Entao, se

a,
Ay
Ay
Ay

A=

vem:

A,
A

Ay
a42

10

|A=3(-1)""|16

31

+(=7)(-1)"* |10

31

A3
2

g3
a43

a,l |1 3 4 -6
a, [0 12 -15 17
a, 16 -7 8 9
a,l |31 33 -39 5

17 1 4 -6
9|+12(-1)"*l16 8 9|+
5 31 -39 5
-6 1 4 -6
17/+33(-1)"*|10 -15 17
5 16 8 9
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A.3.4 — ReGRA DE CRAMER

A regra de Cramer ¢ usada para resolver sistemas de equagbes contendo 7
equagoes independentes com 7 incdgnitas, tal como o dado abaixo:

X +apX + 8% + .+ a, X, =b

8y X 8%, + 8 .+ By X, =Dy
..... (A.406)

8y X T 8% + 8 X 4 8y X, =D,

Assim, a regra de Cramer pode ser matematicamente escrita (que ¢ eviden-
temente a solugao do sistema) da seguinte forma:

Se A#0, entio:

NIRRT Ny
em que:
a; a, ... Q,
8y Ay ... @y,
A=[N=l. . . . (A.48)
&y &, .- Ay

e A, é o determinante de uma matriz obtida através da substitui¢ao da coluna 7 da

matriz A pelo vetor coluna formado pelos termos &,, 6,, b, ...b,. Exemplificando,

seja o sistema de equagdes:
2x-3y=7
3x+5y=1

Calculando o determinante A:

Como A #0, entio:
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_os|_3_,
19 19
€
2 7
3 1 -19
y:—:—:—
19 19

Portanto, a solugdo do sistema éx=2e¢y=—1.

A.4 — EQUACOES DIFERENCIAIS

A.4.1 — INTRODUCAO

De maneira simplificada podemos dizer que uma equagao diferencial ¢ uma
igualdade envolvendo fungdes e suas derivadas.

Quando as varidveis dependentes sio fungdes de uma tnica varidvel indepen-
dente, chamamos de equagio diferencial ordindria. Se as varidveis dependentes forem
fungbes de duas ou mais varidveis independentes, a equagao é uma equagdio diferencial
parcial.

A.4.2 — MEtobpos PARA REsSOLVER EQuAcOEs DIFERENCIAIS

(i) Métodos analiticos exatos
Estes métodos fornecem solugoes gerais e exatas para as equagoes diferenciais.
(ii) Métodos numéricos

Estes métodos produzem solugdes aproximadas por meio de diferenciagdes e
integragdes numéricas. Computadores digitais sao utilizados na implementagio
destes métodos.

(iii) Método analdgico

Estes métodos usam analogias fisicas para obtermos a solugio.

A.4.3 — Metobo CLAsSIcO PARA RESOLVER EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS LINEARES coM CoOEFICIENTES CONSTANTES

Antes de observar o método ¢ necessdrio distinguir as equagdes diferenciais
lineares das nao-lineares. Uma equagio diferencial ¢ chamada linear se a varidvel
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dependente e suas derivadas aparecem apenas em combinagdes lineares. Exem-

plificando:

a) Equagoes diferenciais ordindrias lineares com coeficientes constantes

4 3
59,629 189 00 | 26y—8x +cosx
dx ¢ T dx
3d Z+7dy+y:%nx
¢ dx

em que y ¢ a varidvel dependente e x ¢ a varidvel independente.

b) Equagoes diferenciais ordindrias lineares com coeficientes varidveis

2
3xd—2/ + senxﬂ +€'y=c0s’ X
dx dx

ox° % +(1-cosx)y = 3"
X

¢) Equagoes diferenciais ordindrias nao-lineares

d’y _dy
—+7—+6y=9X
Yae Tax Y
dy

+ Yy =4x

dx y’
ﬂ+ey=senx

dx

Diante das consideragoes feitas acima, a forma geral de uma equagio diferencial
ordindria linear com coeficientes constantes é:

d dnly
Al— dnl

d
AL+ AY= 1) (A.49)
X
em que:
A,A ,A ,..A, sdo constantes;

f(x) = fungdo excitadora (entrada do sistema);
n 2 ordem da equagio diferencial (ordem da maior derivada da varidvel

dependente).
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A fungao excitadora f{x) pode ser qualquer fungio de x;, inclusive uma constante,
como, por exemplo, o zero.

No caso de f{x) ser nula, a equagio A.49 ¢ dita homogénea.
O método cldssico para resolver a equagao A.49 divide a solugao y em duas
partes: y, e y , tal que:
»

Y=¥"*Y, (A.50)

em que:

1>

solugdo da equagio homogénea;

Yn
A _ .

Y, = solugao da particular.

A solu¢do da equagao homogénea é muitas vezes chamada de resposta transi-

téria e a solugio particular, de resposta permanente ou de regime.

(i) Solugao da Equagao Homogénea
Obtemos a homogénea fazendo f{x) igual a zero na (A.49). Assim:

dny dn—ly dy
+ + -+ A—+ =0
O Ah_ldxn,l Adx Ay (A.51)

A,

que pode ser reescrita na seguinte forma:

(AD"+A.D™ + - +AD+A)y=0 (A.52)
em que o operador diferencial D ¢ definido como sendo:

mAdm

S dx™

Fazendo a quantidade entre parénteses da equagdo A.52 igual a zero chegamos
a equagio A.53, que é denominada equagio caracteristica.
AD"+A D"+ - +AD+A =0 (A.53)

Resolvendo a equagio algébrica A.53 (vide discussao sobre esta equagao na segao
4.4) obtemos as n rafzes 7, 7,,... 7 que poderdo ser reais e/ou complexas, repetidas
ou nao. Com estas raizes escrevemos a solugdo y, com base nas seguintes regras:

Caso 1: Raizes reais nao repetidas:
7 . ~ . ~
Para as rafzes reais 7, 7, 7,... Nao repetidas, a parte da solugao de ¥, corres-
pondente a essas raizes, aqui denominada J,p € escrita da seguinte forma:
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Yo =Ca€" + CeM +CET o (A.54)

em que C i’ C , C[,... s320 constantes.

Caso 2: Raizes reais repetidas:
Para cada raiz real r repetida p vezes, a parte da solugao de y, correspondente a
esta raiz é:

Yoo =(Co +CX+C X+ -+ +C_xP) e (A.55)

em que CO, C » CZ,... s30 constantes.

Caso 3: Raizes complexas nio repetidas:
Para cada par de raizes complexas = 2 + b no repetido, escrevemos y, ,como

sendo:

Vis = Ae™*sen(bx+¢) (A.56)

em que A e ¢ sao constantes.

Caso 4: Raizes complexas repetidas:

Para cada par de rafzes complexas 7 = a + bi repetido p vezes, escrevemos y, na
forma:

Yia = A €7sen(bx + ¢, ) + A xe¥sen(bx+¢, )+ ... +
+A, X e""xsen(bx+¢p_l) (A.57)

emqued, 4,.. A]H, Op O q)H s40 constantes.
. —~ A
Observadas as regras e obtidas as pa.rtes dasolugao da ho.mogenea (y/) Y J’hy'“)
correspondentes aos tipos de raizes (reais, complexas, repetidas ou nio), somamos
as parcelas para escrevermos a solugao y, na forma funcional, mas ainda com os
coeficientes a serem determinados.

(ii) Solu¢ao Particular

O método descrito abaixo é chamado método dos coeficientes indeterminados.
Este método nao atende a todos os casos, porém ¢ aplicdvel a um grande niimero de
problemas de interesse prético. Para verificar se o método é aplicdvel ou nao, devemos
examinar a fungdo f{x) e suas derivadas, isto é:

a) Derivadas de ordem maior nulas

Apés certa ordem de derivagao, todas as derivadas de ordem maior sio nulas.
Por exemplo, seja a fungio f{x) = 3x° que derivando vem:
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f(x)=3x*

f(x)=6x
f1x)=6
fx)=0

b) Derivadas de ordem maior repetem a forma funcional

Apés certa ordem de derivagao, todas as derivadas de ordem maior repetem as
formas funcionais de maneira ciclica. Por exemplo: Ae®, sen(bx) e cos(dx) sao fungoes
que satisfazem esta condiggo.

Observadas as fungoes excitadoras, se as condi¢oes a e/ou b forem satisfeitas,
entdao o método ¢ aplicdvel.

O método ¢ o seguinte: a solugao particular é formada pela soma de todas as
formas funcionais diferentes que aparecem nas fungoes excitadoras e suas derivadas.
Cada parcela da soma ¢ multiplicada por um coeficiente que serd posteriormente
determinado.

Por exemplo, seja a equagao de primeira ordem:
(2D-3)y=3%
entao
y, = A +Bx’ +Cx+E

A determinagio dos coeficientes ¢ feita substituindo y por y, na equagao dife-
rencial. Assim, agrupando os termos semelhantes obtemos:

(=3A)X’ + (6 A-3B)x* +(4B-3C)x+(2C-3E)=3x°

que resulta nas seguintes igualdades:

-3A=3

6A-3B=0
4B-3C=0
2C-3E=0

Logo, os valores dos coeficientes sao:

A=-1
B=-2
C=-8/3
E=-16/9
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Voltando 2 especificagio da forma funcional da solu¢ao da particular, no caso
de a equagdo caracteristica possuir operadores D em evidéncia, o que significa que
ela pode ser escrita na forma:

Dm(an Dn+ %71Dn_l+ +ao):0 (A58)

¢ necessdrio considerar também as formas funcionais correspondentes a primeira,
segunda,... até a m-ésima integral da funcio excitadora. Por exemplo, seja:

D?(2D*+3D+5)y=3x
Entdo, neste caso, Y, fica:

Y, =AX' +BX*+Cx* + Ex+F

(iii) Solu¢ao da Equagao
Se as solugbes Y e Y, sdo conhecidas, a fungao y é obtida por meio da equagao
A.50, ou seja:
Y=YntY, (A.59)

A solugao da equagio contém 7 constantes a serem determinadas (vindas de
7,) cujos valores dependem das 7 condigbes iniciais (o nimero de condigoes iniciais
necessdrias ¢ igual 2 ordem da equagio). Para ilustrar, um exemplo ¢ resolvido abaixo.

Com o angulo 2¢ em radianos, seja a equagio:

d’y dy

—+—+1,25y =cos2t A.60
dt®  dt Y (A-60)
e com as condigdes iniciais:
y=0
€ quando £ =0 (A.61)
&
dt

1° Passo — Encontrar Y,:
A equagio caracteristica da equagao diferencial é:
D?+D+1,25=0

Suas rafzes sao: I, =-0,5+1i. Portanto, a solu¢ao da homogénea é:

y, =Ce**'sen(t +¢)

481



22 Passo — Encontrar y :

Usando o método dos pardmetros indeterminados, a soma das formas funcionais
resulta:

y, = Asen2t + Bcos2t

Substituindo y e suas derivadas na equagdo diferencial e agrupando os termos
semelhantes, obtemos:

(—4A—-2B+1,25A)sen2t + (4B + 2A+1,25B) cos 2t = Cos 2t

Igualando os coeficientes determinamos A4 e B:

A= 0,1730
B=-0,2378

Substituindo os valores de A e B na equagao de A aplicando a relagao dada
pela equagio A.11, resulta:

y, =0,2941 sen( 2t +5,3412)

3° Passo — Determinar os coeficientes de N

Somando a homogénea com a particular vem:

y=Y,+Yy,=Ce*" sen(t +¢)+0,2941sen( 2t + 5,3412)

Aplicando as condigdes iniciais, y = 0 e % =0 quando ¢ = 0, obtemos duas
equagbes com duas incégnitas:

Cseng = 0,2378
Ccos¢p =—0,2270

Resolvendo o sistema determinamos as constantes C e @, isto é:

¢ =2,3329 radianos
C=0,3288

Finalmente, podemos escrever a fungao y como sendo:
y=0,3288¢e %'sen(t + 2,3329) +0,2941sen( 2t + 5,3412)

que ¢ a solugao da equagio A.60 com as condigbes iniciais dadas pela (A.61).
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A.4.4 — PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO

Vamos supor que a fungao excitadora f{x) da equagao A.49 seja uma soma de
fungoes, ou seja:

f) =00+ £,09+ - +f,(X (A.62)

O principio da superposicao diz que para determinarmos 5, consideramos uma
tinica fungdo de cada vez, encontrando a solugao particular correspondente a cada
funcio, e entdo somamos todas as fungdes individuais para obter Y,

O principio da superposicao se aplica a modelos do Zipo 30 (vide secao 1.7,
Capitulo 1), que sio equagdes diferenciais ordindrias lineares com coeficientes
constantes.

A.4.5 — EQuAcOEs DIFERENCIAIS SIMULTANEAS
Sejam, por exemplo, as equagoes:

Dy1_5y2+y3=2
y, + Dy, + Dy, = x° (A.63)
Y. — Dyz + Y;=senx

Usando a regra de Cramer, a fungo y, é determinada da seguinte forma:

2 51
x> D D
_|jsex -D 1
=T 5 1 (A.64)
1 D D
1 -D 1
que desenvolvendo resulta:
(D*+D?*-7D+5)y, =5x° - 5x* —6cosx (A.65)

Utilizando o mesmo método (Cramer) vamos obter as equagdes para as fungoes
7, €Y, resultando em trés equagdes, cada uma com uma tnica varidvel dependente:

(D*+D?*-7D+5)y, = f(X) (A.66)

(D*+D*-7D+5)y, =g(X) (A.67)
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(D*+D?-7D+5)y, = h(x) (A.68)

Agora, se o sistema de equagdes A.63 possui as condi¢oes iniciais:

=1
Y, =2 ¢ quando x=0 (A.69)
y; =0

pode parecer que temos um sério problema, porque com apenas 3 condi¢es iniciais
nao seria possivel determinar as 9 constantes originadas nas equagoes A.66, A.67 e
A.68. Felizmente, o problema tem solu¢io porque somente 3 das 9 constantes sao
independentes.

A quantidade de condigbes iniciais de que um sistema linear precisa ¢ igual ao
grau da sua equagdo caracteristica, que neste caso ¢ trés.

E importante observar que a equagio caracteristica para um sistema ¢é tinica e
¢ exatamente o determinante denominador “A” da regra de Cramer (ver equagio
A.47). E por esta razdo que neste exemplo o denominador da equagio A.64 aparece
nas equagdes A.66, A.67 e A.68, resultando, portanto, uma forma tnica para as
equagoes homogéneas de todas as varidveis y,, y, e y,

Aplicando estas consideragoes ao exemplo dado concluimos que a quantidade
necessdria e suficiente de condigdes iniciais para o sistema é 3.

Vamos ilustrar este detalhe com um exemplo simples. Seja:
4x—-Dy=0 (A.70)
Dx-y=0 (A.71)

Na forma de matriz temos:

o Sl e

Aplicando Cramer:

b

x=0 2 (A.73)
4 D :
o
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oo )
e — (A.74)
D -1
Entao:
(D*-4)x=0 (A.75)
(D*-4)y=0 (A.76)
A equagao caracteristica tem grau igual a dois e suas raizes sao: +2 e —2. Logo:
x=Ce* +C,e™ (A.77)
y=C,e" +C,e™ (A.78)
Substituindo as equagbes A.77 e A.78 na A.70 obtemos:
(4C,-2C,)€e”" +(4C, +2C,)e* =0 (A.79)
Como a equagao A.79 vale para qualquer valor de ¢ entao:
C,=2C, (A.80)
C,=-2C, (A.81)
Logo, as fun¢oes x e y resultam:
x=C,e" +C,e™ (A.82)
y=2C,e" -2C,e™” (A.83)

Os valores de C, e C, sdo determinados com duas condigdes iniciais.

A.5 — EXERCICIOS PROPOSTOS

EX1 — Determine o médulo e a fase (em rad) dos nimeros complexos:

a+bi= 1+3

¥ —3-4i

. —2-2
c+di=

b) +2+2i
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EX2 — Determinar M e ¢ (em rad) de:
a) M sen(mt +¢)=-3cos(wt)—5sen(wt)

b) M sen(wt +¢)=-3cos(wt)+5sen(wt)
EX3 — Usando Cramer, determine X, X,e X3

2X, - X,+5X,=21
a) 43X, +2X,+ X, =16
X, + X,— X,= 1

2X, - X,+5X,=21
b) {5X,+ X,+ X,=10
8X, +3X,-3X,=-1

EX4 — Usando Cramer, determine (%) e (%)

aX +bY+cZ=Q
dX +eY+ fZ=0
gX+hY+kz=0

EX5 — Quais equagdes abaixo sio lineares?

dy .2
2—7+3y° =6t
) ety
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EX6 — Escreva a forma funcional (somente as funcdes, nio determine os
cocficientes) da solugdo y =y, + y, das equagdes diferenciais:

2) 32(31 Y 4 204,8 ‘;y +2048,0y = 3t° + 5sen (o)

2
b) 50(;2y+60 ‘;y +260y =5t + 12c0s(wt )
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APENDICE B

INTRODUCAO A0 MATLAB

B.1 — INTRODUCAO

Este apéndice ¢ dedicado as pessoas que nao conhecem o MATLAB.

A proposta ¢ atingir dois objetivos: (i) — apresentar conhecimentos bésicos do
MATLAB para acelerar o inicio do seu uso; e (ii) — deixar implicito ao usudrio a
enorme potencialidade do software, servindo como estimulo para realizar estudos
aprofundados.

O material deste apéndice serd melhor aproveitado se todos os exemplos forem
executados em computador 2 medida que aparecerem no texto.

B.2 — O QUE E MATLAB

O MATLAB ¢ um software desenvolvido pela empresa The Mathworks Inc.,
EUA. Abreviagiao que vem do inglés MATrix LABoratory, ¢ um sistema compu-
tacional baseado em matrizes para cdlculos matemdticos e de engenharia. Ele integra
andlise numérica; cdlculo com matrizes; aquisi¢ao, processamento e andlise de dados
e sinais; construgao de gréficos; desenvolvimento de algoritmos e aplicativos; e
modelagem e simulagdo em ambiente interativo, cujo elemento bésico de informagio
¢ uma matriz que nao requer dimensionamento.

Sua programagcio ¢ baseada em linhas de comandos, portanto, é preciso conhe-
cé-los, inclusive as formas como eles devem ser escritos. Fazemos as entradas dos
comandos na drea chamada de “Comand Window”, Figura B.1.

Como em outros softwares, o MATLAB possui rotinas predefinidas que auxi-
liam e facilitam a sua programacao. Para consultas, possui um sistema de ajuda que
pode ser acessado a qualquer hora. O comando belp prové informages abrangendo
muitos tépicos. Assim, quando entramos com o comando >> help sem nenhum
argumento, o computador responde mostrando uma lista de diretérios, seguidos
de uma descri¢ao do respectivo contetddo. Alguns diretdrios estao associados aos co-
mandos bdsicos do MATLAB. Outros contém “toolboxes” com funcoes adicionais,
cobrindo dreas de aplicacdes especializadas como control e signal, assuntos ligados
a drea de Dinamica.
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) MATLAB

& & || & suwfpm ] s —|
Neme size Bytes Class To get started, select "MATLAB Help” from the Help memu.
B 1kl 8| double array
Eans 1xL 8| double array x> e22
53 1xL 8| double array .-
.
Area do s
Workspace b oo
. Area do
“C d Window”
s i omand Window
‘Waorkspace Current Directary 0. 6667
- 5
$start

Figura B.1 Visualizacdo da tela do MATLAB,
mostrando as areas do “Comand Window” e do “Workspace”.

Para obtermos uma lista de funcdes relacionadas a determinado diretério,
digitamos help seguido do nome do assunto. Aparece entao uma lista de comandos,
fungoes e simbolos especificos do MATLAB. O comando Aelp seguido desses co-
mandos ou fungdes fornece informacoes de como utilizd-los em uma linha de co-
mando. Por exemplo, ao digitar help elfun, o programa responde mostrando as

funcoes elementares de matemdtica, Figura B.2.

File Edit View Web Window Help
]

Tame Size

Hans 1x1
Hb 1x1

3 ¥

Workspace Curtent |

1elp elfun

3 ¥

? | Current Directory: |C ‘LivroiatLak

=> help elfun
Elementary math functions.

Trigonometric.

sin
sinh
asin
asinh
cos
cosh
acos
acash
tan
tanh
atan
atanz
atanh

- Sine.

Hyperbolic sine.
Inwverse sine.

Inverse hyperbolic sine.
Cosine.

Hyperholic cosine.
Inverse cogine.

Inverse hyperbolic cosine.
Tangent.

Hyperholic tangent.

Inverse tangent.

Four guadrant inverse tangent.
Inverse hyperbolic tangent.
Secant.

Hyperholic secant.
- Inverse gecant.

- Inverse hyperbolic secant.
- Cosecant.

- Hyperbolic cosecant.

i Start

Figura B.2 Fung6es elementares de matematica.
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B.3 — PONTOS INICIAIS

B.3.1 —VARIAVEIS

O MATLAB trabalha essencialmente com um tipo de varidvel: uma matriz
contendo nimeros complexos ou nao. Em alguns casos temos uma matriz 1 X I
que ¢ um escalar ou matrizes 1 X n ou n X I que sao vetores.

As varidveis sao definidas pelo usudrio, mas devemos evitar o uso de palavras
da lingua inglesa, pois estas podem coincidir com as palavras reservadas do software.
Por exemplo: angle, complex, etc.

Na tela do MATLAB, a drea do “Workspace” contém a lista das varidveis
definidas, Figuras B.1 e B.2. Os nomes das varidveis sio sensfveis as letras maitsculas
e mindsculas. Por exemplo, a varidvel 4 e a s3o diferentes. O trago sublinhado deve
ser usado para criar varidvel com duas ou mais palavras. Por exemplo, “momento
fletor” nao ¢ aceito, mas “momento_fletor” sim.

A Tabela B.1 resume as regras para a defini¢io das varidveis.

Tabela B.1 Regras para a definigdo de variaveis.

Regras Exemplos
Letras maitsculas e mindsculas criam Volume, volume, voLume sao varidveis
varidveis distintas. diferentes.

A fungio “namelengthmax” retorna a
quantidade mdxima de caracteres para os
nomes das varidveis. No ambiente
Windows, este valor é 63 para MATLAB
6.5 ou MATLAB 7.

MomentoFletorDaViga atende porque tem
19 caracteres.

As varidveis devem comecar com letras e Estas trés varidveis atendem ao requisito:

depois podemos ter letras, nimeros ou V2ab39_pr
sublinhados. Caracteres de pontuagio nio Cosseno_diretor TETA_X
s3o permitidos. Area_da_facel_Corpo32

B.3.2 — LinHAS DE COMANDO

A entrada de dados no MATLAB ¢ feita através de linhas de comando que
freqiientemente assumem a forma de uma varidvel igual a uma expressao matemdtica
ou somente uma expressao, isto é:

>> varidvel = expressao
ou simplesmente

>> exXpressao
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Podemos assim criar varidveis e atribuir a elas valores diretos ou valores calcu-
lados de expressdes com operadores e outras varidveis. Exemplificando, ao entrarmos

A=35/4, o computador responde:
>> A = 35/4
A=
8.75
atribuindo o valor 8,75 a varidvel A.

Apés digitarmos uma linha de comando e apertarmos a tecla Enter, o
computador responde mostrando o valor da varidvel. Entretanto, se for utilizado
no final da linha um ponto-e-virgula (;), a varidvel produzida nio é mostrada na
tela. Assim:
>>B = 120;
atribui o valor 120 i varidvel B, mas nao retorna o valor de B na tela.

Uma linha pode conter vdrios comandos desde que separados por virgula.
Exemplo:

>>ab =10/2,ac=30*2,ad =18 + 2

ab =

5
ac =

60
ad =

20

Quando uma linha contém uma expressio, sua execugio produz um resultado.
Quando temos uma varidvel definida na linha de comando, esta assume o resultado
e pode ser utilizada em outra situagdo. Se for omitida a varidvel, o MATLAB atribui
automaticamente o valor da expressao a uma varidvel interna chamada ans. Assim,
com as varidveis A e B anteriores:
>>A+B
ans =

128.75
Quando o sinal de percentagem “%” aparece em uma linha, o MATLAB ignora

o conteddo que vem apds este sinal. Por esta razao o texto que vem depois do sinal
“%” ¢ considerado um comentdrio. Exemplo:

>> N_total_AL=250 % quantidade total de alunos matriculados
N_total AL =
250
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O MATLARB utiliza a seguinte notagao para niimeros:
e casa decimal: ponto “.”
e numero negativo: sinal “ =7
e notaglo cientifica: “e”

« 2

e nota¢do do nimero v-1: letra “7” ou letra “j

o notagio de um niimero complexo:  + b7 (sem espago entre 0 b e 0 )

Exemplificando:
>>A=-25e2
A=
—-0.0250
>> B =30 -5i
B-=
30.0000 - 5.0000i1

As expressoes podem ser construidas com operadores aritméticos usuais e as
regras de precedéncia:

A Poténcia

/ Divisao a direita

\ Divisao a esquerda
* Multiplicagao

+ Adigao

- Subtragao

Devemos notar que existem dois simbolos para divisdo: a divisao a direita, que
¢atradicional, e a divisao a esquerda. A divisao a esquerda @\b significa @™ *b. Assim,

no caso de escalares, as expressdes 1/4 ¢ 4\1 produzem o mesmo valor numérico,
isto é, 0.25.

As varidveis dos exemplos acima s3o na verdade matrizes escalares, ou seja,
matrizes unitdrias I X 1. Para representarmos matrizes de ordem 7 X n (m linhas e
n colunas) ou vetores I X n (vetor linha com 7 colunas) e m X I (vetor coluna com
m linhas), devemos colocar os elementos entre colchetes “[ ]”, separando cada
elemento com um espago e cada linha com um ponto-e-virgula. Assim, uma matriz
AB de 3 X 5 pode ser:
>>AB=[12345;678910;111213 14 15]

AB =
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1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

As matrizes podem também ser introduzidas linha a linha, o que recomendamos
para matrizes com grandes dimensées. Exemplificando com uma matriz 3 X 3, no
final de cada linha apertamos a tecla Enter.

>>B=[1011 12
13 14 15
16 17 18]

B-=

10 11 12
13 14 15
16 17 18

Todas as expressdes acima exemplificadas criaram varidveis que sao armazenadas
na Area de Trabalho (Workspace) do MATLAB, Figuras B.1 e B.2. Para visualiz4-
las na drea do “Command Window” basta entrar com o comando “who” na linha de
comando ou, para informag¢oes mais detalhadas, com o comando “whos”.

Para eliminar uma varidvel do Workspace usamos o comando “clear varidvel”.
Por exemplo, “>> clear ab” elimina a varidvel “ab”. Usando somente o “clear”,
eliminamos todas as varidveis.

B.3.3 — NUMERO E MATRIZES COMPLEXAS

Numeros complexos sao permitidos nas operagoes e fun¢des do MATLAB. Os
ndimeros complexos sao introduzidos usando as fung¢oes especiais 7 e j. Por exemplo:
>>z=3+4*iou>>z=3+4iou>>z=3+4%jou>>z=3 +4j produzem o
mesmo niimero complexo.

Outro exemplo é >> w =1 * exp (i * teta), que ¢ a férmula de Euler (equagao

A.5); Me®, em que M é o médulo e g ¢é a fase (em radianos). Exemplificando, para

o nimero complexo I + i podemos escrever: (2/ V2 )eim , ou seja:
>>w = (2/sqrt(2)) * exp (i * pi/4)
w =

1.0000 + 1.0001

O sinal de multiplicagao por 7 nem sempre pode ser omitido. Por exemplo:
(2 + 3)i, exp(ipi/4), exp (i3.1415/4), exp(pii/4) ndo sao aceitos, mas sim (2 + 3) * 4,
exp(i * pil4), exp (i * 3.1415/4), exp(3.1415i/4), exp(3.1415 * i/4), exp(pi * i/4).
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Algumas fun¢bes para ndmeros complexos estdo na Tabela B.2.

Tabela B.2 Funcgbes complexas

Exemplo: Considere

Func¢io Descrigao e = 3 — 4i
abs () Médulo abs(nc) = 5
Angulo em radianos. Nem sempre vilido em B

angle () Dinamica. No exemplo, a fase seria +4.0689 rad angle (nc) = -2.2143
real () Parte real real (nc) = -3
imag () Parte imagindria imag (nc) = —4

conj () Conjugado complexo conj (nc) = -3 + 4i

complex (a,b) Ntmero complexo: a + bi complexo (-5, -9) = -5 -9i

A fungio atan2(y, x) também poderia ser usada para calcular o 4ngulo. Por
exemplo:

>> atan2 (-4, —-3)
ans =
-2.2143

Ambeas as fungoes angle () e atan2(y, x) nao garantem o cdlculo correto da fase
do nimero complexo, sob o ponto de vista de Dinimica, isto é, pode nao corresponder
a fase da Resposta em Freqiiéncia (vide Apéndice A, secao A.2.1).

Quanto 2 introdugio de matrizes complexas, as declara¢oes abaixo mostram dois
caminhos convenientes. Tanto

>>A=[12;34]+1*[56;7 8]

como

>>A=[1+5*12+6*;3+7%1 4+8*i]
produzem o mesmo resultado.

Quando as fungdes 7 e j forem declaradas como varidveis, de forma que tenham seus
valores originais modificados, uma nova unidade complexa deverd ser criada. Por exemplo:

>>1=2
i=

2
>> ii = sqrt(-1);
>>z=3+4%ii
z=

3.0000 + 4.0000i
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Este exemplo mostra a inconveniéncia de declarar o 7 como uma varidvel porque
o computador continua mostrando a parte imagindria do nimero complexo com a
letra 7, apesar de ter sido definido com valor igual a dois (7 = 2).

B.3.4 — FuncOES

No MATLAB as fungdes sdo escritas usando letras mintsculas. Elas funcionam
de forma similar a uma caixa-preta, onde temos entradas e saidas. O algoritmo do
cdleulo executado pela fungio e as eventuais varidveis auxiliares utilizadas no processo
s30 inacessiveis ao usudrio. Somente observamos as entradas e as saidas.

O argumento de uma fungao ¢ colocado entre parénteses, que pode ter uma
ou mais entradas. As entradas podem conter uma varidvel e/ou uma expressio
matemdtica, inclusive contendo fung¢oes. Exemplificando, sejam as fungoes atan(x)
e atan2(y, x).

>>a = 4;
>>b = 10;
>> ¢ = atan(sqrt(a * 2 + b A 2)/(a + b))
c=

0.6557
>> d=atan2((a+b)—(a+b), —1*a*b/a*b)
d=

3.1416

O angulo d ¢ a fase de um niimero no eixo real negativo com coordenadas x = —1
ey =0, portanto d = 7.

Na Tabela B.3 temos algumas fung¢oes bdsicas do MATLAB. Havendo didvidas

de como usé-las, recomendamos consultar o comando belp.

B.3.5 — FormATO DE SaibA

O formato numérico exibido na tela pode ser modificado se utilizarmos o
comando format. Este comando afeta somente 0 modo como as matrizes s20 mos-
tradas na tela e ndo como elas sao computadas ou salvas. O MATLAB efetua todas
as operacoes com dupla precisao.

Se todos os elementos da matriz sdo inteiros exatos, a matriz ¢ mostrada em
um formato sem qualquer ponto decimal. Por exemplo:

>>x=[-101]
X =

-101
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Tabela B.3 Fungdes béasicas do MATLAB.

Fungoes Descri¢oes
acos Arco cosseno.
acosh Arco cosseno hiperbdlico.
asin Arco seno.
asinh Arco seno hiperbélico.
atan Arco tangente.
atan2 Arco tangente (quatro quadrantes).
atanh Arco tangente hiperbélico.
cos Cosseno.
cosh Cosseno hiperbdlico.
sin Seno.
sinh Seno hiperbélico.
tan Tangente.
tanh Tangente hiperbélica.
exp Exponencial.
log Logaritmo natural.
log10 Logaritmo na base 10.
sqrt Raiz quadrada.
round Arredondamento para o nimero inteiro mais
préximo.
sign Fungio sinal.

Se pelo menos um dos elementos da matriz nio ¢ inteiro exato, hd vdrias
possibilidades de formatar a saida. O formato “default’, chamado de formato short,
mostra aproximadamente 5 digitos significativos ou usa notagio cientifica. A Tabela

B.4 mostra os tipos de formatos para o vetor x dado por:
>> x = [pi 1.2345e—0]

Tabela

B.4 Tipos de formato.

Tipo

Formato

Exemplo

format short

Precisdo simples

format short e

Precisdo simples
e base e

format long

Precisdo dupla

format long e

Precisdo dupla
e base e

format hex Hexadecimal 400921fb54442d18 3eb4b6231abfd271
format rat Quociente 355/113 1/810045
format bank Duas casas decimais 3.14 0.00
format + Sinal ++
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3.1416e+000 1.2345e-006
3.14159265358979 0.00000123450000
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B.4 — MATRIZES E VETORES

B.4.1 — Como DerINIR MATRIZES E VETORES

Vetores e matrizes sao definidos com a seguinte notagao:

e “[7indica o inicio da defini¢io dos elementos da matriz;

e “]7indica o final da defini¢io dos elementos da matriz;

e  “7(branco) ou “,” separa elementos da mesma linha, definindo colunas;

e % finaliza defini¢do de uma linha. O “Enter” também finaliza a definigao de

uma linha da matriz.

o (L, O) é o endereco de um elemento, sendo L a linha e C a coluna.

Exemplificando: Seja A uma matriz de 4 por 3 (4 linhas, 3 colunas):
>>A=[123;4,5,6;789;1011 12]

A=
1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12
>> A (3, 1) % localiza o elemento da terceira linha, primeira coluna
ans =
-

Nos exemplos dados até este ponto as matrizes e os vetores foram introduzidos
digitando todos os seus elementos. Quando o vetor ou matriz possui muitos
elementos, o uso da notagdo de dois-pontos pode ser conveniente. Esta notagao ¢é
essencial para criagao de vetores e matrizes, no caso de a entrada ter valores ordenados.
Ela possui a sintaxe J:D:K, em que J é o valor inicial, D ¢ o incremento (pode ser
omitido se D = I) e K¢ o valor final. Exemplos:

>>w=2:10
w =
2345678910
Com o passo diferente da unidade:
>>y = 0:pi/4:pi
y=
0 0.7854 1.5708 2.3562 3.1416

Com passos negativos:
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>>z = 6:-1:1
z=
6 54321

O valor do passo pode ser qualquer nimero real.

Outra maneira de gerar vetores ¢ através da funcao linspace. Por exemplo:
>> k = linspace (0, 1, 6)
k=

0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000

gera um vetor linearmente espagado de 0 a 1, contendo 6 elementos.

O uso desta notagao pode também facilitar a manipulagio de vetores e matrizes,
através da sintaxe M(:, k) ou M(k, : ), em que M é um vetor ou matriz ¢ k£ é um
indice para selecionar determinadas linhas, colunas ou elementos. Por exemplo, seja

a matriz w:
>>w=[10:-1:7; [3162]; 1:4]
W =
10 9 8 7
3 1 6 2
1 2 3 4
>> w(2,:)
ans =
316 2
seleciona a segunda linha da matriz e lista todas as colunas.
>> wi(:,3)
ans =
8
6
3
lista todas as linhas da terceira coluna.
>> wi(:,[2 4])
ans =
9 7
1 2
2 4

lista todos os elementos da segunda e quarta colunas.

498



B.4.2 — OPERACOES cOM MATRIZES

As operagbes com matrizes estao apresentadas na Tabela B.5. Para ilustrar os
exemplos, vamos considerar as matrizes A1 e BI.

>> Al =[12; 3 4];
Al =
1 2
3 4
>>B1=[67;89]
B1 =

6 7
8 9
Tabela B.5 OperagBes com matrizes.
Operagao Descri¢ao Exemplo
>> Al + Bl
+ Soma ans = 7 9
11 13
>> Al - Bl
Subtraca ans =
_ ubtra¢ao 5 s
-5 -5
>> Al . * Bl
* Multiplicagio escalar ans =
(elemento a elemento) 6 14
24 36
>> Al ./Bl
/ Divisio escalar ans =
) (elemento a elemento) 0.1667 0.2857
0.3750  0.4444
>> Al .7 Bl
A Potencia escalar ans =
) (elemento a elemento) 1 128
6561 262144
>> Al * Bl
* SRT - - ans =
Multiplicagio matricial 2 25
50 57
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Tabela B.5 Operacdes com Matrizes. (Continuagéo.)

Operagio Descrigao Exemplo
>>A1 A2
A Poténcia — matriz elevada a um | ans =
escalar (A1 *AI = AI » 2) 7 10
15 22
>> Al/B1
/ Divisio matricial ans =
(A1/BI equivale a A1 * BI™) 3.5000 -2.5000
2.5000 -1.5000
>> A1\B1
\ Divisio 4 esquerda ans =
(A1\B1 equivale a AI"" * BI) —4.0000 -5.0000
5.0000 6.0000
>> Al’
) ans =
Transposta 13
2 4

A seguir apresentamos comentdrios adicionais de algumas dessas operacoes.

(i) Transposta

O caractere apdstrofo “’ ” indica a transposta de uma matriz. Por exemplo:
>>A=[123;456;780]
A=

(]

Se aplicarmos o ¢
>>x=[-102]
X =
-1
0

()

” 2 um vetor linha, obtemos um vetor coluna.
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Se Z for uma matriz complexa, Z’ serd o conjugado complexo composto. Para
obtermos simplesmente a matriz transposta usamos Z.’, como mostra o exemplo:

>>7=[12;34]+[56;78]*1,7Z1=27",72=7"

Z =
1.0000 + 5.0000i  2.0000 + 6.00001
3.0000 + 7.0000i  4.0000 + 8.0000i
Z1 =
1.0000 — 5.0000i  3.0000 — 7.0000i
2.0000 — 6.0000i  4.0000 — 8.0000i
72 =

1.0000 + 5.0000i  3.0000 + 7.00001
2.0000 + 6.0000i  4.0000 + 8.0000i

(i) Adigao e Subtragao

A adigao e subtragio de matrizes sio indicadas, respectivamente, por “+”
e “—”. As operagdes sao definidas somente se as matrizes tiverem as mesmas dimen-
soes. Por exemplo, a soma com as matrizes mostradas acima, A + x, nao ¢ correta porque

Aé3x3exé3X 1 Porém, a soma é possivel para as tltimas matrizes A e B dadas.
>C=A+B

C-=
2 610
6 10 14
10 14 0

A adigao e subtragao sao também definidas se um dos operadores for um escalar
(matriz I X I). Neste caso, o escalar é adicionado ou subtraido de todos os elementos.
Por exemplo:

>y=x-—1
y =
-2
-1
1
(i) Multiplicagao
A multiplica¢io de matrizes é indicada por “*” (asterisco). Uma multiplica¢io
g * b é definida somente se a segunda dimensao de g for igual & primeira dimensdo de
h. Em outras palavras, se temos A *x, o nimero de colunas de A deve ser igual ao
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nimero de linhas de x. Vamos observar alguns exemplos da multiplicagio envolvendo
vetores € matrizes. Assim:

>>X *y
ans =

4

Neste caso observamos que o resultado da multiplicagao y’ *x serd o mesmo. Hd
dois outros produtos que resultam em transpostas um do outro.

>>x*y
ans =
2 1-1
0 0O
-4 -2 2
>>y*x
ans =
2 04
1 02
-1 0 2

No caso de uma matriz e um vetor, vamos efetuar o produto de 4 *x:

>>b=A*x

b=
5
-7
Um escalar pode multiplicar ou ser multiplicado por qualquer matriz:
>>pi*x
ans =
-3.1416
0
6.2832

(iv) Divisao
Existem dois simbolos para divisao de matrizes no MATLAB: “\” e “/”". Se A

for uma matriz quadrada nio singular,' entdo A\B e B/A correspondem, respec-
tivamente, a2 multiplica¢io a esquerda e 4 direita da matriz B pela inversa da matriz

1. Uma matriz quadrada ¢ singular quando o determinante de A4 ¢ zero.
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A. Explicitando, A\B'significa inv(A) * B e B/A significa B *inv(A), sendo o resultado
obtido diretamente. Em geral:
e X=ABéasolugiodeA*X =B
e X=B/AéasolugiodeX*A =B
Para as matrizes A e B dadas temos:
>> X = A\B
X =
-0.3333 -3.3333 -5.3333
0.6667 3.6667 4.6667
0 -0.0000 1.0000
>> X = B/A
X =
3.6667 -0.6667 0.0000
3.3333 -0.3333 0.0000
4.0000 -2.0000 1.0000

Como outro exemplo, vamos observar o resultado de A\b. Vimos anteriormente
que o vetor b foi obtido do produto A *x. Entao, A\b = inv(A) * b = inv(A) *A *x,

que resulta o préprio vetor x. Implementando o cdlculo:

>>z=A\b
z=
-1
0
2

(v) Poténcia

A expressio A A p eleva A 4 p-ésima poténcia e ¢ definida somente se A for uma
matriz quadrada e p um escalar. Se p for um inteiro maior do que um, a poténcia é
computada como multiplas multiplicagdes. Por exemplo:

>>AN3

ans =
279 360 306
684 873 684
738 900 441
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B.4.3 — FUNCOES MATRICIAIS

Dada uma matriz Z, vamos observar algumas fun¢des matriciais usadas em
Dinamica.
a) Matriz Z:
Z=[0-11;-101;110]
Z =

0-11

-1 01
1 10

b) det(Z):
Para uma matriz quadrada, de#(Z) calcula o determinante da matriz.
>>det(Z)
ans =
-2
c) eig(Z):

Para uma matriz quadrada, ezg(Z) retorna um vetor com os autovalores da
matriz.

>> eig(Z)
ans =
-2.0000
1.0000
1.0000
d) [Cvet,Dval] = eig(Z)
Para uma matriz quadrada, esta fungio retorna duas matrizes: a matriz Cvet tem

os autovetores nas colunas e a Dval contém os correspondentes autovalores na diagonal.
(Cve e Dval sao denominagoes arbitrdrias.)

>> [Cvet, Dval] = eig(Z)
Cvet =
-0.5774 -0.3938 0.7152
-0.5774 0.8163 -0.0166
0.5774 0.4225 0.6987

504



Dval =

-2.0000 0 0
0 1.0000 0
0 0 1.0000
e) inv(Z)

Para uma matriz quadrada com determinante diferente de zero, inv(Z) é a matriz
inversa de Z.

>> inv(Z)
ans =
0.5000 -0.5000 0.5000
-0.5000  0.5000 0.5000
0.5000 0.5000 0.5000

Podemos ainda citar trés fung¢des especiais: (i) a fungio eye(L,C) que gera uma
matriz identidade com L linhas e Ccolunas; (ii) a fungao ones(L, C) que gera uma matriz
com todos os elementos iguais a #m; e (iii) a fungdo zeros(L, C) que produz uma matriz
com todos os elementos nulos. Observando um exemplo para a fun¢ao eye(L, C) temos:

>> eye(3,5)

B.5 — OPERACOES COMPARATIVAS E LOGICAS

Para matrizes de dimensoes iguais, hd seis operacdes para comparagio e trés
operagoes 16gicas, Tabela B.6.

Tabela B.6 Operagdes comparativas e légicas.

Comparativas Légicas
< Menor & E
<= Menor ou igual Ou
> Maior ~ Nio
>= Maior ou igual
== Igual
—= Diferente
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A comparagio é feita entre os pares de elementos correspondentes e o resultado
¢ uma matriz composta de nimeros I para valores verdadeiros e 0 (zero) para valores
falsos. Por exemplo:
>>3>=2
ans =

1
que ¢ a resposta de uma comparagio verdadeira.

Exemplificado o uso dos operadores 16gicos & (e) e ‘ (ou), entao:

>>al=(2==2&3==4)
al =

0
>>bL=(2==2|3==4)
bL =

1

B.6 — POLINOMIOS

B.6.1 — REPRESENTACAO DE PoLindMios No MATLAB

No MATLAB os polinémios sao representados como vetores de uma linha, com
os coeficientes colocados em ordem decrescente, seguindo a sintaxe usual, isto é:
a .X"+a . X""+..+a,.X’+a . X" +g,.X° (B.1)

Por exemplo, os polinémios P = §7 — 657 - 5527 ¢ R= 87 + 2§ sdo represen-
tados pelos vetores:

>>P=[1 -6 -5 =-27]

P-=

1 -6 -5 -27
>>R=[1 0 2 0]
R =

1 020

B.6.2 — OrPeERACOES com PoLindMIOS

Para realizar opera¢des com polindmios usamos os operadores comuns para
adigao (+) e para subtragio (-); jd para as operagdes de multiplicagdo e divisao
utilizamos os comandos especiais conv (multiplica¢io) e deconv (divisao).
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A diferenca entre esses comandos especiais e os operadores normais é que eles
efetuam a operagio distributiva entre os elementos do polinémio. Por exemplo, a
multiplicago dos polindmios 28* + 45% — S por 3S + 5 ¢ feita da seguinte forma:

>>conv([2 4 -1 0],[3 5]
ans =
6 22 17 -5 0

que representa o polindmio 657 + 225% + 175? - 58.

Para realizar a divisao entre §7 —108% — 38 + 12 por § — 1 fazemos:
>> deconv ([1 -10 -3 12],[1 -1])
ans =

1 -9 -12

que representa o polindmio §? — 9§ — 12.

Algumas outras fungdes relacionadas com polindmios sao:
e roots — calcula as raizes do polinémio;
e  polyval — calcula o valor do polinémio no ponto;
e polyder — faz a derivada.

Para o polinémio y = 82 —9§ — 12, as fungbes roots ¢ polyval resultam:
>>y=[1 -9 -12];
>> roots(y)
ans =

10.1789
-1.1789
>> polyval(y, —2)
ans =
10

que ¢ o valor de y quando s = =2.

B.7 — GRAFICOS

B.7.1 — INTRODUCAO A0S GRAFICOS

O MATLAB proporciona técnicas sofisticadas para visualiza¢io de dados. Ele
trabalha com gréficos de linhas e superficies.

Neste apéndice apresentamos os fundamentos para elaboragao de gréficos
bidimensionais (2D).
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A lista abaixo contém as fungdes que produzem gréficos simples. Estas fun¢oes
se diferem apenas na maneira pela qual as escalas dos eixos dos grificos se apresentam.
Cada uma aceita a entrada na forma de vetores ou matrizes e, automaticamente,
define as escalas dos eixos de modo que os dados de entrada fiquem bem acomodados.
Nesta descrigao chamamos de “eixo x” o eixo horizontal e de “eixo y” o eixo vertical.

. plot — cria um grdfico de vetores ou de colunas de matrizes;

e loglog — cria um grifico utilizando escalas logaritmicas para ambos os eixos;

e  semilogx —cria um grifico utilizando escala logaritmica no eixo x e escala linear
no €eixo y;

o  semilogy — cria um gréfico utilizando escala logaritmica no eixo y e escala linear
no eixo X.

Podemos adicionar aos graficos: titulo, nome aos eixos, linhas de grade e textos.
Para tal utilizamos:

title — adiciona um titulo ao gréfico;

xlabel — define um nome para a varidvel do eixo x;

ylabel — define um nome para a varidvel do eixo y;

text — adiciona um texto em lugar especifico;

gtext — adiciona um texto ao grdfico utilizando o mouse;

e  grid — ativa as linhas de grade;

legend — adiciona legenda.

B.7.2 — CoNsTRUINDO GRAFICOS

Se y for um vetor, o comando plot(y) produz um gréfico dos elementos de y
versus o indice dos elementos de y. Quando forem especificados dois vetores, o
comando plot(a, b) produz um gréfico colocando o vetor & no eixo horizontal (eixo
x) e o vetor b no eixo vertical (eixo y).

Podemos também, com um tnico comando plot, especificar vdrios grupos de
dados (vérios y’s em fun¢io de x) e definir o estilo de linha e a cor que serao usados
em cada grupo. Exemplificando:

>> t = 0:pi/100:2 * pi;

>> x = sin(t); yl = sin(t + .25); y2 = sin(t + .5);
>> plot(x,y1,r—",x,y2,‘g--)

>> title(‘Figura de Lissajous’)

>> xlabel(x=sin(t)’)

>> ylabel(‘Varidveis y1 e y2’)
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>> legend(‘yl = sen(t + 0.25)’,y2 = sen(t + 0.5)’)

O plot produz um grifico com duas curvas, yI versus x e y2 versus x, usando os
mesmos eixos. O gréfico do primeiro grupo de dados (yI) ¢ feito com uma linha
vermelha sélida e do segundo grupo (y2), com uma linha verde tracejada. A Figura
B.3 ilustra o gréfico gerado pelos comandos listados acima.

Figura de Lissajous

Variaveis y1 e y2

—y1=sen(t+0,25)
-0,8} ------ y2 = sen(t + 0,5) E

15=08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
x = sin(t)

Figura B.3 Gréfico gerado pelos comandos
declarados acima (plot, title, xlabel, ylabel e legend).

B.7.3 — EsTiLos DE LiNHA, MARCADORES E COR

Conforme foi ilustrado no exemplo anterior, a fungao plot pode ter argumentos
objetivando especificar vérios estilos de linhas, simbolos de tragado e cores. Na linha
de comando, escrevemos:

>> plot(X, Y, S)

em que ¢ uma seqiiéncia de caracteres que o MATLAB interpreta como texto (string),
sempre escrito entre apéstrofos e construido com os caracteres mostrados na Tabela B.7.

Por exemplo, plot(X, ¥, 6:*) traga o grifico com linha pontilhada azul, colo-
cando um asterisco azul em cada ponto dos dados.

Quando nenhuma cor ¢ especificada, a fun¢ao plot automaticamente utiliza
as cores na ordem da Tabela B.7. Assim, se tivermos apenas uma linha, o gréfico
serd tragado em amarelo.
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Tabela B.7 Estilos de linhas, marcadores e cor.

Simbolo Cor Simbolo | Estilo do marcador e da linha

y amarelo ponto

m magenta o circulo (letra “0”)

c azul-claro x X

r vermelho + sinal positivo

g verde * asterisco

b azul s quadrado

w branco d losango

k preto v tridngulo para baixo
A tridingulo para cima
p pentagrama
- linha sélida

linha pontilhada

linha traco e ponto

linha tracejada

B.8 — FRACOES PARCIAIS

No Capitulo 4 (se¢ao 4.8.1) foi recomendado fazer a Transformada Inversa de
Laplace utilizando tabelas como a do Apéndice D. Vimos que o procedimento se
constitui em realizar uma série de tarefas, sendo as mais trabalhosas fatorar o deno-
minador e fazer a expansio em fragoes parciais. O MATLAB facilita estas operagoes
com a fungio residue(n, d), em que 7 é o polindmio do numerador e 4, o polindmio

do denominador.

Quando fazemos /1, p, kJ=residue(n, d), o computador responde colocando
no vetor 7 os coeficientes das fragdes parciais, no vetor p os respectivos pélos e no
vetor k os termos diretos (quociente da divisao). Para ilustrar a aplica¢ao desta fun¢ao

vamos repetir os exemplos dados nas segoes 4.8.3 ¢ 4.8.4.

(1) Exemplo 1: Obtenha a fun¢io f{#) sendo

_ 4s'+32s° +985° + 1165+ 38

F(s)=

Usando o MATLAB:
>> num=[4 32 98 116 38]; den=[2 12 22 12];

>> [r p k] = residue(num, den)

2s® +12s% + 225+ 12

510




r=
8.0000
-3.0000
-2.0000
p=
-3.0000
—-2.0000
—-1.0000
k=
2 4
Dos valores de 4, p e » montamos a fragao expandida:
-3 2
s+3 * S+2 ’ s+1

F(s)=2s+4+ (B.2)

Consultando uma tabela da Transformada obtemos f{2) que ¢ idéntica 4 equagao

4.167, isto ¢é:
f(t)=26", (t)+45, (t)+(8e™ —3e™ -2 )u, (t) (B.3)

185" +36s5+24

(2) Exemplo 2: Obtenha f#) sendo F(s)=
remp A ) (65+6)(s+2)’

Usando o MATLAB:
>> num=[18 36 24]; den = conv([6 6], conv([1 2], conv([1 2],[1 2])));
>> [r p k] = residue(num, den)
r=
—-1.0000
2.0000
—4.0000
1.0000
p=
-2.0000
-2.0000
-2.0000
—1.0000
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k=
[l

Observando &, p e » montamos a fragao expandida:

F(s)=

-1 N 2 N -4 N 1
(s+2) (s+2)" (s+2)° (s+1)

(B.4)
Através de uma tabela da Transformada obtemos f{#) que é idéntica a equagio

4.176, isto é:
f(t)=(-1e® +2te™ - 2% +e")u, (t) (B.5)

S+3

3) E lo 3: Obtenha f#) sendo F(s)=
(3) Exemplo enha f(#) sendo () T 3916514

Usando o MATLAB:

>> num=[1 3]; den = [1 3 6 4];
>> [r p k] = residue(num, den)
r=

-0.3333 — 0.2887i1

-0.3333 + 0.2887i

0.6667

p=

—1.0000 + 1.7321i

—1.0000 — 1.7321i

-1.0000
k=

[l

Observando 4, p ¢ » montamos a fragdo expandida:

~ —0,3333-0,2887i N —-0,3333+0,2887i 0,6667

F(s)= (s+1-1,7321i) (s+1+1,7321i) +(s+1) (B.6)

Combinando as duas primeiras fra¢des, conforme mostra a equagao 4.189,
obtemos F(s) que ¢ idéntica a equagao 4.190.

(s-05) 0,667

[(s+ 1)+ 3] (s+1)

F (s)=-0,6667 (B.7)
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B.9 — A RESPOSTA EM FREQUENCIA

a) Fungao de Transferéncia

Para obtermos o gréfico da resposta em freqiiéncia no MATLAB nao é necessd-
rio preparar previamente a fun¢ao de transferéncia em termos do ganho K conforme
exigido quando fazemos o gréfico manualmente (vide se¢ao 6.5). Contudo, se o
numerador ou o denominador da fun¢io de transferéncia tiver multiplicagoes de
polindmios, o primeiro passo ¢ efetuar os produtos para resultar em somente dois
polindmios, um para o numerador e outro para o denominador.

b) O Comando Bode

Quando entramos com o comando bode para fazer o grifico da resposta em
freqiiéncia, obtemos na tela o grdfico em mono-log, isto ¢, as variagdoes do médulo
(em db) e da fase (em graus) em fung¢do da freqiiéncia (em rad/seg) em escala
logaritmica.

Quando usamos o comando bode para colocar em uma matriz os dados da
resposta em freqiiéncia, a relagao de amplitudes é armazenada em escala linear, ou
seja, ndo ¢é em db. Nesta forma o comando bode nio traca o grifico.

Considerado que num e den sio os respectivos polindmios do numerador e
denominador da fun¢ao de transferéncia, quando usamos bode(num, den), o
computador faz o gréfico escolhendo a faixa de freqiiéncia. Se tivermos interesse na
resposta em freqiiéncia em uma certa faixa de freqiiéncia, devemos entrar com o
comando bode(num, den, W). O vetor Wpode ser facilmente criado com o comando
logspace(di, df, n). Este comando gera um vetor de 7 pontos igualmente espagados
em escala logaritmica, entre as décadas 10%e 10%. Por exemplo, para gerar 1000
pontos entre I rad/seg e 10000 rad/seg fazemos:

>>W = logspace(0, 4, 1000)

Os exemplos abaixo ilustram o uso do comando bode.
¢) Exemplos de Resposta em Freqiiéncia com MATLAB
(1) Exemplo 1

Obter o gréfico e tabela da resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia:

25’ +10s+25
%(S)=((SJr 5+25) (B.8)

5s+1)(s® +3s+1)
No MATLAB vem:

>> num=[2 10 25]; % define polindmio do numerador

>> den = conv([5 1],[1 3 1]); % define polindmio do denominador
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>> bode(num, den) % faz o gréfico, vide Figura B.4

>> [M Fa Fr]=bode(num, den); % colunas com mddulo, fase e freqiiéncia da resp.
em freq.

>> DBM = 20 * log10(M); % calcula modulo em db
>> A=[M DBM Fa Fr] % concatena colunas na matriz A e mostra dados

A:

249601 27.9449 —4.3518 0.0100
24.9485 27.9409 -4.9414 0.0114
249134 27.9287 -6.4108 0.0147
24.8545 27.9081 -8.3140 0.0191
24.7560 27.8736 -10.7755  0.0248
24.5919 27.8158 -13.9510 0.0322
24.3211 27.7197 -18.0311  0.0419
23.8800 27.5607 -23.2384  0.0543
23.1765 27.3010 -29.8138  0.0705
22.0918 26.8846 -37.9802  0.0916
21.6159 26.6955 —41.1310  0.1000
20.5004 26.2353 —47.8772  0.1188
18.3230 25.2599 -59.4723  0.1543
15.6010 23.8630 -72.4831  0.2003
12.5415 21.9670 -86.3652  0.2599
9.4752 19.5317 -100.3895 0.3374
6.7319 16.5628 -113.7771 0.4380
4.5221 13.1068 -125.8392 0.5686
2.8953 9.2340 -136.0650 0.7381
1.7815 5.0158  -144.1023 0.9581
1.6395 4.2943 -145.1915 1.0000
1.0607 0.5120 -149.6160 1.2436
0.6154 —4.2174 -152.0763 1.6143
0.5603 -5.0311 -152.1334 1.6870
0.3524 -9.0582 -150.6289 2.0956
0.2054 -13.7474 -144.4549 2.7202
0.1279 -17.8624 -134.1330 3.5310
0.0878 -21.1312 -122.6346 4.5836
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0.0651
0.0500
0.0390
0.0389
0.0302
0.0234
0.0181
0.0140
0.0108
0.0083
0.0064
0.0049
0.0040

-23.7300
-26.0142
-28.1874
—28.2088
-30.4005
-32.6106
-34.8393
-37.0816
-39.3331
—41.5903
—43.8510
—46.1139
—47.9618

-113.0626 5.9498
-106.2779 7.7234
-101.7407 10.0000
-101.7042 10.0255

-98.5935
-96.4162
—94.8468
-93.6892
-92.8215
-92.1641
-91.6628
-91.2790
-91.0329

13.0140
16.8932
21.9287
28.4652
36.9501
47.9642
62.2614
80.8203
100.0000

Nas colunas da matriz A temos:

primeira coluna: relagao de amplitudes em escala linear;

segunda coluna: relagao de amplitudes em db;

terceira coluna: fase em graus;

quarta coluna: freqiiéncia em rad/seg.

40

Bode diagram

Magnitude (dB)

|
= | |
w © P
[3)] =] &)
T T T

Phase (deg)

-180

10°°

107

107 10° 10’ 10
Frequency (rad/sec)

Figura B.4 Resposta em freqiiéncia da funcédo de
transferéncia da equacéo B.8, obtida através do comando bode.
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(2) Exemplo 2

Para a faixa de freqiiéncia de I rad/seg a 10 rad/seg, contendo 10 pontos
espagados em escala logaritmica, obter a tabela da resposta em freqiiéncia da fungao
de transferéncia:

Q,,. 0/694641(s"+3,2s+64)

a(s) s(s+2,5) (B.9)

Neste exercicio temos dois polinémios no numerador e dois no denominador.
Assim:

>>a = [0.694641]; b = [1 3.2 64];

>>c=[10];d=1[12.5];

>> N = conv(a, b); D = conv(c, d);

>> W = logspace(0, 1, 10);

>> [M Fa Fre] = bode(N, D, W);

>> DBM = 20 * log10(M);

>> A = [M DBM Fa Fre]

A=
16.2739 24.2298 -108.8936 1.0000
11.9399 21.5400 -113.5283 1.2915
8.5144 18.6031 -118.7294 1.6681
5.8381 15.3255 -124.1290 2.1544
3.8012 11.5984 -129.0678 2.7826
23119 7.2794  -132.4890 3.5938
1.2768 2.1225 -132.4104 4.6416
0.6064 —4.3446 —-123.0056 5.9948
0.2768 -11.1557 -81.3925 7.7426
0.3246 -9.7732 -27.5973 10.0000

Nas colunas da matriz A temos:

e  primeira coluna: relagao de amplitudes em escala linear;
o segunda coluna: relagao de amplitudes em db;
o terceira coluna: fase em graus;

e quarta coluna: freqiiéncia em rad/seg.
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B.10 — EXERCICIOS PROPOSTOS

EX1 — Obtenha as raizes da equagio abaixo, utilizando o MATLAB:

z°+107* +357° +507° + 252+ 2=0
EX2 — Usando o MATLAB, faga o grifico da resposta em freqiiéncia (gréfico

de bode) das funcoes de transferéncias:

17,78278(0,125D + 1
2) %(D)= ( )
G D
b) X(S)_ 2,6(0,1s+1)
F* " (0,004s+1)(0,045" +0,04s+1)(0,00255" +0,01s+1)

EX3 — Usando o MATLAB, expanda em frages parciais e determine a Trans-

formada Inversa de Laplace de:

s’ +5s5+6

3.) F(S): 2 2
(s+3)°s
3 2

b) G(s)—s +6s" +11s+6

- (s+7)(s+ 5)2
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APENDICE C

INTRODUCAO AO SIMULINK

C.1 - INTRODUCAO

Este apéndice apresenta aspectos bdsicos do Simulink. Entendemos que a leitura
do Capitulo 8, em especial da se¢do 8.4 e do Apéndice B, deva preceder o estudo
deste apéndice.

Conforme vimos no Apéndice B, o MATLAB ¢ um programa para resolugio de
problemas matemdticos através de computagao numérica, permitindo a visualizagao
dos dados. Apresenta vdrias caixas (“boxes”) que oferecem extraordindria versatilidade
e capacidade para resolver problemas de aplicagoes de engenharia, matemdtica, fisica,
financeira, quimica, etc. As caixas de ferramentas (“toolboxes”) sao linguagens do
programa MATLAB especificas para resolver problemas de classes particulares.

Dentro do MATLAB estd o Simulink (Software para Simulagao de Sistemas
Dinimicos), que ¢ utilizado para modelar e analisar sistemas dindmicos.

A simulagao gréfica pode ser feita tanto no dominio do tempo como no domi-
nio da freqiiéncia. Este apéndice tem por objetivo observar os fundamentos das
simula¢des no dominio do tempo, no ambiente Windows.

O estudo deste apéndice deve ser feito operando o computador.

Para acessar o Simulink, digite simulink na linha de comando do MATLAB

ou dé um clique no icone do Simulink, Figura C.1.

«k MATLAB

Fle Edt Debug Desktop ‘Window Help
D & Bl o 8ol B % || coouivos de programas s TLAER2008awork ~| D

Shortouts (2] How to Add (2] vwhat]Simulink |

[l Command Window
Maie: Walue: Class

To get started, select MATLAE Help or Demos fror

5> simulink

Figura C.1 Tela do MATLAB ilustrando duas maneiras de acessar o Simulink.

Apés este comando, a janela do Simulink aparece na tela. Para abrir a drea onde
o diagrama serd construido, clique em File, em New e, em seguida, em Model. Desta
forma obtemos a drea correspondente ao arquivo untitled, Figura C.2. Serd nesta
drea de trabalho que o diagrama de blocos serd construido.
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e S o]

File Edt View Help

OE 4= dh| DeHES

Ports & Subsystems: simulink/Pors &
Subsystems

= I ~ A
commort:
# Commonly Lised Blacks sz sk | Commony Used Blocks

| Continuous
2| Discortinuities
2 Discrete

3] Logic and Bit Operations %‘:k Discantinuities

Cortinuous

23] Lookup Tables
2| Math Operations

2| Model Verification
2] Model-wide Utiities a5
2] Parts & Subsystems 1
23| signal Attributes
] Signal Routing woitwl | Lookup Tables

Discrete:

5| Logic and Bit Operations

B sinks [—
2] sources N w| Manopeatons
] User-Defined Functions _
w1 23] Additional Math & Discrete Model Verification
- T8 Aerospace Blockset Q
4 B COMA Reference Blockset V| i | Modebwide Utilies
< >

Ready Fl100% odeds

Figura C.2 Janela do Simulink Library Browser e da area do
arquivo untitled em que o diagrama sera construido.

E interessante adaptar os tamanhos das duas janelas para que ambas fiquem
visiveis, facilitando a introdugio das ferramentas e blocos no arquivo recém-criado.
Com esta providéncia, a tela estd preparada para introdu¢io dos blocos.

C.2 - CONSTRUINDO UM DIAGRAMA

C.2.1 — ProprosICAO

Nesta secao serdo ilustrados os principais procedimentos para a elaboragio de
um diagrama. Como exemplo, vamos elaborar um diagrama para um sistema de
segunda ordem massa—mola—amortecedor e observar o comportamento do
deslocamento da massa (resposta) quando a entrada ¢é uma forca degrau dada por:
10u(t — 0.4)N. A funcio de transferéncia deste sistema foi desenvolvida na se¢io

3.4.1 e é dada pela equagdo 3.95.

Para a simula¢ao adotaremos os valores: massa = 0,8 kg; coeficiente do
amortecedor = 8 N.seg/m; ¢ coeficiente da mola = 500 N/m, que resultam em: K =
0,002 m/N (ganho da fungao de transferéncia); ® = 25 rad/seg ou f, = 3,979 Hz
(freqiiéncia natural nao-amortecida); e { = 0,2.

C.2.2 — CoNsTRUCAO DO DIAGRAMA
O diagrama pode ser elaborado seguindo estas etapas:

a) Nomear o Trabalho

(1) Clique em File da barra de ferramentas do untitled e clique em Save as.
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(2)

Aparecerd 0 menu para gravagio. Procure a pasta desejada e entre com o nome
do arquivo. Neste exemplo o nome dado foi SegOrdem. O arquivo serd gravado
como SegOrdem.medl.

b) Carregar os Blocos Necessdrios

(1)
)

Dentre os itens listados da janela Simulink Library Browser, clique no item
Sources.

Aparecerao os blocos relativos a biblioteca de Sources. Procure o bloco Step.
Clique no icone e, mantendo o botio esquerdo do mouse pressionado, arraste
o icone para a drea de trabalho, Figura C.3.

SUGESTAO: Leve os blocos apenas uma vez. Cépias de blocos podem ser feitas
dentro da prépria janela do projeto.

Ainda dentro do item Sources, procure o bloco Constant e arraste-o para a drea
de trabalho.

Entre no item Sinks e arraste o icone Scope para a drea de trabalho.

Entre no item Math Operations e arraste os icones Product e Sum para a drea

de trabalho.
Entre no item Continuous e arraste o icone Integrator para a drea de trabalho.

NOTA: Uma vez colocados todos os tipos de blocos que serao utilizados para
efetuar o diagrama do sistema, maximize a tela do arquivo SegOrdem.

[ =] [ [Isegordem® [BEE

File Edt Wiew Smulstion Format Tools Help

(LRl | OeEd& && = 4

Step: Output a step.

= B Simulink -~
2] Commanly Used Blocks
| Continuous
] Discantinuities
2] Discrete
] Logic and Bit Operations
2] Lookup Tables
22| Math Cperations
2] Model verifieation

Random Number

Repeating Sequence

Flepealing Sequence
Interpolzted

Flepealing Sequence

FEEEE

2] Model-wide Uitiities =
2] Ports & Subsystems =
2 Signal Attributes
2] signal Routing
2 Sinks

> Sources

i1 | Signal Builder

ooo

o
oo

Signal Generator

Sine wave
2] User-Defined Functions
w1 2] Additional Math & Discrete
. Tl Aerospace Blockset
- B CDMA Reference Blockset Uniform Fandom
< Nuniber ~
Ready F100% odeds

Step

EEHE

Figura C.3 Visualizagédo da tela ap6s arrastar o bloco Step.

¢) Preparacao dos Blocos

(1)

)

Para duplicar o Integrator, com o botao direito do mouse clique e arraste o
icone para outro local da drea de trabalho, Figura C.4a. Soltando o botao, o
icone do novo Integrator aparece, Figura C.4b.

Repita duas vezes o processo de duplicagio para o icone Product, resultando em
trés Products. Idem para o icone Constant, resultando também em trés Constants.
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3)

4)

®)

(6)

7)

Dé um duplo clique sobre o icone Sum. Aparecerd um menu. No Icon shape
mude round para rectangular e no List of sign apague o que existe e entre “- -
+” (dois sinais negativos e um positivo).

Posicione o cursor em um dos vértices do icone Sum e arraste vertical e ho-
rizontalmente para mudar o tamanho do icone.

Clique com o botao direito do mouse sobre o icone Sum. Aparecerd um menu.
Clique no Format e um novo menu aparecerd. Clique no Flip block para
inverter o bloco, Figura C.4c.

1
15

Integrator Integrator

—d
Integrator1

a) Duplicacao b) Duplicado c) Somador preparado

Figura C.4 llustracéo do processo de duplicacdo e
visualiza¢@o do somador com trés entradas e sentido invertido.

Dé um duplo clique sobre o icone Scope. Aparecerd uma janela semelhante a
tela de um osciloscépio. Clique no icone Parameters da barra de ferramentas
da janela Scope. Aparecerd um menu. Apague o que estd no Number of axes e
entre o nimero 2.

Ainda com a janela dupla do Scope na tela, clique com o botdo direito do mouse
sobre a regido preta do primeiro grafico do Scope. Aparecerd um menu, Figura
C.5a. Clique em Axes properties ¢ entdo aparecerd o menu para defini¢ao dos
valores mdximo e minimo do eixo y. Para este primeiro gréfico, entre Ymin =
0 ¢ Ymax = 0.04, Figura C.5b. Repita o procedimento para o eixo y do segundo
gréfico e entre Ymin = 0 ¢ Ymax = 20, Figura C.5c.

ope’ prop 1 'Scope’ prop... [= | [ [X]

Zoom out T

Autoscale i [0 -mar [ 0.04 Semin: [ O Y-mar: [ 20

Save current axes seftings Titl [%<Signallabl>" rsplacsed by sianal rismsk Titls (%< SignalLabel " replaced by sigrsl nams)

Signal selection [ Zz<SignalLabet: [ Z2csianalL abel»

Axes properties... o oK, Cancel | Apply o Cercel | _tonty_|
a) Menu do Axes Properties b) Valores do Ymin e Ymax c) Valores do Ymin e Ymax

para o grafico 1 para o grafico 2

Figura C.5 Menus para as propriedades dos eixos.
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(13)

(14)

Clique no nome do icone Step. Digite Step = 10N.

Clique nos nomes dos fcones dos Constant’s e digite nos respectivos locais:
q g

massa; Coef. Amort.; e Coef. Mola.

Clique com o botao direito do mouse sobre o icone Step. Aparecerd um menu.
Clique no Step parameters e um novo menu aparecerd. Entre o valor 0.4 no
Step time e o valor 10 no Final value.

Clique com o botao direito do mouse sobre o icone Constant de nome massa.
Aparecerd um menu. Clique no Constant parameters ¢ um novo menu
aparecerd. Entre o valor 0.8 no Constant value. Repita o procedimento para
os outros blocos Constant’s colocando o valor 8 para o Coef- Amort. e o valor

500 para o Coef. Mola.

Arraste os blocos para posi¢oes que facilitardo as suas interligagoes. Procure
colocar todos os blocos de entrada (neste caso o Step) e também os blocos que
definem os parAmetros do sistema (os Constant’s) alinhados na parte inferior.
Quanto aos blocos de saida, posicione-os no lado direito do diagrama, Figura
C.6. Estas disposigoes facilitam as localizagoes dos blocos quando queremos
efetuar modifica¢bes das entradas e dos parAmetros para novas simulagoes.

1 il
- - E
Integrator Integrator

Product Scope

4 >

Froduct?

4 *

Froduct1

Sum

massa msmp:1 ulX Coef Amor. Coef. Mola

Figura C.6 Blocos preparados para realizar as interconexges.

Note que alguns blocos da Figura C.6 sofreram rotagdo. Para efetuar uma
rotagao de 90 graus, clique no bloco e depois aperte CTRL + R. Se apertar
novamente o CTRL + R, um novo giro de 90 graus ocorrerd.

Dé um duplo clique no bloco Productl. Aparecerd um menu para entrada de
pardmetros. No Number of inputs entre “*/” (asterisco e barra de divisao).
Com estas informagdes a primeira entrada ird multiplicar e a segunda dividir.

d) Interligando os Blocos

(1)

Para conectar dois blocos, clique na saida do bloco de origem e, mantendo o
botdo pressionado, leve a linha que apareceu para a entrada do bloco de destino.
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H4 outra maneira de efetuar a conexao. Clique no bloco de origem. Em seguida
aperte a tecla CTRL e clique no bloco de destino. Por exemplo, clique no
primeiro Integrator (integrador da esquerda). Depois, aperte a tecla CTRL e
clique no Integratorl. A conexao ¢ realizada e fica conforme Figura C.7a.

(2)  Paracriar um novo ramo de uma linha j4 existente, por exemplo, do Integrator
para o Product, clique em um ponto da linha com o botao direito do mouse
e arraste até um ponto, Figura C.7b. Para completar a conexao, clique no ponto
onde parou e, mantendo o botdo pressionado, leve a linha até a entrada do

bloco de destino, Figura C.7c.

(3) Repetindo os procedimentos de interconexao, faga todas as ligacoes até obter
um diagrama conforme a Figura C.8.

O—1 || &
s s S S

Integrator Integrator1 Integrator H Integrator1 Integrator
Product Product

Integrator1
Product

X 4 X

a) Ligacao de dois blocos b) Criagao de ramo c) Completa o ramo

Figura C.7 Visualizag@o da conex&o entre dois blocos,
criagdo de um ramo de uma linha existente e complementacdo do ramo.

1 1
> —> ¢ >
Integratar Integratart
Froduct EE0RE
o *
- ‘_
Froduct2
it
* [t - X |
. -
Froducti "
.
Sum

massa | | Stepslil | g |Coef.Am0r1. 500 [Coef. Maola

Figura C.8 Diagrama em Simulink para simula¢éo do
sistema de segunda ordem conforme parametros e condicdes propostas.
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C.2.3 — SIMULAGAO E RESULTADO

a) Parimetros da Simulagao

(1)

Na barra principal da janela da drea de trabalho do SegOrdem, clique sobre o

icone Simulation. Aparecerd um menu. Clique em Configuration Parameters
e aparecerd uma janela conforme Figura C.9.

()

Entre o valor zero no Start time e o valor 2.0 no Stop time. No Solver options,

entre Variable-step no Type e ode45 no outro. Entre o valor I e =5 no Relative
tolerance ¢ 1 e -6 no Absolute tolerance.

Hardware Implementation
Model Referencing

=1 FieakTime workshop Solver diagnestic canials

[] Automatically handle data transfers between tasks

Comments
Symbols Humber of consecutive min step size violations allowed: |1
Custom Code Conseculive zero crassings relalive tolerance: 101 28eps
Debug Humber of conseculive zera crossings allowed: 1000
Interiace
[ ok [ ceneel |[ Heb [ memk |

El Configuration Parameters: SegOrdem/Configuration @
Seleck Simulation time
. Start timez 0.0 Stop time: 2.0
Diata Impait/E sport
Olptinizsfici Solver optiors
= Diagnostics
Sample Tirme Type: Wariable-step | Solver. odedh [Dormand-Prince] ~
Data W licity Max step size: auto Fielative tolerance: | 1e5
Typs Conwersion Min step sice i Absolute tolerance: | 126
Cannectivity .
Compatibilty Inifial step size: auto
Muodel Referencing Zero crossing controk| Use local settings -

Figura C.9 Janela para entrada dos parametros da simulagao.

b) Simulagao e Resultado

(1)

Na barra de ferramenta da janela da 4rea de trabalho aparece um tridngulo

escuro que ¢ icone do comando direto do Start simulation. Clique sobre esse
comando para o Simulink efetuar a simulagzo.

(2)

Para ver as curvas de saida da simulacio, dé um duplo clique no Scope.

Aparecerd na tela o comportamento do deslocamento e no segundo grifico a

entrada degrau, Figura C.10.

524



- Scope EE

Figura C.10 Resultado gréafico da simulagédo do sistema de
segunda ordem conforme parametros e condiges propostas.

C.2.4 — SALVAR O SISTEMA

Na barra de ferramenta da janela do SegOrdem procure o icone do desenho
de um disquete e clique neste icone. Uma outra maneira seria através das teclas

CTRL + S.

C.3 — DESCRICAO DE BLOCOS USUAIS

Os blocos do Simulink estao agrupados em classes cuja lista pode ser observada
na janela do Simulink Library Browser, Figura C.2.
Nesta segao serdo discutidos alguns blocos usuais dos grupos:
° Continuous;
° Discontinuities;
e Math Operations;
e Signal Routing;
o Sinks e
o Sources.
As descri¢oes dos blocos selecionados estao apresentadas abaixo. Para quase
todos os blocos se faz necessdria a entrada de pardmetros. Como regra geral, um duplo

clique sobre o icone do bloco abre 0 menu que permite efetuar a entrada dos seus
respectivos parametros.
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C.3.1 — BLocos Usuais bo CoNTINUOUS

A Figura C.11 mostra blocos usuais do Continuous.

Lembramos que a letra “s” destes blocos nao é a varidvel de Laplace. O Simulink
trabalha com varidveis fun¢bes do tempo e ndo com varidveis transformadas. A leitura
da secio 4.4 esclarece em detalhes este ponto.

1 1
y = b y — b
e s+1

Integrator Transfer Fen

Figura C.11 Blocos mais utilizados do Continuous.

Abaixo temos as principais caracteristicas desses blocos.

a) Integrator
Finalidade: Integrar o sinal de entrada, comegando do valor inicial.
ParAmetro: Initial condition — Condigao inicial da saida (o padrao ¢ zero).
b) Transfer Fcn
Finalidade: Implementar uma fungdo de transferéncia linear.
ParAmetros: Numerator — Coeficientes do numerador.
Denominator — Coeficientes do denominador.

Os parAmetros deste bloco so vetores (escritos entre colchetes) que especificam
os coeficientes de s, em ordem decrescente de poténcia, dos polinémios do numerador
e do denominador da fungao de transferéncia. Por exemplo, fazendo:

Numerador: [1 2]
Denominador: [3 2 0]

significa que a fungdo de transferéncia tem a forma:

s+2  s+2
3s+2s s(3s+2)

Transfer Fcn= (C.1)

NOTA: A ordem do numerador deve ser igual ou menor que a ordem do
denominador.

C.3.2 — BLocos Usuais bo DISCONTINUITIES

A Figura C.12 mostra blocos usuais do Discontinuities.

Abaixo temos as principais caracteristicas desses blocos.
a) Dead Zone

Finalidade: Simular fenémenos que tém zona morta, sem histerese.
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ParAmetros: Start of dead zone — Valor do inicio da zona morta.
End of dead zone — Valor do fim da zona morta.
b) Saturation
Finalidade: Limitar a amplitude de um sinal.
Pardmetros: Upper limit — Limite superior da saida.

Lower limit — Limite inferior da saida.

vam S

Dead Zone Saturation

Figura C.12 Blocos usuais do Discontinuities.

C.3.3 — BLocos Usuais bo MaTH OPERATIONS

A Figura C.13 mostra blocos usuais do Math Operations.

+

1" d x b >|>> lul P
.

Product Gain Abs

Sum

Figura C.13 Blocos usuais do Math Operations.

Abaixo temos as principais caracteristicas desses blocos.

a) Sum

Finalidade: Somar os sinais de entrada.
ParAmetro: List of signs — Lista de sinais.

O bloco Sum faz operagdes matemdticas de soma e/ou subtragio. Na verdade,
ele sempre faz a adi¢o, mas multiplica cada entrada por +1 ou —1, de acordo com
o sinal especificado na respectiva entrada.

A lista de sinais, além de implementar a légica algébrica que serd aplicada aos
sinais de cada entrada para produzir a saida, estabelece a quantidade de entradas que
o bloco terd. Por exemplo, “+ — +” implica um bloco preparado para trés entradas,
sendo duas para somar e uma para subtrair. Algebricamente seria:

(Saida) = (+1).(entrada 1) + (=1).(entrada 2) + (+1).(entrada 3).
b) Product

Finalidade: Multiplicar os sinais de entrada.

Pardmetro: Number of inputs — Numero de entradas ou operagdes de multi-
plicagio e divisao.
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Se digitar um ndmero no Number of Inputs, todos as varidveis entrarao
multiplicando. Se digitar asterisco e barra de divisao (“*” e “/”), além de implementar
a multiplicagao e divisao, informa a quantidade de entradas que o bloco terd. Por
exemplo, “* / *” implica um bloco preparado para trés entradas, sendo duas para
multiplicar ¢ uma para dividir. Algebricamente teremos: (Safda) = (entrada
1)*(entrada 3)/(entrada 2).

c) Gain
Finalidade: Multiplicar a entrada por uma constante.
ParAmetro: Gain — Valor do ganho.

d) Abs

Finalidade: Produzir na saida o valor absoluto da entrada.

C.3.4 — BLocos Usuals bo SicNAL RouTtinG

A Figura C.14 mostra os blocos usuais do Signal Routing.

Switch
Mux

Figura C.14 Blocos usuais do Signal Routing.

Abaixo temos as principais caracteristicas desses blocos.

a) Mux
Finalidade: Organizar e agrupar diversas varidveis em uma sé linha.
Pardmetro: Number of inputs — Nimero de entradas.

b) Switch

Finalidade: Deixar passar a entrada 1 ou a entrada 3, dependendo do teste
condicional aplicado a entrada 2.

ParAmetros: Criteria for passing first input — Teste condicional.
Threshold — Valor de referéncia para o teste condicional.

Com um duplo clique no icone Switch acessamos um menu para entrar o
critério do teste e o parAmetro de referéncia. O Switch submete a entrada 2 ao teste
condicional que produz uma varidvel 16gica interna. Se o resultado do teste for
verdadeiro, o Switch deixa passar a entrada 1; se for falso, o Switch deixa passar a
entrada 3.
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C.3.5 — BLocos Usuals Do SINKS

A Figura C.15 mostra blocos usuais do Sinks.

|:I @ A simout

Scope XY Graph To Workspace

Figura C.15 Blocos usuais do Sinks.

Abaixo temos as principais caracteristicas desses blocos.
a) Scope
Finalidade: Fazer grificos de varidveis em funcio do tempo.
Pardmetros: Os principais sao:
Number of axes — Nimero de entradas e também de graficos.

Limit data points to last — Quantidade mdxima de pontos do
grafico;

Save data to workspace — Envia dados para o Workspace do
MATLAB.

Tem como submenu:
— Variable name — Nome da varidvel;
— Format — Formato da varidvel (use Array para matriz).

Axes properties: Valores de Ymin e Ymax do eixo do respectivo
grifico.

Para entrar no Number of axes, Limit data points to last, Save data to workspace,
Variable name e Format, primeiramente dé um duplo clique sobre o icone Scape e depois,
na janela semelhante  tela de um osciloscépio, clique no icone Parameters da barra de
ferramentas. Aparecerd o menu Scope Parameters para entrada destas informagoes.

Para entrar no Axes properties, clique com o botio direito do mouse sobre a
regido preta do gréfico do Scope. Aparecerd o menu para entrar os valores mdximo
e minimo do eixo y (vide Figura C.5).

b) XY Graph
Finalidade: Fazer o gréfico de uma varidvel contra outra (¥ em fungio de X).
Pardmetros:Valores de Xmin, Xmax, Ymin ¢ Ymax dos eixos do grifico.
NOTA: A primeira varidvel corresponde ao eixo X.

¢) To Workspace
Finalidade: Enviar dados para o Workspace do MATLAB.
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Pardmetros: Variable name — Nome da varidvel.
Limit data points to last — Quantidade méxima de pontos a ser
enviados.
Decimation — Intermiténcia do envio dos dados.
Save format — Formato a ser gravado (use array para enviar matriz).

Se entrarmos com um ndmero pequeno no Limit data points to last, o array
enviado conterd uma quantidade de linhas igual a este nimero e o conjunto de dados
serd da parte final da simulagao.

O Decimation especifica a maneira intermitente do envio de dados. Quando
usamos o formato array, os dados sao organizados em forma de matriz, em que cada
coluna corresponde a uma varidvel e nas linhas temos as variagoes das grandezas no
tempo. Se chamarmos de LE os indices das linhas enviadas da matriz, entdao LE =
[ 1 + n. (Decimation)], com n = 0, 1, 2, etc. Por exemplo, se Decimation for igual
a I, as linhas serdo enviados uma apos a outra, em seqiiéncia, pois LE = 1, 2, 3... .
Contudo, as linhas armazenadas no Workspace dependerao do Limit data points to

last.

NOTA: Independentemente de usar ou nao o bloco 7o Workspace, um vetor
chamado de “zour”, correspondente aos dados do tempo, ¢ exportado para o Workspace
do MATLAB.

C.3.6 — BLocos Usuals bo SouRcESs

A Figura C.16 mostra os blocos usuais do Sources.

o [} [T}

e Constant Step

/> Vi

Ramp Sine Wave

Figura C.16 Blocos usuais do Sources.

Abaixo temos as principais caracteristicas desses blocos.
a) Clock

Finalidade: Prover o tempo de simulaggo.
b) Constant

Finalidade: Prover um valor constante.

Pardmetro: Constant value — Valor da constante (independe do tempo).
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c) Step
Finalidade: Gerar uma fun¢ao degrau.
Pardmetros: Step time — Tempo em que ocorrerd o degrau.
Initial value — Valor inicial da saida antes de ocorrer o degrau.
Final value — Valor final da saida apds ocorrer o degrau.
d) Ramp
Finalidade: Gerar uma fun¢ao rampa.
Pardmetros: Slop — Coeficiente angular.
Start time — Tempo no qual a rampa tem inicio.
Initial outpur — Valor da saida antes do inicio da rampa.

O Simulink aceita valores negativos para o Start time, porém as simulagoes
s30 executadas somente para o tempo igual ou maior que zero. Normalmente o Start
time é maior que zero e, neste caso, a funcio Ramp permanecerd constante (igual
ao Initial output) de zero até o Start time.

e) Sine Wave
Finalidade: Gerar uma fun¢io senoidal.
ParAmetros: Bias — Valor médio da onda.
Frequency — Freqiiéncia.
Phase — Fase.
Amplitude — Amplitude do seno.

C.4 — INFORMACOES PARA MANIPULACAO

Conhecer os procedimentos de manipulagao auxilia elaborar diagramas e
realizar as simulagoes.

Nesta se¢ao observaremos alguns importantes procedimentos para:
— manipula¢io do sistema;

— manipulagdo de blocos; e

— manipula¢do de linhas.

As manipulagdes aqui apresentadas estao descritas de maneira resumida e em
forma de tabelas. A simbologia usada significa:

bE — botao Esquerdo do mouse;
bD — botao Direito do mouse.

Quando nio for mencionado nenhum botao, fica implicito que é o botao
esquerdo do mouse.
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C.4.1 — MANIPULACAO DO SISTEMA

Tabela C.1 Manipulacdo do sistema.

Procedimento

Objetivo

Iniciar a simulagio. Barra de ferramentas, menu Simulation, Start.

Parar a simulagio. Barra de ferramentas, menu Simulation, Stop.

Barra de ferramentas, menu Simulation, Simulation
parameters.

Janela para entrar pardmetros para
simulagio.

Modo de simula¢do normal. Barra de ferramentas, menu Simulation, Normal.

Ampliar desenho do diagrama. Barra de ferramentas, menu View, Zoom in.

Diminuir desenho do diagrama. Barra de ferramentas, menu View, Zoom out.

Enquadrar desenho do diagrama na tela. | Barra de ferramentas, menu View, Fit system to view.

Criar um texto na drea de trabalho. Dé um duplo clique no local da 4rea de trabalho e

digite o texto.

trabalho

Entrar um texto enquadrado na drea de

Entre no Simulink Library Browser, clique em
Model-Wide Utility e arraste Model Info para a drea
de trabalho. Dé duplo clique no bloco e na drea
Enter text do menu edite o texto.

C.4.2 — MaNIpuLACAO DE BLocos

Tabela C.2 Manipulagéo de blocos.

Objetivo

Procedimento

Selecionar um bloco.

Clique sobre o bloco.

Inverter o sentido do bloco.

Selecione o bloco, barra de ferramentas, menu Format, Flip

block.

Rodar 90 graus o bloco.

Selecione o bloco, barra de ferramentas, menu Format, Rotate

block ou teclas CTRL + R.

Mover bloco de local.

bE e mantendo pressionado arraste para novo local.

Copiar bloco da biblioteca para a

4rea de trabalho.

bE ¢ mantendo pressionado arraste para um local da drea de

trabalho.

Copiar bloco dentro da drea de

trabalho.

bD e mantendo pressionado arraste a copia do bloco para
outro local da 4rea de trabalho.

Mudar tamanho do bloco

Selecione o bloco e, em um dos vértices, arraste na vertical e
horizontal para obter novo tamanho.

Selecionar virios blocos.

Mantenha a tecla Shift apertada e clique sobre os blocos.

Mudar posi¢ao do nome do bloco

Selecione o bloco, barra de ferramentas, menu Format, Flip
name.

Mudar a fonte do nome do bloco

Selecione o bloco, barra de ferramentas, menu Format, Font.

Esconder o nome do bloco

Selecione o bloco, barra de ferramentas, menu Format, Hide
name.

Mostrar o nome do bloco

Selecione o bloco, barra de ferramentas, menu Format, Show
name.

Editar o nome do bloco

Clique sobre o nome do bloco e digite o texto.
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C.4.3 — MANIPULACAO DE LINHAS

Tabela C.3 Manipulacéo de linhas.

Objetivo

Procedimento

Criar uma linha conectando dois blocos.

(i) Clique na saida do bloco de origem e arraste até a
entrada do bloco de destino. Se precisar mudar a
diregdo, solte o bE e reinicie a partir daquele ponto.
Nota: 0 6D também conecta.

(ii) Clique no bloco de origem e depois, com a tecla
CTRL pressionada, clique no bloco de destino.

Selecionar uma linha.

Clique sobre a linha.

Mover o vértice da linha.

Selecione a linha, clique no vértice e arraste para o local
desejado.

Criar um vértice em uma linha.

Selecione a linha. Mantendo a tecla Shift apertada,
clique sobre o ponto da linha e arraste o vértice criado.

Criar um ramo a partir de um ponto da

linha.

4D no ponto da linha e mantendo pressionado arraste
criando o inicio do ramo. Solte o &D e reinicie com o
bE (ou com o proprio bD) até o bloco de destino.

Selecionar vérias linhas.

Mantenha a tecla Shift apertada e clique sobre as
linhas.

Criar nome da linha.

Duplo clique na linha e edite 0 nome.

Mudar ou editar nome da linha.

Clique no nome e edite.

Mudar o local do nome da linha

Clique no nome e arraste para a nova posicao.

Apagar o nome da linha.

Mantenha a tecla Shift apertada, clique sobre o nome e
aperte a tecla Del.

C.5 — EXERCICIOS RESOLVIDOS

C.5.1 — Exercicio 1: Uso pos BLocos: TRANSFER FcN,
Mux E To WORKSPACE

Para o sistema com fun¢do de transferéncia dada pela equagio C.1, fazer o

diagrama de blocos e a simulagdo considerando:

a entrada ¢ uma onda senoidal com Amplitude = 1; Bias = 0; Frequency = 1

rad/sec; ¢ Phase lag = 0.

observar ambos os sinais de entrada e saida em uma s6 tela do Scope. Adotar

para o eixo Y: Ymin = —5; e Ymax = +5.

enviar para o Workspace os trés conjuntos: (i) um vetor coluna gin contendo
o sinal de entrada; (ii) uma matriz com o nome gin_e_qout de duas colunas
contendo respectivamente os sinais de entrada e saida; e (iii) uma matriz com
o nome ScopeData de trés colunas contendo, respectivamente, o tempo ¢ 0s

sinais de entrada e saida, usando o bloco Scope.
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e usar os Simulation parameters: Start time = 0; Stop time = 30; Solver: variable
step, ode45; Relative tolerance = 1e-6; e Absolute tolerance: auto.

As Figuras C.17, C.18 e C.19 mostram, respectivamente, o diagrama de blocos,
os gréficos e a tela do Workspace.

¥

Sine Wave

s+2

352425

Transfer Fen

gin
To Warkspace1 gin_e_qout
To Workspace
»
i 1]
»
Ll
Scope
Mux

Figura C.17 Diagrama do exemplo 1, conforme proposto.

Time offset [0

Figura C.18 Graficos do exemplo 1 mostrando a entrada (onda senoidal) e a saida.
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) MATLAB [AEE

File Edt Debug Desktop Window Help

O & oo oo B Bl % | ctrguivos de programasia TLABR2006atwork ~ J
. x

Matne Walue Class > gin (31:1:33,:) -

H ScopeData <90%3 double> double

M ans [8.7607 -0.320G 1.... double ans =

H qin <801 double> double

FH qin_e_gout <902 double> double -0.3296

FH tout <80x1 double> double -0.6052

-0.8298
»r gqin_e_gout (31:1:33,:)
ans =
-0.3296 1.6091
-0. 6052 1.6143
-0.8208 1.5554
»» SeopeData (31:1:33,:)
ans =
5.7807  -0.3298 1.6001

10.0748 -0, 6052 1.6143
10,4035 -0.8298 1.5554

< 2| >

Figura C.19 Tela do MATLAB mostrando que o Workspace recebeu as variaveis da simulacao.

C.5.2 — Exercicio 2: ResposTA DE SISTEMAS DE 12 ORDEM A ENTRADA RAMPA

Fazer o diagrama e obter simultaneamente as respostas de trés sistemas de
primeira ordem independentes. Todos os sistemas tém entrada rampa. Os ganhos
dos trés sistemas sao iguais a K = I e as constantes de tempo sdo, respectivamente,
T,=01seg; T,=1,2sege T, = 4 seg.

Utilize os seguintes parimetros:

o Simulation parameters: Start time = 0; Stop time = 12; solver: Variable step,
ode45; Relative tolerance = 1e-6; e Absolute tolerance: auto.

o Scope properties: Number of axes = 3; e Time range = 12, Axes properties (para
gréficos 1, 2 e 3): Ymin = 0 ¢ Ymax = 5.

o Ramp: Slope = 1; Start time = 0; ¢ Initial output = 0.
As Figuras C.20 e C.21 mostram o diagrama de blocos e os gréficos.

L1
0.15+1

Ramp1 Transfer Fon

,
1 S

;

125+
Ramp2 Transfer Fenl »
Scope
1_
45+1
Ramp Transfer Fon2

Figura C.20 Diagrama do exemplo 2, conforme proposto.
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) Scope EE‘

&8 LLL ARE B AR

Figura C.21 Graficos do exemplo 2 ilustrando as diferengas das saidas
com a mudanga da constante de tempo do sistema de primeira ordem.

C.5.3 — Exercicio 3: UM SIsSTEMA com ATRITO

O sistema nao-linear da Figura C.22 ¢ constituido de um corpo com massa
desprezivel, uma mola linear de coeficiente Km = 2 N/m e coeficiente de atrito cinético
(deslizamento) igual ao coeficiente de atrito estdtico K= 0,2; a forca de atrito é Ff.
Ele tem trés entradas: a forca P(2), o deslocamento e e a velocidade é. A saida do sistema
¢ 0 deslocamento e

O objetivo deste exemplo ¢ implementar o diagrama para simular o sistema.
O diagrama foi efetuado e estd na Figura C.23.
Para testar o diagrama e facilitar a visualizacao da simulagao foram efetuadas
as seguintes consideragoes:
(i)  Foi adotada uma forca P(t) constante e com valor igual a 5N.

(i) As outras entradas (a velocidade € e o deslocamento €) foram criadas
utilizando um gerador de pulsos ¢ um integrador.

(iii) No inicio (# = 0) o sistema estd em repouso e a forga da mola é zero.

(iv) Para asimulagdo, os valores adotados foram: Simulation parameters: Start time =
0; Stop time = 10; Solver: Variable step, ode45; Relative tolerance = 1e-3; Absolute
tolerance: auto; bloco Scope: Scope properties: Number of axes = 3; Time range =
10, Axes properties (para gréficos 1, 2 e 3): Ymin = -3 e Ymax = 3; bloco Pulse
generator: Pulse type: time based, Amplitude = 2, Period(secs) = 4, Pulse widith =
50, Phase delay = 0; bloco Switch (Hold/Release): criteria: U2 >= Threshold,
Threshold = 0; bloco Signum (Sign): ativar Enable zero crossing detection.
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e, e e
£ ;
Atrito Km
Kf=02—_| L AAAA
N

Mesa )&

Figura C.22 Configuracédo do sistema com atrito.

Massa desprezivel

Zerar a
1 | Media do
Pulso

Pulse |
Generator 2 | Const. Mola (Km)

(=]

Forca Ff
| Scope

1/s

Auxd >0 Release
AuxS =0 Release
Aux5 <0 Hold

1 =Y 1
— |4 —_—
0.0015+1 Transfer Fen | oo 1eet
HoldRelease i eerFen 1 PR <0
uxl1=-1 se e'<
Memory l—_| Aux1=0 se e'=0
y Y Aux1=+1se e'=>0
a' ~ _||_| A
AuxB Sign
Multiplicador 3] >
Aux2
Auxb Auxd = ITI:__
KiP/Km| LA » Multipl
plicador 2
Inversor Sum 4 Aux3
Divisor
4 5
Aux3

Coef. Atrito (k) ForcaP

Figura C.23 Diagrama em Simulink para o sistema com atrito da Figura C.22.

Note no diagrama a presenga de trés blocos: o Memory, o Tranfer Fen ¢ o
Tranfer Fenl. Estes foram utilizados para atender a um dnico objetivo: eliminar as
malhas fechadas (“loops”) algébricas. Como esses blocos inseridos tém altas velo-
cidades de resposta, as suas interferéncias na simulagao sao despreziveis.

Como exercicio e para melhor entender o funcionamento do diagrama reco-
mendamos executar manualmente a simulagdo, incremento por incremento de
tempo. Desta forma serd possivel acompanhar o comportamento das varidveis €, e,
Auxl, Aux2, etc.

A Figura C.24 mostra os grificos obtidos das varidveis: e, e, ¢ For¢a F,.
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Figura C.24 Resultado gréafico da simulagdo do diagrama da Figura C.23
mostrando o deslocamento e (primeiro grafico), o deslocamento e,
(segundo grafico) e a forga de atrito Forga F, (terceiro grafico).

C.6 — EXERCICIOS PROPOSTOS

EX1 —Implementar no Simulink o diagrama da Figura 8.18. Simular o sistema
com o objetivo de obter uma resposta conforme as Figuras 8.19 e 8.20.

EX2 — O sistema da Figura EC.1 tem o seguinte modelo dinimico linear:

(A1D+C3)hl_cshz =Q
_C3r11+(AzD+Cs+C4)hz =Q,
em que:

D ¢ operador derivativo;

A » C3, A2 eC , s30 constantes do sistema.

Elaborar o diagrama de blocos para o Simulink.

M M

Tanque 2

 (area=A2)

q1-0

Tanque 1
(rea=A1)" ™ h,

—

m—
Rf1 RfZ

Figura EC.1
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EX3 — O programa de simulagao digital Simulink pode facilitar o exame do
teste do pseudoimpulso verificando se ele é suficientemente de curta duragao para
ser tratado como um impulso perfeito de mesma drea.

Estude este detalhe usando um sistema de segunda ordem e um pulso retan-
gular, Figura EC.2.
O sistema ¢ dado por: (32 +2fw,s+ a)f)yz X, com @ = I rad/sege {=0,2.

Para obter a resposta do impulso perfeito use um conjunto especial de condigoes
iniciais, ou seja, y=+1,0 ¢ y=0 (vide Capitulo 4, se¢ao 4.7, e Capitulo 5, equagio
5.37).

Variando 7, observe o efeito da dura¢ao do pulso na resposta do sistema e
compare com a resposta do impulso perfeito.

Execute a simulagio e comente resumidamente os resultados. Faga 7" = 0,05;

0,1; 0,5; 0,8; 1,5; 3; e 6 segundos.

AX(t)

(/T)

~ Vv

T
Figura EC.2
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APENDICE D

TEOREMAS E TABELA DA
TRANSFORMADA DE LLAPLACE

D.1 - TEOREMAS DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

A listagem dos teoremas é um resumo e nao contém os detalhes e/ou restrigoes
envolvidos na teoria da Transformada de Laplace. Por exemplo, na primeira linha
(Defini¢ao) no estd mencionado que f{z) precisa atender a trés condigoes: (i) continua
por partes; (ii) ter valores iguais a zero para ¢ < 0; e (iii) ser de ordem exponencial.
Portanto, esta listagem deve ser usada somente apds o estudo do Capitulo 4.

Tabela D.1 Teoremas da Transformada de Laplace.

Definigio (]2 F(s) 2], f(t)ed

T ' [af (t)]=aF (s);, a = constante
inearidade
L)+ £ (1)]=F.(s) +F(s)
Z[t0)]=s"F(s)-) s £ D(0)
Derivadas a1 ) k=1
t
fOo2—22 021t

W2 102

n (k) (A+
[re)-F, 3 100

Integrais S S

£59 (1) 2 j~--jf(t)(dt)k:: FO(t)2 £ (t)

Valor Inicial

limf(t)=f (az)zlirst(s) (vide Figura 4.13)

Valor Final

t—0"
!imf(t):lirgsF(s)

Fungio Defasada

Z[f(t-a)u(t-a)]=e™F(s); a>0

Fungio Periddica

(Periodo = T)

()2 f(t); para 0<t<T
e 0; parat<0 e t>T

st)=_F0)

1— efTS

Convolugio ,Z"[Fl (s)F, (S)] = J; f,(2)f,(t—7)dr
Mudanga de Escala 7 [f(/a)]=aF(as)

Derivagio Complexa

setol=cor &

F(s)
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D.2 - TABELA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

A partir do par nimero 4 da Tabela D.2 estd subentendido que todas as fun¢oes
do tempo sao multiplicadas por # (2) para atender a uma das condigdes de fungdes
transformdveis (nulas para # < 0) e para colocar as descontinuidades da origem dentro
do intervalo de integragao da transformada.

Se a fungdo do tempo tiver Angulo de fase, este deve ser expresso em radianos
e o seu valor deve ser determinado de acordo com o quadrante; vide Figura A.1 do

Apéndice A.

Tabela D.2 Tabela de Transformadas de Laplace.

Par n* F(s) f@
1 S (5; (t); primeira derivada do impulso unitdrio.
2 1 3, (t); impulso unitrio.
3 % u, (t); degrau unitério.
4 }é ) t
5 31; (n _11) ) t"!  (u = inteiro positivo)
6 L e
S+a
7 (s+1a)” (n _11) l t"te®  (n = inteiro positivo)
g 1 1-e®
s(s+a) a
l l —at —at
9 ssraf 7 (1 e ate )
1 1
10 - = (e*+at-
F(s+a) 72 (e +at 1)
s+b b-a b, a-b
1 1 —at -~
F(s+a) et at+ R
2 2
12 STas 87387 % g, Gy, 237K
s’(s+a) a’ a a
1 —at b
13 e at e t
(s+a)(s+b) b-a
S 1 Sat g bt
1 (s+a)(s+b) a_b(ae be™)
s s+c (c-a)e® —(c-b)e™
(s+a)(s+b) b-a
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Tabela D.2 Tabela de Transformadas de Laplace. (Continuacéo.)

Parn® F() f@
16 1 i N be—a’l _ae—bl
s(s+a)(s+b) ab ab(a-b)
17 S+cC c c-a ety c-b ot
s(s+a)(s+b) ab a(b—a) b(b—a)
8 s’ +a,s+a, ' a2—a1a+aoe_at_ bz—a1b+aoe_bt
s(s+a)(s+b) ab a(a-b) b(a-b)
19 1 o a+b+ 1 |e™ e*
s*(s+a)(s+h) ab (abf a-b| b* a’
1 2t 2
- t —_ 2 _ 1
192 Sz(rls+1)(rzs+l) (rl+12)+ - 1[rze ;€ ]
s+a ab-a(a+h) &, @-a . &-b _u
St
20 s’(s+a)(s+b) (aby Tab az(a—b)e +bz(a—b)e
s’ +a,s+a, aab-a,(a+b) a,, a’-aa+a, ., b’-ab+a,
21 i 3 R S e+ e
§*(s+a)(s+hb) (ab) ab  a’(a-b) b?(a-b)
5 1 e—at . e—bt . e—ct
(s+a)(s+b)(s+c) (b-a)(c-a) (a—b)(c—b) (a—c)(b-c)
S+ - - H-b H-C
B | sra)stb)stc)| b-a)c-a)° (@=b)c=b)° (a-c)b-c)
by | Srasta a’-aa+a o b-abta ., ’-acta .
(s+a)(s+b)(s+c)| (b-a)lc-a) (a=b)(c-b) (a=c)b-c)
a
25 Fia sen(at)
s
26 = cos(at)
1 1
9 < a
7 (Sraf+b? o€ sen(bt)
s+a »
28 m e COS(bt)
} _ A\ 2 -at
N sta, b./(a0 a) +b* e* sen(bt+9)
2
(s+a) +b” emque ¢ =arctg
1 1
30 m ?(l—COSbt)
1 1
+ e sen(bt—
31 1 a’+b® pyaZ+b’ (bt=¢)
s|s+ay +b?]

em que: ¢ = arctg i
-a
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Tabela D.2 Tabela de Transformadas de Laplace. (Continuacéo.)

Par n* F(s) f®
1+ \/Lze*”‘””sen (wnﬁt —¢)
1-¢
emque: ¢ :arCth
31a 1 —— Nota: Relagdo entre os pardmetros do par n® 31a e n° 31:
2ty +5007) | ey {o,=a
-2 -2
o1-C% =b
2 2
1 [(a,—a) +b°
3 _sta affbﬁame sen(bt+0)
s[(s+ a)2+b2] em que: ¢ =arctg—2— — arctg -~
_ -a
a t 1
33 PRIk
) a =
1 2a 1 .
t— +=e* sen (bt —
s’ |(s+a)f +b? b
em que ¢=2arctg—
que: ¢ 975
e—ct l _at
+ e sen(bt-¢)
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A
Acelerometro, 83
Acoplamento flufdico, 373
Amortecedor
de translagio, 32
ideal, 32
linear, 32
nio-linear, 159
torcional, 33
Amortecedor equivalente, 375
Amortecedor mais realista
esquema, 370
fungido de transferéncia, 372
resposta em freqiiéncia, 373
Amp-op, 72
Amplificador operacional
entrada inversora, 73
entrada nio-inversora, 73
ganho, 73
montado como integrador, 74
simbologia, 72
Amplitude modulada
defini¢do, 310
resposta de um sistema, 311
Anilise, 8
Andlise de perturbagio, ver linearizagao
Andlise dimensional, 131
Anisotrépico, 14
Arte de modelar, 2

B

Bomba autocompensada, tipo proporcional
andlise de distirbio, 433
condi¢io de estabilidade, 433
diagrama do modelo dindmico, 431
diagrama funcional, 425
esquema da bomba, 424
estabilidade do modelo linearizado, 431
modelo dindmico de perturbagio, 431
modelo linearizado, 432
principio de operagao, 423
vazio tedrica, 429

Bomba controlada e motor
amortecedor equivalente, 411
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discussio do modelo, 413

funcio de transferéncia, 413

inércia equivalente, 411

vélvula de alivio, 408

vélvula de retengio, 408
Bulk Modulus, 49, 391

C
Capacitancia fluidica, 44
Capacitincia térmica, 40
Capacitor, 35
Cilindro controlado por vdlvula
esquema, 415
funcio de transferéncia, 423
vdlvula centro aberto (underlapped), 417
vilvula centro critico, 417
vélvula centro fechado (overlapped), 417
Circuito elétrico
com amplificador operacional, 72, 75
com gerador de corrente, 69, 71
com impedancias equivalentes, 66, 68
LCR, 61
RC, 58
Co-espectro, 331
Coeficiente de rigidez volumétrico, 49
Compressibilidade de liquidos, 48, 49, 391
Computador analégico, 344
Computador digital, 344
Condigdo de regime permanente, 131
Condicoes iniciais, 175, 176, 181, 221
Constante de tempo, 60
Controlador PID pneumdtico
diagrama-padrio, 441
esquema, 442
fungio de transferéncia, 445, 446
resposta em freqiiéncia, 448
Controle
diagrama-padrio (nomenclatura), 441
diagrama do PID, 441
proporcional e integral, 111
Convengoes de sinais, 23
Convolugio, 192, 293
Cramer, 475
Critério de Routh, 128, 431



D
Decibel (db), 265
Degrau unitdrio, 75, 163, 165
Densidade espectral
de transiente, 312
do impulso, 316
do impulso realizdvel, 318
Derivadas (férmulas), 469
Descarga, 26
Determinantes
co-fatores, 473
matriz inversa, 473
propriedades, 472
regra de Cramer, 475
Diagrama de blocos
de fungio de transferéncia, 57, 196
somador, 96
Din4mica (conceito), 5
Dinimica de sistema
defini¢ao, 5
subdreas, 6

E
Efeito de carga, 7
Entrada
aleatéria, 11
defini¢io, 6
determinfstica, 10
modelos, 9
Equagio caracteristica, 478, 484
Equagio de estado para gases, 47, 110
Equagdes diferenciais
equagdo caracteristica, 478, 484
equagdes diferenciais simultaneas, 483
método cldssico, 476
método dos coeficientes indeterminados, 479
operador D, 478
ordem da equagio, 477
ordindria, 476
parcial, 476
principio da superposi¢ao, 483
solu¢do da homogénea, 478
solugdo da particular, 478
Escoamento
regido de transi¢o, 44
regime laminar, 43
regime turbulento, 43
Excitagdo paramétrica, 10

F

Fator de amortecimento, 63
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Fator de compressibilidade, 48
Forca eletromotriz de auto-indugio, 37
Fourier
filero, 353, 354, 355
Transformada, 329
Freqiiéncias do sistema de 2 ordem
de ressonincia, 262
do pico da relagao de amplitudes, 262
natural amortecida, 206, 225, 262
natural nio-amortecida, 63, 262
Fun¢io continua por partes, 144
Funcio de ordem exponencial, 144
Fungio de transferéncia
com Laplace, 195
operacional, 55, 56, 123
senoidal, 252
senoidal efetiva, 350
utilizagao geral, 339
Fungio defasada, 153
Fungio degrau unitdrio
definicao, 75, 142, 154
Transformada de Laplace, 163, 165
Funcgao descritiva
conceito, 344
de um relé ideal, 353
filtro de Fourier, 353, 354, 355
fungao de transferéncia senoidal efetiva, 350
hipéteses envolvidas, 350
Funczo impulso (Delta de Dirac)
defini¢ao, 166
densidade espectral, 316
multiplicagio com outra fungio, 177
resposta de um sistema linear, 292, 295
substituicao de condicoes iniciais, 179, 221
teste, 316
Transformada de Laplace, 166
Fungio rebatida (espelhada), 164, 193, 201
Fungao sign, 159
Fungdes com fungio degrau, 164
Fungoes transitdrias
conceito, 164
ver resposta
Fungdes trigonométricas
equagdo de Euler, 468
relagoes envolvendo senos e cossenos, 469
seno e cosseno em termos polares, 468

G

Ganho
de fungdo de transferéncia, 123
derivativo, 124, 126



integrador, 124, 126

paramétrico k, 127

proporcional, 124, 125
Gases perfeitos, 47, 110
Grifico de Bode, 264

H

Homogéneo, 14

I
Impedancia equivalente

em paralelo, 65

em série, 64
Impulso, ver fun¢do impulso
Indugio mitua, 38
Indutor, 37
Inércia equivalente, 375
Inertincia flufdica, 46
Integragio com impulso, 168
Integragao por partes, 147
Integrador, 74, 117, 526
Integrais (férmulas), 470
Integral de convolugdo, 192
Isotrépico, 14

L

Lei da conservagio da energia, 27

Lei da conservagao da massa, 25, 394

Lei de Kirchhoff
lei das malhas, 24
lei dos nds, 25

Lei de Newton, 23

Limites (férmulas), 471

Linearizaciao
andlise de perturbagao, 345
conceito do método, 344
erro de linearizagao, 346
interpretagao da linearizagdo, 347
outros métodos de linearizagao, 349
série de Taylor truncada, 346
varidvel de perturba¢io, 346

M

Material
anisotrépico, 14
homogéneo, 14
isotrépico, 14

MATLAB
comand window, 488, 489
comando belp, 488

comentdrio, 491
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expansdo em fragdes parciais, 510
gréficos bidimensionais, 507
funcoes, 495, 496
fungdes complexas, 494
fungbes matriciais, 504
linhas de comando, 490
matriz singular, 502
matrizes e vetores, 497
operagbes com matrizes, 499
operagbes comparativas e légicas, 505
ponto-e-virgula, 491
raizes de polinémio, 507
regras para definicao de varidveis, 490
resposta em freqiiéncia, 513
tipos de formatos, 496
toolboxes, 488
virgula, 491
workspace, 489
Matriz do sistema, 56
M¢étodo de Routh, 128, 431
Modelagem
com harmonia e coeréncia, 130
experimental, 236
fluxograma da organizagao, 20
Modelo fisico esquemdtico, 52
Modelos
analfticos, 12
classificacao dos analiticos, 11, 13
computacionais, 12
fisicos, 3
matemdticos, 3
Mola
de prato, 28
de translago, 28
ideal, 27
linear, 27
torcional, 31
Momento de inércia
da massa pontual, 90, 138
do disco, 90, 138

translacdo entre eixos paralelos, 90

N
Nuiimero de Biot, 41
Numero de Reynolds, 44
Numeros complexos
angulo de fase, 467
divisdo e multiplicacio, 468
forma polar, 467
médulo, 467

soma de conjugados, 468



O
Operador D, 35, 478
Operador D e a Transformada de Laplace, 157, 426

P

Pardmetros distribuidos, 14

Partes de modelagem, 18

Péndulo simples, 86

PID pneumdtico, ver controlador

Plano de fase, 344

Pélos
de uma fungio de transferéncia, 196
no plano complexo, 197, 198

Principio da superposicao, 96, 338, 483

Problema de andlise, 8

Problema de medidas, 8

Problema de sintese, 8

Q
Quad-espectro, 331

R
Raizes de polinémio, 184
Raizes instdveis, 128
Regiao de transicao, 44
Regime laminar, 43
Regime turbulento, 43
Relagio de transmissao, 374
Relagoes entre varidveis (tabela), 51
Relagbes nao-lineares suaves e continuas, 342
Resisténcia
elétrica, 34
fluidica, 42
térmica, 38
Resposta da entrada
arbitrdria, 293
impulso, 292, 295
impulso aproximado, 296
periddica, 305, 308
transiente arbitrdrio, 312
Resposta do impulso e resposta em freqiiéncia,
301, 303
Resposta em freqiiéncia
comando Bode (MATLAB), 513
conceito, 250, 299
corregoes e fase do sistema de 12 ordem, 270
corregoes e fase do sistema de 2* ordem, 275
de integradores e derivadores, 267
decibel (db), 265
determinagao de escalas, 280
do ganho proporcional, 254, 266
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do integrador, 255
do sistema de 12 ordem, 257, 259, 269
do sistema de 22 ordem, 260, 273
do sistema de 2? ordem numerador, 278
do tempo morto, 263, 277
freqiiéncia de pico, 262
freqiiéncia de ressonincia, 262
fungio de transferéncia senoidal, 252
gréfico da resposta em freqiiéncia, 251
gréfico de Bode, 264, 513
grifico normalizado do sistema de 1* ordem, 259
grifico normalizado do sistema de 2* ordem, 261
resposta permanente senoidal, 250
Respostas transitéria e permanente de sistemas,
213, 250
Routh, 128, 431

S
Saida
definicao, 6
transitdria e permanente de sistemas, 213, 250
ver também Resposta
Sensibilidade estdtica da malha, 127
Sentido positivo
defini¢ao, 52
harmonioso e correspondente, 53
Série de Fourier
coeficientes, 305
da onda quadrada, 307, 353
Série de Taylor, 346, 471
Simulink
abs, 528
blocos usuais, 525
carregar blocos, 520
clock, 530
constant, 530
dead zone, 526
elaboragao de diagrama, 519
entrada de parAmetros dos blocos, 525
gain, 528
integrator, 526
interligando blocos, 522
library browser, 519
loaps algébricos, 537
manipulagio de blocos, 532
manipulagio de linhas, 533
manipulagio do sistema, 532
mux, 528
nomear trabalho, 519
parimetros da simulagdo, 524
preparago de blocos, 520



product, 527
ramp, 531
saturation, 527
scope, 529
simulagio e resultado, 524
sine wave, 531
step, 531

sum, 527

switch, 528

t0 workspace, 529
transfer fen, 526
xy graph, 529

Simulagao digital

algoritmo de integragio, 358

diagrama de um modelo nao-linear de
vibragio, 364

erro do método de Euler, 358

método de Euler, 358

reformulagio da equagdo diferencial, 356

rotina computacional do método de Euler, 360

usando MATLAB, ver Simulink,

Sinal aleatério

caracteristicas, 319

co-espectro, 331

densidade espectral cruzada, 331

densidade espectral média quadrada, 326,
332

determinagio de funcio de transferéncia, 333

estaciondrio, 320

fungio autocorrelagao, 324

fungao de distribui¢ao de amplitudes, 322

power spectral density, 329

probability density function, 322

quad-espectro, 331

raiz média quadrada (RMS), 322

relagdo entre densidade espectral e
autocorrelagio, 329

rufdo branco, 330

sinais répidos, 325

valor da média quadrada, 321

valor médio, 321

variagao periddica no sinal aleatério, 325

white noise, 330

com um tanque, 97, 99, 102

definigao, 4

estdvel, 128

massa-mola-amortecedor, 77

pneumdtico para compensagao, 111

térmico com duas capacitincias térmicas, 121
térmico com uma capacitincia térmica, 118

Sistema de 1* ordem

determinagio experimental de # 237, 240

estudo da resposta experimental, 237

fungao de transferéncia padrio, 61, 213

gréfico normalizado da resposta ao degrau,
217

grfico normalizado da resposta em
freqiiéncia, 259

resposta a funcdo degrau, 215

resposta a funggo impulso, 220

resposta 2 fungao rampa, 218

resposta em freqiiéncia, 257, 269

solu¢do da homogénea, 214

Sistema de 2* ordem

determinagao do sobre-sinal 1”/» (%), 241

determinagdo experimental de @, e , 240

determinagio experimental de 7, e 7,, 243, 248

estudo da resposta experimental, 240, 245

freqiiéncia natural nao-amortecida, 262

fungao de transferéncia padrao, 63, 222

grifico do sobre-sinal M (%) em funcio de ¢
243

gréfico normalizado da resposta ao degrau,
229

gréfico normalizado da resposta em
freqiiéncia, 261

raizes do sistema com amortecimento critico,
224

raizes do sistema subamortecido, 224

raizes do sistema superamortecido, 224

resposta a fungdo degrau, 225

resposta 2 fungdo impulso, 233

resposta a fungio rampa, 230

resposta em freqiiéncia, 260, 273

sobre-sinal (overshoot), 229, 236, 241

solugdo da homogénea, 223

Sismégrafo, 83 Sistema hidrdulico — éleo

Sistema bomba de deslocamento positivo, 383

com controle de pressdo, 114

com dois tanques, 105

com duas massas em translagio, 92
com inércia-mola-amortecedor, 80

Bulk Modulus, 391
comparagdo de dados gerais de bombas, 384
conservagao da massa e fungao da massa

especifica, 394

com massas em um eixo, 88 controle misto, 387, 388
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controle por bomba, 386
controle por vélvula, 384
deslocamento de bombas, 384
deslocamento varidvel, 386
equagdes e relagdes, 389
férmulas para orificios, 390
motores hidrdulicos, 384
torque de motores e bombas, 395
vazio de bombas e motores, 395
Sistema linear
caracteristicas, 338
principio da superposicao, 338, 483
utilizagdo da fungio de transferéncia, 339
Sistema mecinico com engrenagens e
acoplamento fluidico
amortecedor equivalente, 375
funcao de transferéncia, 381
inércia equivalente, 374
relagio de transmissao, 374
sistema equivalente, 379
torque equivalente, 375
Sistema mecinico com entrada deslocamento
conceito de entrada, 367
densidade espectral, 366
Sistema nao-linear
blocos nao-lineares, 340, 341, 342, 343
ciclo-limite, 340
computador analdgico, 344
computador digital, 344
fendmenos caracteristicos, 339
fungio descritiva, 344, 350
influéncia do tamanho da entrada, 339
linearizagdo, 344, 345
oscilagoes diversas, 340
plano de fase, 344
relagbes ndo-lineares suaves e continuas, 342
saltos de amplitude de ressonancia, 340
simulagdo digital, 344, 356
sub-harmonicos, 340
super-harmdnicos, 340

Somador, 96, 527

T

Tanque pressurizado com vilvula, orificios e pistao
esbogo da resposta em freqiiéncia, 407
esquema do sistema, 397
funcao de transferéncia, 404

Teorema da convolugao, 192, 293

Termo6metro de bulbo, 119

Teste do impulso, 316, 319

Torque equivalente (translagio), 375
Transdutor de deslocamento para pressao
determinagdo experimental dos coeficientes,
437, 438
esquema, 435
funcao de transferéncia, 439
sensibilidade, 436
Transdutor eletropneumdtico
andlise da linearidade, 455
diagrama de blocos, 454
esquema, 449
forca magnética, 452
modelo matemadtico, 455
Transferéncia de calor
condugio, 39
convecgio, 39
radiagio, 40
Transformada de Fourier, 329
Transformada de Laplace
condigoes iniciais, 175, 176, 181
convolugio, 192
da derivada da fun¢ao impulso, 172
da fungio degrau, 163, 165
da fungao impulso, 166
de fungdes periddicas, 160, 203
defini¢ao, 142
detalhes na origem, 175
inversio usando tabelas, 184
métodos para inversao, 183
operador D e a Transformada de Laplace, 157
restricoes de s, 143
tabela com teoremas, 540
tabela de transformadas, 541
teorema da derivagio complexa, 152
teorema da derivacio real, 150
teorema da integracio, 147
teorema da mudanga de escala no tempo, 155
teorema da unicidade, 146
teorema do defasamento em s, 154, 201
teorema do defasamento no tempo, 153, 202
teorema do valor final, 155
teorema do valor inicial, 156
Transformada inversa de Laplace
aplicagdo a resposta em freqiiéncia, 303
defini¢ao, 145
envolvendo a densidade espectral, 314
envolvendo a resposta em freqiiéncia, 303
inversio usando tabelas, 184
métodos para inversio, 183

usando MATLAB, 510



Translagao de inércia equivalente, 376

A%
Varidvel de fluxo, 50
Varidvel de potencial, 50
Vazao, 26
Verificagio de modelagem
andlise dimensional, 131
condigdo de regime permanente, 131
método de Routh, 128
técnicas, 128
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Vetor das entradas, 56
Vetor das saidas, 56
Vibragoes livres, 10

Z

Zeros
de uma funcio de transferéncia, 196
no plano complexo, 197, 198
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