Metodos Computacionais — Mecanica

Péndulo Duplo e Secao de Poincaré



Péndulo Duplo - Objetivos

Com essa aula, queremos que VOcé:

1) Aprenda a implementar o método de Runge-Kutta de 2a ordem para o casos de
sistemas Lagrangianos e Hamiltonianos de mais de uma particula interagindo entre si.

2) Tenha visto com o conceito de Secao de Poincare e superficies de energia.

3) Tenha visualizado na pratica os pontos de curvas de energia constante em uma secao
de Poincaré do espaco de fase de coordenadas canonicas e correlacionar com as curvas
de energia constante vistas na ultima aula.

Tarefa: Escrever um script para plotar pontos de superficies de energia constante em uma
secao de Poincaré do espaco de fase do péndulo duplo .

Tempo aproximado: 60 min.




Mecanica: Péndulo duplo

Lagrangiana:
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Mecanica: Péndulo duplo

Lagrangiana:
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Aproximacao: m; > m,
Isto implica em:
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Para colocarmos em uma forma que possamos aplicar o método de Runge-

Kutta, precisamos inverter as duas primeiras equacoes:
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Aproximacao: m; > m,

Equacdes de movimento:

( @ _ Po1 Pe2COS (60, — 02)
dt mll% mllllg
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\
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Condigdes iniciais: 0,(0) , 0,(0), Pga1(0) € pg,(0).



Aproximacao: m; > m,

Energia: E=T+V (escrevendo em termos dos

momentos e angulos)
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Dado um valor de E, escolhemos : 6,(0)=172, 0,(0)=0, p4,(0)=0 e pgy;(0)=7".
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Resumo (c/ aproximacao: m; > m,)

EquacOes de movimento:

[ db _ bor_ Po2COS (01 — 65)
dt mll% mllllg
dbs _ Pe2_ pe1coOs (61 — 602)
{ dt mal3 milils
dper . Po1Pe2 sin (61 — 02)
_ _mlgll S111 91 —
di mlils |
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RK2: definir quatro k1,
guatro k2 e gquatro
valores a meio-passo!

Condicoes Iniciais: 6,(0)=0, 6,(0)=1v2, p4,(0)=0 e

pel(O) — :|:\/2’I’)’L1l% [E — mgglz]

Parametros a serem escolhidos: E , m;=20m, , |, , |,



RK2 para N ed. diferenciais acopladas

[ dx, _ Definimos um “k1” para cada um dos X(t) :
W — fl(il‘l,...,LEN)
o D= fu(@i(t),...,an (1) AL
2
ar f2(21,--,TN)  pefinimos os “valores em meio passo”:
. (---) Tn(t+ At/2) = x,(t) + kT /2
N
. dt - In(@1s2n) Finalmente, definimos os “k2”:

_ A AT\
San le(t—F?t),...,ZBN(t—l—?t) At

e “avancamos” no tempo:

Metodo de Runge-Kutta

de 2a ordem (RK2): Ln (t —+ At) — In (t) —+ k‘g

Ou seja, dados todos os  x,(t), podemos calcula-los em t+ At:



Pendulo duplo — Tarefa (Fazer upload!)

Considere um péndulo duplo de massas m;=100 g e m,=5 ¢
comprimentos |,=50 cm |,=20 cm e energia E. Utilize condicoes
Iniciais 8,(0)=1v2, 0,(0)=0, pg,(0)=0 e determine py,(0) a partir de E
(para cada E, use pg;(0)>0 e depois py;(0)<0).

Varie a energia de E=0,1J ate E=1,0J com passo 0,1 J.

Para cada conjunto de condi¢des iniciais (c.c.i.), calcule os angulos &,(t)

e 6,(t) e os momentos angulares py(t) e pg(t) dos corpos usando o
metodo de Runge-Kutta (RK2).

Para montar uma Secéo de Poincaré (um “corte” em 2D do espaco de
fase 4D) guarde g,(t+A4t) e p,(t+4t) em vetores ThetalSec e PthetalSec
sempre que &,(t+4t)>0 e 6,(1)<0 (“E,(t) passa por zero”)

Para cada c.c.I, plote os vetores ThetalSec e PthetalSec (use “hold
on”). Os pontos resultantes pertencem a superficie de energia E no
espaco de fase mostradas no “corte” da Secéo de Poincare.




Péndulo duplo — Tarefa - Dicas

Use tempos longos! Vocé precisa de muitas oscilacoes para ter um
numero razoavel de pontos na sua secao de Poincare.

Uma sugestao é usar t,=(n-1).4t de 0 até t,=500 com 4t =0.01.

No RK2, vocé tera que calcular as quatro f.(6,,6,,p4.P4) (N=1 a 4)
do lado direito repetidas vezes (para os k1 e para os k2).

Para saber se &,(t,) passou por zero, utilize a funcéo sign . Exemplo:
If ( (sign( Theta2(n) )~=sign( Theta2(n-1) ) )&&(k2theta2>0) ) ...
Obs: Nao esqueca que, como “forcamos que” -77< 8, (t) < +77 com comandos If

0, (1)>71 then &, ()=06,,(t)-277etc., a checagem do sinal deve ser feita antes disso.

Para evitar escrever varias vezes a mesma coisa, a dica é definir
funcoes no MatLab/Octave e chama-las de dentro do seu script.

Veja como definir funcdes no MatLab/Octave a seguir.



Escreva sua propria funcao!
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function d = Ftest (x,V) Declara a funcao.
Lest funce ste Note a sintaxe!

Descricdo: dadas as coordenadas
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X e y, calcula a distancia

3 arigem = sqgrt (252 4+ §w*E);
ITmportante: Declaramos a Tuncdo como

function d = Ftest (x, v)
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"d™ tem gque ser calculado en algum lugar.
d=sqrt (x"2+y"2) D€
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Usando sua funcao

Current Folder (¥

' Name
#] Aula6 Tarefal.m A @ < Chama a funcéao (pode ser
£ Aula6_Tarefa2.m na janela de comando

® Aula7 Tarefa1 OscHar.. ans = ou em um arquivo “.m”)
®) Aula7 Tarefa2 OscHar...
1 Aula8_Tarefa_Pendulo.m ( >
] > ; < Resultado.
1 Aula9 _Tarefa_Pendulo... badlinl
C AFtestm 2 ) @elp Ftest Imprime a descricdo em Ftest.m
bicicasi £ Ftest : funcdo teste
Vorkspace @ i
:kﬁ ™ - Descricdo: dadas as coordenadas
Hanic 6.4031 X e y, calcula a distancia

a origem d= sqrt(x"2 + y"~2);
Arquivo da funcao tem que  Importante: Declaramos a fungio como

estar em um diretorio function d = Ftest(x,y)
“visivel”. Por exemplo,

o Isto diz que X,y sdo os argumentos e
o diretdrio atual

a funcdo retorna um valor "d".




Péndulo duplo — Dicas para o grafico.

Utilize a opcao 'k.’ para plotar pontos pretos ao inves de simbolos.
Utilize letras gregas (sintaxe tipo Latex) fontes grandes nos labels

do grafico. Por exemplo:

xlabel (\theta_1(t)','FontSize',22);
ylabel (‘p_{\theta 1}','FontSize',22);

N=1:
N=2:
N=3:
N=4:
N=5:

Debug: primeiros valores das coordenadas para E=0,1J (g=9,8 m/s?)
Energia= 0.1000, P10=0.0672

tempo=0.
tempo=0.
tempo=0.
tempo=0.
tempo=0.

0000
0100
0200
0300
0400

thetal=0.
thetal=0.
thetal=0.
thetal=0.
thetal=0.

0000
0269
0537
0804
1070

Pthetal=0.
Pthetal=0.

Pthetal=0
Pthetal=0
Pthetal=0

0672
0671

.0669
.0665
.0661

thetaZz=1.
thetaz=1.
thetaz=1.
thetaZ=1.
thetaZ=1.

2708
2674
5573
5401
5159

PthetaZ2=0.0000

Ptheta2=-0.
Pthetaz2=-0.
PthetaZ2=-0.
PthetaZ2=-0.

0001
0002
0003
0003



Péndulo duplo — Dicas para o grafico.

O grafico final (demora alguns minutos!) deve ficar assim:
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Compare com o grafico do Péndulo Simples. Quais as diferencas?
Reduza o valor de m, para 0,1 g mantendo m;=100g. O que acontece?



Mecanica: Péndulo duplo (completo)

Lagrangiana:
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Equacdes de Lagrange: ;




Mecanica: Péndulo duplo (completo)

Para colocarmos em uma forma que possamos

aplicar o método de Runge-Kutta, precisamos N/ 51
Inverter as duas primeiras equacoes: i 0
( 6. — Pe1— (mq + m2)l36, 1
: mglllz COS (91 — 92) ’j\‘
: [ — 1 6, — 0
! =4, = 2Po1 1P02 (?OS;( 1 2)
Z%lg(ml -+ Mo SIn (91 — 92))
~ i, — —lapa1 cos (01 — 02) + 11 (1 + mq/m2)peo
X lllg (m1 —+ mo Sil’l2 (91 — 92))

e substituir para obter o Hamiltoniano. H = 911?91 + 921992 — L

1 pg1
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Mecanica: Péndulo duplo (completo)

e chegamos as Equacoes de Hamilton:

(- dby _ OH _ laper — l1pea cOS (01 — 02)
dt Opo1  12la(m1 + mo sin? (61 — 02))
d_92 _ OH. _ —[2pp1 COS (91 — 92) + ll(l + ml/mQ)pQZ
< dt o [113(my + masin? (01 — 02))
d oOH .
% — ~ 90, = —(m1 + m2)gly sin0; — A(61, 02, pg1, po2) + B(01, 02, D1, Po2)
d OH .
Woz - _ Tt naglysins + A6, 02, per, pez) — B(61, 02, o1, pe2)
. dt 005
onde A e B sao dadas por:
( Po1Pe2 sin (61 — 02)

A(64, 62, por, =
( 1,92, Po1 peg) lllz[ml + Mo sin? (91 — 92)]

3mapj, + 13 2 10 _
B(01, 02, pe1, pe2) 21mapy; + i (ma + 1m2)pgy — lilamapgipes cos (61 — 62)

n2(0, — 0
\ 2122[m + my sin (6, — 05)]2 sin2(01 — 62)



