Aula 6
Oscilador Harmonico.



Aula 6 - Objetivos

Ao final desta aula vocé deve estar apto a:

1) Verificar as limitacdes do método de Euler no caso de movimentos harmdnicos.

2) Implementar o método de Runge-Kutta de 2a ordem para o caso do oscilador
harmonico simples.

3) Comparar os resultados dos dois métodos. Entender os pros e contras de cada um.

Tarefas:

1.

Tarefa 1: Escrever um script para calcular e calcular a trajetoria x(t) e a energia mecanica
E(t) de um corpo em movimento harmdnico simples usando o métodos de Euler.
Tempo aproximado: 30 min.

Tarefa 2: Adaptar o script da Tarefa 1 para utilizar o métodusando o método de Runge-Kutta
de 2a ordem.
Tempo aproximado: 30 min.

Cada tarefa deve ser entregue em um arquivo separado



Mecanica: Oscillador Harmonico

Forca que depende da posicao

Fr=—k(zx — Zeq) i

Exemplo: Sistema massa-mola: W
i __EN

2a Lel de Newton (tomamos x,=0):

—k x

Xeq X

Ou, equivalentemente:

dPx(t)
m— = —k x(t)
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Solucao analitica

Sistema massa-mola:

d?x(t) k
= —— x(l
dt? m z(t)
Solucéao analitica: Condicbes iniciais:
r(t) = A cos(wt+ @) r(0) = A cos(¢)
v(t) = —Aw sin(wt+ @) v(0) = —Aw sin(¢)
Energia: 1 1

B = Sm(u(t))? + Sk (()?

— §mw2A2 — const.




Solucao numérica: Método de Euler
dv v+ At) —v(t)

-

Metodo de Euler: dt At
dr _ w(t+ At) — (1)
dt At
Ou seja, dados x(t) e v(t) (e a Energia tb), podemos calcula-los em t+ At:
r(t+ At) = z(t) +v(t) At
k
”U(t + At) — ’U(?f) + (——x(t)) At
™m
E = gm(u(t)?+ 3k(z (1)’



Solucao numeérica: método de Euler

Discretizacao!

oA b =olE) =0, k@) ~alt,) = o

Posicao e velocidade sao dados em intervalos discretos!

Tpi1 = Tp+ v, At
FOrmula recursiva: k
T
1 2 1 2
Eonpr = 5m(vng1)” + 5k(Tng)

- Comecando em t,=0 [dados x(0),v(0)] podemos calcular em t, [X,,(V),].
- Temos tudo em t,, calculamos tudo em t,.... € assim por diante!



Aula 6 — Tarefa 1 (Fazer upload!)

Um corpo de massa m=1 kg esta sujeito a forca de uma mola ideal de
constante de k=1 N/m. Em t=0s, a mola tem um estiramento de 20 cm
em relacao a sua posicao de equilibrio e o corpo parte do repouso.

Calcule a posicao x(t) do corpo nos tempos t,=(n-1).4t de 0 até t,=40s
com passo de At=0.1s usando o método de Euler (Dicas 1 e 2).

Para cada passo, imprima t, ,x(t,) e v(t,) e a Energia.

Faca um gréafico de x(t,,) (use o simbolo ‘-0’ ) e compare com a
solucao analitica (use linha continua).

Em uma outra figura [figure(2) ] faca um grafico de E versus t..

O seu resultado faz sentido fisico? Reduzir o passo resolve? Vocé
conseque pensar em alguma solucao para resolver o problema?

Dica 1 : Nesta tarefa, € melhor definir arrays para x,,, v, e E..
Dica 2 : No Método de Euler usual v,,, ndo usa x.,, € vice-versa.



Solucao numeérica: método de Runge-Kutta
Método de Euler: ’U(t + At) _ U(t) — (k/m)az(t) At
Aproximacao melhor: calcular x em “meio passo” adiante.

v(t + At) = ov(t) — (k/m)x (t + At/2) At
onde:

x(t+ At/2) ~ x(t) + v(t) At/2

Temos que fazer o mesmo com x(t)!

r(t+ At) =~ x(t) + v (t + At/2) At
onde:

v(t + At/2) = u(t) — (k/m)x(t) At/2




Méetodo de Runge-Kutta 2a ordem (RK2)

Definimos os “k1™:

k{ v(t) At
ki

Definimos os “k2™: {

Metodo de Runge-Kutta
de 2a ordem (RK2):

—(k/m) x(t) At

“Valores em meio passo”:

x(t) + k7 /2

o
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- At/2)

v(t + At/2) At
—(k/m) x(t + At/2) At
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kg
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Ou seja, dados x(t) e v(t) (e a Energia tb), podemos calcula-los em t+ At:



Metodo de Runge-Kutta de 2a ordem

(kP = v, At
Para cada passo, ki = —(k/mq? Ty At
calcula-se: { Ti/2 = In Tt k; /2
Vij2 = Upt+ki/2
L ]{35 — —(k/m) 33'1/2 At
Tpi1 = Tp+ k3
1 1
Epy1 = §m(’0n+1)2 + §k(5€n+1)2

- Comecando em t,=0 [dados x(0),v(0)] podemos calcular em t, [X,,(V),].
- Temos tudo em t,, calculamos tudo em t,.... € assim por diante!



Aula 6 — Tarefa 2 (Fazer upload!)

Um corpo de massa m=1 kg esta sujeito a forca de uma mola ideal de
constante de k=1 N/m. Em t=0s, a mola tem um estiramento de 20 cm
em relacao a sua posicao de equilibrio e o corpo parte do repouso.

Calcule a posicéo x(t) do corpo nos tempos t.=(n-1).4t de O até
ty=40s com passo de At=0.1s usando o método de RK2 .

Na [figure(3) ], faca um gréafico de x(t,) (use o simbolo -0’ ) e
compare com a solucao analitica (use linha continua).

Em uma outra figura [figure(4) ] faca um grafico de E versus t,
calculada para o caso exato e RK2. (Dica 1).

Dica 1 : Coloque labels e legendas nos graficos. Exemplo:
Xlabel (‘Tempo','FontSize’',14);

ylabel (Energia’,'FontSize',14);

legend (‘'Energia RK2','Energia Exata');



