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Distribuição Amostral da Proporção

Vamos recordar o que já sabemos sobre a distribuição
amostral da média.

Se X é uma v.a. com média µ e variância σ2, e seja
(X1,X2, . . . ,Xn) uma amostra aleatória simples de X , então:

E(X̄ ) = µ

Var(X̄ ) =
σ2

n

Além disso, o TLC afirma que:

X̄ ∼ N
(
µ,
σ2

n

)
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Distribuição de X̄ para amostras extraídas de algumas populações
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Distribuição amostral da proporção

Vamos considerar uma população em que a proporção de elementos
portadores de uma característica é p. Vamos definir as v.a.’s X1,X2, . . . tais
que:

Xi =

1, se o i-ésimo indivíduo é portador da característica

0, se o i-ésimo indivíduo não é portador da característica

Logo, Xi ∼ Bernoulli(p), com:

E(X ) = p

Var(X ) = p(1− p)

Retirada uma amostra de tamanho n da população e indicando por Yn o total
de indivíduos portadores da característica na amostra, já vimos que:

Yn = X1 + X2 + . . .+ Xn

Yn ∼ Binomial(n, p)
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Definindo p̂ a proporção de indivíduos portadores da característica
na amostra, temos que:

p̂ =
Yn

n
=

X1 + X2 + . . .+ Xn

n

Ou seja, p̂ é uma média amostral, e logo vale o TLC:

p̂ ∼ N
(
µ,
σ2

n

)
, aproximadamente.

No caso da Bernoulli:

µ = E(X ) = p (proporção de indivíduos na população com a
característica);

σ2 = Var(X ) = p(1− p)

Logo,

p̂ ∼ N
(

p,
p(1− p)

n

)
, aproximadamente.
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Exemplo
Um sistema de produção opera de tal maneira que 10% das peças produzidas são
defeituosas. Suponha que os itens sejam vendidos em caixas com 100 unidades. Qual
a probabilidade de que uma caixa:

a) tenha mais do que 10% de defeituosas?

b) tenha menos do que 15% de defeituosas?

Solução

a) Seja p̂ a proporção de peças defeituosas na amostra. Queremos P(p̂ > 0, 1).

p̂ ∼ N
(

p;
p(1− p)

n

)
, aproximadamente.

Do enunciado:

{
p = 0, 1

n = 100
Logo,

µp̂ = p = 0, 1

σ2
p̂ =

p(1− p)

n
=

0, 1(1− 0, 1)

100
= 0, 0009

p̂ ∼ N (0, 1; 0, 0009)
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O exercício agora se resume a fazer cálculos com a distribuição normal de média 0,1 e
variância 0,0009.

Seja X uma v.a. com distribuição Normal com

média µx = 0, 1; e

variância σ2
x = 0, 0009⇒ σx =

√
0, 0009 = 0, 03

Então,

P (p̂ > 0, 1) = P (X > 0, 1)

= P
(

X − µx

σx
>

0, 1− µx

σx

)
= P

(
Z >

0, 1− µx

σx

)
= P

(
Z >

0, 1− 0, 1
0, 03

)
= P (Z > 0)

= 0, 5
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b) De maneira análoga:

P (p̂ < 0, 15) = P
(

X − µx

σx
<

0, 15− µx

σx

)
= P

(
Z <

0, 15− µx

σx

)
= P

(
Z <

0, 15− 0, 1
0, 03

)
= P (Z < 1, 67) = 0, 9525
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Determinação do Tamanho de uma Amostra

Em alguns casos, queremos justamente determinar o tamanho
de uma amostra a ser extraída de uma população

Queremos controlar o erro amostral (de natureza aleatória)
envolvido, estipulando uma margem de erro tolerável

Suponha que queremos estimar a média populacional µ e para tanto
usaremos a média amostral, X̄ , baseada numa amostra de tamanho
n.

Suponha que queremos estabelecer a priori uma determinada
confiança (γ) em que a estimativa não ultrapasse uma determinada
margem de erro ε.

Em outras palavras, queremos determinar o valor de n de tal modo
que

P
(
|X̄ − µ| ≤ ε

)
≥ γ
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Antes de prosseguir, vamos apresentar outra formulação do TLC:

TLC
Se X1,X2, . . . ,Xn é uma amostra aleatória simples de uma
população X ;

X tem média µ e variância σ2;

X̄ = X1+X2+...+Xn
n é a média amostral.

Então:

Z =
X̄ − µ
σ/
√

n
∼ N(0,1)
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Prosseguindo... Como X̄−µ

σ
√

n ∼ N(0, 1), temos que

P
(∣∣∣∣ X̄ − µσ/

√
n

∣∣∣∣ ≤ ε

σ/
√

n

)
≥ γ

⇔ P
(
|Z | ≤ ε

σ/
√

n

)
≈ γ

⇔ P
(
− ε

σ/
√

n
≤ Z ≤ ε

σ/
√

n

)
≈ γ

Dado γ, podemos obter zγ da N(0, 1) tal que

P(−zγ ≤ Z ≤ zγ) = γ

Dessa forma,
ε

σ/
√

n
= zγ ,

do que obtemos finalmente

n =
σ2z2

γ

ε2 (1)
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Obs 1. Na fórmula (1) conhecemos zγ e ε, mas σ2 é a variância
desconhecida da população. Para podermos ter uma ideia sobre n devemos
ter alguma informação prévia sobre σ2 ou, então, usar uma pequena amostra
piloto para estimar σ2.

Obs 2. zγ é o quantil da Normal Padrão Z tal que

P (−zγ ≤ Z ≤ zγ) = γ

Para γ = 0, 95, por exemplo, zγ = 1, 96.
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Exemplo
Suponha que uma determinada variável apresenta variância
populacional σ2 = 16. Calcule o tamanho da amostra n para
obter uma estimativa para a média µ dessa população com
margem de erro ε = 0,5 e confiança γ = 0,95.

Solução Basta aplicar a fórmula (1).

n =
σ2z2

γ

ε2
=

16× (1,96)2

(0,5)2 ≈ 246
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Tamanho de amostra para estimar proporção

No caso de proporções, a fórmula equivalente fica:

n =
z2
γp(1− p)

ε2

No entanto, como não conhecemos p, a verdadeira proporção
populacional, podemos usar o fato de que p(1− p) ≤ 1

4 . E a fórmula
para determinação do tamanho da amostra fica

n ≤
z2
γ

4ε2
.
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Comentário.

Lembramos que a fórmula original para dimensionamento da amostra é dada por:

n =
z2
γσ

2

ε2
.

A fórmula da amostra inclui a variância, que não é dada. Acontece que a variância da
Bernoulli(p) é igual a p(1− p), e nesse caso, a fórmula para o tamanho da amostra
fica:

n =
z2
γp(1− p)

ε2
.

Se é verdade que desconhecemos o valor de p, que é justamente o que queremos
estimar (um aparente paradoxo), por outro lado sabemos que p(1− p) vale no
máximo 1/4, que ocorre quando p = 0, 5:
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Assim, substituindo p(1− p) por 1
4 na fórmula anterior, chegamos a:

n ≤
z2
γ

4ε2
,

que é a fórmula apresentada no slide 17.

Determinando n desse jeito, estamos na verdade superestimando o valor de n que
atende os requisitos de margem de erro e confiança solicitados. Para qualquer valor
de p diferente de p = 0, 5, precisaremos na verdade de uma amostra de tamanho
menor do que a calculada assim, mas como não sabemos o valor de p, calculando
assim saberemos que o nível de confiança e a margem de erro serão pelo menos tão
exigentes quanto os solicitados.
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Exemplo
Suponha uma pesquisa de intenção de votos. Calcule o
tamanho da amostra para que o erro amostral de p̂ seja menor
do que ε = 0,03, com probabilidade γ = 0,95.

Solução Considerando que:

ε = 0,03

γ = 0,95⇒ z0,95 = 1,96

n ≈
z2
γ

4ε2
=

(1,96)2

4× (0,03)2 = 1067
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Exercício
Suponha que você quer fazer uma pesquisa para avaliar a
proporção da população de uma cidade favorável a uma
determinada proposta de política pública. Determine o
tamanho da amostra para obter estimativas da proporção
populacional favorável à proposta com margem de erro não
superior a 5% com confiança 95%.
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