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este capitulo veremos uma breve in-
N troducao a propagacao da luz, den-

tro do contexto da o6ptica ondu-
latéria. Veremos que a solugao mais sim-
ples da equacao de Helmholtz num meio
homogéneo leva a uma forma de feixe gaus-
siano. Apresentaremos também os mo-
dos de ordem superior, que podem ser
usados para descrever formas mais gerais
de feixes propagantes, como os modos
Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss.

*Estas notas provéem um guia rdpido, que busca re-
unir de forma integrada informag¢des dispersas na liter-
atura. Procura-se também destacar as principais aprox-
imacdes feitas na resolucdo do problema, visando ter
em mente os limites de validade das mesmas. Nao
se pretende, porém, ser completo ou rigoroso. Para
maiores detalhes o(a) estudante pode consultar a bib-

liografia indicada ou um bom livro-texto de dptica.

Equacao de onda
eletromagnética

Nos cursos de electromagnetismo ¢ comum de-
duzir a equacao de onda eletromagnética a partir
das Equacoes de Maxwell, usando relacoes do
calculo vetorial, do tipo V x V x E, que permitem
descrever as solucoes mais gerais dos campos
elétricos e magnéticos, tanto no vacuo, como em
meios materiais. Nestes casos, as equacoes con-
stitutivas dos meios materiais, que podem ser,
em geral complicadas (inomogénas, anisotrépicas,

etc.), trazem todas as propriedades elétricas e
magnéticas caracteristica desses materiais e as
solugoes da equacao de onda descrevem todas as
propriedades 6pticas da luz (ou campos eletro-
magnéticos, em geral) ao atravessar e/ou interagir
com esses materiais.

Em um meio sem cargas livre, a equacao de
onda para o campo elétrico é dada por:

. O’E OF
VPE —epr = g =0,
onde €, u e g descrevem, respectivamente, as pro-
priedades elétricas, magnéticas e a condutividade
do meio material. Assumiremos aqui um meio
dielétrico, com g = 0, de modo que a equagao
resume-se aos dois primeiros termos.

Neste capitulo estamos interessados num con-
junto particular das solugoes da equacao de ondas
eletromagnéticas, relacionada a feixes épticos que
se propagam ao redor de um certo eixo de sime-
tria, que definiremos como o eizo dptico e, por
conveniéncia, denominaremos eizo-z:

Equacao de Helmholtz

Nosso ponto de partida é a chamada equagao de
onda reduzida (independente do tempo), também
conhecida como equacao de Helmholtz, que de-
screve a parte espacial de uma onda eletro-
magnética que se propaga segundo E(7)eit,

V2E + k*E =0 (1)

A solugao geral desta equacao tera uma forma
do tipo E(F) = Ey(7)e*S™ onde k = 27/nX é o
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vetor de onda, sendo n é o indice de refragao do
meio e S(7) é a funcao eikonal.

Lembrando a relagao entre a velocidade,
frequéncia e comprimento de onda:
com v =c/n, podemos reescrever a relagao
c= (n\/2m)(2mv) = w/k. Em geral, k? = pew?, e
as propriedades elétricas e magnéticas podem
variar com a posicao e a frequéncia: e = e(¥,w) e
w= p(7,w). Como, frequentemente o termo dom-
inante é relacionado a parte elétrica, uma forma
conveniente e mais geral de descrever a interacao
da radiagdo com a matéria é fazer

v = Av,

k2 (7) = wpe(F) [1 — io (7, w)],

que permite descrever casos que variam com a
posicao e frequéncia, além de incluir também
efeitos de absorcao e ganho em meios absorve-
dores e ativos, através do termo complexo. Neste
capitulo, porém, vamos nos limitar inicialmente
ao caso de um meio homogéneo e nao dispersivo.
Assim, em coordenadas cilindricas, temos:

ror \_ Or
Estamos particularmente interessados em

situacoes que tenham simetria cilindrica
(02 f/06% = 0), que resume-se a

1L o%f  O*f

2, vy 97
V= r2 002 = 0z2°

(2)

82

022’

10

ror

82

Vi=
or?

(3)
de modo que E = E(7, 2).

Como procuramos solugoes que se propagam
predominantemente ao longo do eixo de simetria
(i.e. um feixe) , estamos buscando solu¢oes que
podem ser escritas na forma:

E(r,z) = 9(r, z) e, (4)
tal que 9 (r,z) representa a amplitude da onda
(forma do feixe) que se propaga ao longo do eixo
de simetria (eizo dptico).
Substituindo (4) em (3) obtém-se
Vi = 2ik g + k*p — 9" =0, (5)
onde VZ representa as derivadas transversais
(diregao radial), o' =o/0z e " = 0%/02>.
Iremos considerar aqui apenas os casos onde
[ < k', k9], que corresponde a aproximacao
onde a amplitude do campo varia lentamente.

Essa aproximacao ¢, em geral, boa quando a ex-
tensao transversal (diametro) do feixe é muito
maior que o comprimento de onda.
Na aproximacao de amplitude variando lenta-
mente, " = 0, a equagao (5) reduz-se a
Vaah — 2ik ) 4+ k*p = 0. (6)
A chamada aprozimacio paraxial, que
corresponde a situacao fisica onde o feixe
faz pequenos angulos (< 1 rad) com o eixo
optico, leva a uma equacao de onda é ainda mais
simples:

V2a4p — 2iky’ = 0. (7)

A equagao (7) pode ser resolvida com o Ansatz

) v

onde Q(z) e P(z), sao fungoes a serem determi-
nadas de modo a satisfazer a equagcao (6).
Substituindo (7) em (6) resulta em

P(r, z) = o exp {—z’ [P(z) +

(Q* 4+ kQ")r? + (2iQ + 2kP") = 0, (9)

sendo, novamente, Q' = 9Q/0z e P’ = 0P/0z.
Ambos os termos entre parénteses devem ser

identicamente nulos, independente do valor da

coordenada r, de modo que a resolucao do sistema

2 kQ' =
{Q +kQ = 0 (10)
iQ+kP = 0
leva as solucgoes
k
= 11
Q) = (1)
P(z) = —iIn (1 + Z) (12)
do

que substituidas em (7), resulta em

W(r,z) =1 o exp [ ik 7"2} (13)
’ g0+ 2 2(z+q0) |

Note que a constante gy é uma constante de
integracao arbitraria, mas em geral complexa.
Para que o feixe esteja concentrado ao redor do
eixo é necessario que g seja um nimero complexo
puro, qo = izg, com zo de valor positivo. Veremos
que é conveniente definir zy = wgk/2, em termos
de uma nova constante wZ, cujo significado ficara
claro a seguir.
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Para entender o significado fisico de wq, basta
observar a amplitude do campo no ponto z =0

b0 =voew (-53).

0
onde pode-se observar uma forma gaussiana, de
largura wg. Assim, wq representa o tamanho do
feixe na posicao z = 0.

Substituindo ¢ (r, ) na expressao (4), podemos
reescrever a solugao final do campo elétrico numa
forma mais conveniente

E(r,z) = Eo(r, z) exp {z [kz —n(2) + 227“(;] }
(15)
com a amplitude é dada por
Eo(r,2) = Eq (\;Z;) exp (_W;“(QZ)> (16)

onde usamos as seguintes defini¢oes
Az \?
1+ ( 2) ] (17)
TNWG
7TnW2 2
1 ) 1. (18
+ () ] (18)
Os parametros w(z) e R(z) representam o raio
(tamanho transversal) do feixe e o raio de cur-
vatura da frente de onda, como funcao da posicao
ao longo da coordenada z, do eixo 6ptico.

O termo n(z), que recebe o nome de fase de
Gouy, ¢ dado por

A
n(z) =tg™! <Z> = arctan ( z 2) .
Zo TIwy

Ja o temo 2y é chamado de distancia (compri-
mento ou intervalo) Rayleigh

2
w(z) = wi <1 + 2> = wi
Zo

2

R(z):z<1+zg>=z

(19)

TwE
Z0 =Nn——

. (20)

que corresponde a metade da chamada distancia
confocal (b = 2z). Na literatura de dptica, é
comum utilizar também o simbolo zg para repre-
sentar o comprimento Rayleigh. Seu significado
¢ que nesta distancia o raio (tamanho) do feixe,
quando expresso em termos do campo elétrico,
aumenta de um fator v/2 do seu menor valor wy,
que é chamado de cintura do feixe (o menor raio

transversal). Ou seja, na posigdo z = zg, 0 raio
transversal do feixe é w(zg) = v/2wy.

Portanto, a solucao da equacao de onda, para
um meio dielétrico homogéneo, tem uma dis-
tribuicao espacial na forma gaussiana. Note,
porém, que na pratica, no caso da luz, estamos
geralmente interessados na intensidade do feixe,
I(r,z) o |E(r,2)|?, que é a grandeza observada
experimentalmente, uma vez que as frequéncias
de oscilagao do campo sao muito grandes.

Neste caso, a distribuicao espacial da intensi-
dade no plano z = 0 é dada por

I(r,0) = Iyexp <_2V7“:2> . (21)

0

Observe que na posicao radial correspondente
a cintura do feixe, a intensidade corresponde a
(1/€?) ~ 0.135 do valor da intensidade maxima.

Distribuicao Gaussiana
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Modos de ordem superior

A solugao obtida na equagao (14) é apenas uma
das solugoes possiveis da equacao de Helmholtz.
Se buscarmos solu¢oes mais gerais, nao nos lim-
itando, por exemplo, a feixes com simetria az-
imutal (02 f/960? # 0), iremos encontrar intimeras
outras solugoes convenientes dentro dos limites
em que estamos interessados aqui (feixes que
se propagam ao longo de um eixo de simetria),
mesmo dentro da aproximagao paraxial e ampli-
tudes que variam lentamente ao longo da direcao
longitudinal. Chamaremos essas solugoes de mo-
dos propagantes de ordem superior.

Neste sentido, a solugao (14), corresponde ao
modo fundamental dessa expansao, chamado de
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modo gaussiano de ordem zero, ou simplesmente
modo TEMy,. Essa abreviacao significa que este
modo de propagacao tem componentes longitudi-
nais dos campos elétrico e magnético nulas, sendo,
portanto, totalmente transversais, tanto para o
campo elétrico como magnético.

Em coordenadas cartesianas a solucao mais
geral, na aproximagcgao paraxial, leva a um pro-
duto de polinomios de Hermite por fungoes gaus-
sianas, que tem a mesma forma das solugoes do
oscilador harmonico quantico. Assim, a forma
geral do campo elétrico, neste caso, recebe o nome
de modos de Hermite-Gauss, e é dada por

Wo :rﬂ y\/§
wiz) " <w<z>> tn (wu)

T’2 T2
_ — ik
p{ w2(z) " 2R(2)

Emn(x, Y, Z) = EO

—ikz+i(m+n+1)n
(22)

A seguir sdo mostradas a forma da distribuicao
espacial dos modos de Hermite-Gauss.

Distribuicao espacial de intensidade

Modos Hermite-Gauss TEM,,,,

No caso das coordenadas cilindricas, a mesma
expansao de modos de ordem superiores pode ser
obtida, levanto, neste caso, a solugoes que sao
escritas em termos de polindmios de Laguerre-
Gauss.

[p|
r 0. %) = By 0 V2 Pl 2r®
Eyp(r,0,2) Eow(z) (W(Z)) Li <W2(Z)>

r? ikr?

cexp{ - i

2R(z)
(23)

—ikz +imé + (20 + |p| + 1)17}

A distribuicao espacial de intesidade dos modos
LG sao dados na figura a seguir.

Distribuicao espacial de intensidade

Modos Laguerre-Gauss LGy,

Uma propriedade importante dos modos de
ordem superior é que, independente do sistema
de coordenada utilizado, cada modo é ortogonal
aos demais,

//Er*nn(xvy7Z)Eab<way?'z)dxdy_6(mn)(ab) (24)

Desse modo, é possivel usa-los como uma base
de funcoes para representar qualquer forma de
feixe mais geral

E(:r,y, Z) = chmnEmn(xay7 Z) (25)

m n

Isso é 1til, pois permite expressar qualquer
forma de feixe a partir da combinagao linear dos
modos de Hermite-Gauss ou Laguerre-Gauss.
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