Prova de Recuperacao — PMR3201 lo. semestre 2018

Escreva o nome e o nimero USP na folha de papel almago. Numere cada pégina. Indique o total de pdginas
na primeira pagina. Vocé nao pode empregar nenhum método do runtime python que tenha complexidade
pior do que constante.
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(2,0 pontos) Uma Pilha é uma estrutura de dados na qual o elemento a ser removido é o mais recente
a ser inserido. Suponha que em uma pilha é inserida a sequéncia {1,2,3,4,5}, nesta ordem. A ordem
relativa entre insergoes e remocoes dos elementos é varidvel, mas as remocgoes sao feitas de modo que a
pilha ao final estd vazia. A ordem relativa entre insercoes e remocoes pode produzir diversas sequéncias
de elementos removidos. Aponte entre as seguir quais sao possiveis e quais nao o sao:

a) 1,2,3,4,5 ) 1,2,3,5,4 e) 5,4,1,2,3 g) 4,5,2,3,1
b) 5,4,3,2,1 d) 2,1,3,4,5 f) 2,3,5,4,1 h) 3,4,2,1,5

Dica: A maioria das sequéncias acima é possivel, mas nao todas!

Resposta: Como os elementos foram inseridos em ordem crescente, quando um determinado
elemento é retirado, todos os menores ja foram inseridos. Do mesmo modo, uma ordem crescente
s6 se apresenta na remocgao quando um elemento é retirado antes do seu sucessor ser inserido.

Assim, a sequéncia e) nao é possivel, pois o 5 sé seria retirado se 1, 2 e 3 ja estivessem na pilha.
Deste modo é impossivel que os elementos 1, 2 e 3 aparegam na remocao nesta ordem.

O mesmo argumento vale para a sequéncia g) onde a remocao do elemento 4 antecede a sequéncia
2, 3.

Todas as outras sao possiveis.

. (2,0 pontos) Algoritmos de Bresenham s@o empregados em computagao gréfica para determinar quais

pontos em uma tela pertencem a uma determinada curva. O problema de se tracar um arco de
circunferéncia de raio r > 1, centrado na coordenada (0, 0), do seu ponto mais alto até 45° em sentido
hordrio, pode ser visto como a busca da sequéncia Y = {yq, ... yn} tal que a entrada y, corresponde ao
ponto (z,y). Vale para esta sequéncia as seguintes propriedades:

yw:mam{y€N|y2+x2§r2} (1)
Yi >0 (2)

A propriedade (1) significa que cada ponto y, é o ponto com maior coordenada inteira y dentro da
circunferéncia de raio 7? centrada em (0, 0) sobre a reta vertical com coordenada x. Em particular,
nota-se que yo = r. A propriedade (2) limita a curva a 45°.

Por exemplo, para r = 10, tem-se a sequéncia {10,9,9,9,9,8,8,7}.
A listagem a seguir implementa um algoritmo que produz esta sequéncia:

def bresenham(r):

out = []
y =r

x =0

r2 = r*r
y2 = r*r
x2 = 0

while y >= x:
out .append (y)
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x2 += x + x + 1

x += 1

if y2 + x2 > r2:
y2 =y +y + 1
y =1

return out

onde r é o raio da circunferéncia. Note que a excecao da linha 5, este algoritmo nao faz nenhuma

multiplicagao. Mostre que o algoritmo estd correto.

Resposta: Seja y;, x; os valores das varidveis y, x ao final da i-gésima iteragao do lago iniciado na
linha 8, com yg =7 e x¢g = 0.

Seja ¢;, T; os valores das varidveis y2, x2 ao final da i-gésima iteragdo do lago iniciado na linha 8,
com §jo =72 e &g = 0.

A lei de transicao é:

Tip1 =a; +1

)Y para; + &1 <12

Y yi —1 paray; + ;41 > r?

g Ui paray; + &1 < r?
i1 =9 . L
" 9i —2y; — 1 paray; + &i11 > 12

Trivialmente, vale ; = i. Mais importante, &; = 2;2. De fato, isso é verdadeiro para i = 0. Porém,
se existe algum 7 para o qual isso é verdadeiro, entao pela lei de transigao vale:
Tip1 =2 + 22, +1

=2+ 27 +1

= (xi + 1)2

= $i+12
O mesmo argumento mostra que 7; = ;> (note que as condicdes sdo as mesmas para a atualizacio
tanto de y; quanto de g;).
Finalmente, mostra-se que y; = maz {y € N | y* + 2, < r?}.
Em primeiro lugar, note-se que

maz {y € N|y? + ;2 <r?} <max{y e N|y? +2;44% <r?}

A proposicao é verdadeira para yqg.
Por outro lado, se existe ¢ para o qual y;+1 < z;11 € y; = max {y eN| Y2+ ;2 < 7“2}, entao se
yi2 + r;11? < r tem-se necessariamente max {y EN|y?+a412 < r2} = ;.

No entanto, substituindo-se a expressdo de x;41 em funcio de x;, chega-se a v;2 + x;2 +2x; + 1 > r.
Porém, como vale y; > x;, entéo (y; — 1)2+xi+12 =y =2y — 142,24+ 22;+1 < y;2+2;2 < r?. Ora,
o primeiro nimero inteiro menor do que y; é y; — 1 de modo que max {y EN|y?+x41% < r2} =
Yi —1=yit1.

Assim mostra-se que o algoritmo estd correto.

Por outro lado, seja o caso em que 3;24x;,12 > r. Neste caso, evidentemente 1; > max {y € N|y? + zj




3. (2,0 pontos) Uma matriz bidimensional em Python pode ser representada por uma sequéncia de
sequéncias. Assim, a matriz
1 2
X =

pode ser escrita em Python como:

X = [[1, 21, [3, 4]1]
O elemento X o da matriz acima, cujo valor é 2, pode ser acessado através da varidvel x acima declarada
com a seguinte sintaxe: x[0] [1] (note a convencao em Python de se utilizar indices baseados em 0).

Seja uma matriz quadrada N x N cujos coeficientes s@o 0 ou 1. Em cada linha da matriz, um 0 jamais
antecede um 1. Por exemplo:

o O =
—_ O =

1
0
1
Escreva em Python uma fungao que encontra com complexidade O(N) o indice (baseado em zero) da
linha da matriz com a maior quantidade de 0’s.! Utilize a seguinte assinatura:
def encontra_mais_zeros(x):
onde x é uma referéncia a sequéncia de sequéncias que representa a matriz acima descrita. Sua fungao

deve retornar o indice da sequéncia com a linha que contém a maior quantidade de 0’s.

Funcgoes que desempenhem corretamente o descrito acima com complexidade pior do que O(N) valem
0,5 pontos.

Resposta: Este problema aparentemente demanda uma solugao quadratica. No entanto, note
que se uma determinada linha possui 0’s até a j-ésima coluna, é possivel ignorar todas as linhas
seguintes que possuam 1’s até a posigao j.

def encontra_mais_zeros(x):
n = len(x) # Matriz quadrada
# primeira linha
j =20
while j < n and x[0][j] !'= 1:
jo+= 1
maior_linha = 0
maior_sequencia = j
for i in range(len(x)):
while j < n and x[i][j] !'= 1:
jo+=1
if j > maior_sequencia:
maior_linha = i
maior_sequencia = j
return maior_linha

4. (2,0 pontos) Uma drvore bindria de busca é uma drvore bindria na qual todos os elementos & esquerda
de um dado né sado menores do que o né6 e todos os elementos a direita do né sdo maiores. A classe
NoArvoreBinaria implementa um né de arvore bindria.

IRobert Sedgewick e Kevin Wayne. Algorithms. 4th. sec. 1.4. Addison-Wesley Professional, 2011.



class NoArvoreBinaria:

def __init__(self, x, e = None, d = None):
self.x = x
self.e = e
self.d = d

O campo e aponta para a sub-arvore esquerda, ou None se esta nao existe. O campo d aponta para a
sub-arvore direita, ou None se esta nao existe. O campo x contém o valor armazenado no né.

Um sistema armazena valores em ponto flutuante nos nés de uma arvore binaria perfeitamente balanceada
(ou seja, todos os niveis exceto o ltimo estdo completamente preenchidos). Deseja-se implementar um
método que retorna o valor armazenado mais prorimo a um valor dado.

Use a seguinte assinatura:
def encontra mais_proximo(r, x):

Onde r é o nd raiz da arvore balanceada que armazena os nimeros e x é o numero de ponto flutuante
que deseja-se aproximar. Sua fungéo deve ter complexidade logaritmica, ou seja, O (log N) onde N é a
quantidade de elementos armazenados na arvore balanceada.

(2,0 pontos) A base de dados da questao 4 realiza, além da operacao de busca pelo elemento mais
proximo, operacgoes de insercao de novos elementos e remocgao de elementos preexistentes. Espera-
se que todas as operagbdes ocorram com frequéncia similar. Um programador observa que arvores
auto-balanceadas, como arvores AVL, podem implementar as operagoes de insercao e remogao em
complexidade O (log N). Outro programador sugere que tabelas de espalhamento (hash tables) seriam
ainda melhores do que drvores auto-balanceadas para esta base de dados, pois as operagoes de insercao e
remocao podem ser feitas com complexidade constante. Discuta os argumentos e aponte qual estrutura
de dados é mais adequada para esta base de dados, drvores auto-balanceadas ou tabelas de espalhamento.



