Teorema da Unicidade

para campos eletrostaticos ou de correntes estacionarias
(por JJA e LCT)

Dado uma regido 7 onde se deseja determinar a funcao potencial (ou o campo elétrico) e que tem
como fronteira a superficie 2, a func¢do potencial nessa regido deve satisfazer a equacao

rad o D
Vip=-— 5 - -grad @ | para campo de correntes estaciondrias, (1a)

ou a equacao

d .
Vo= —B—%-grad(p , para campos eletrostaticos (6=0), (1b)

que se simplificam, no caso de meios homogéneos, para a forma
V?@=0 , para campo de correntes estacionarias, (1c)

ou
V= —g , para campos eletrostaticos (6=0). (1d)

Essas equagdes terdo solugdo tnica em t se forem especificados, em todos os pontos de sua
fronteira 2, o valorde ¢ (condi¢do de Dirichlet) oude 0¢@/0n (condi¢do de Neumann),
sendo 7 a coordenada na dire¢ao normal a X

Ou seja, dada uma funcdo ¢ que satisfaz a uma das formas da equagdo (1) e que, em todos os
pontos da superficie X, ou assume o valor especificado para o potencial ou sua derivada em relagao
a normal assume o valor especificado para essa derivada, essa fun¢ao ¢ a inica solugao para o
problema.

Note que € necessario que uma das duas condi¢des (¢ ou 0p/0On) seja especificada para cada um dos
pontos de 2, ou seja, em todos os pontos de 2 deve-se conhecer ¢ ou Op/On. Note também que, se

apenas Op/0on for especificado em 2, a fungdo ¢ estard univocamente determinada a menos de uma
constante, mas que o campo elétrico, que envolve apenas as derivadas de ¢, estard completamente

definido.



Demonstracao

Vamos demonstrar que, dadas duas solugdes quaisquer para a equagado (1), denominadas ¢, € ¢,, se
ambas satisfizerem as condi¢des de fronteira impostas em todos os pontos de 2, entdo essas
solugdes sdo idénticas em todos os pontos do volume 7.

Temos entdo que, utilizando a equagao (1b) devido a sua generalidade,

Vip=- L8 g, (22)

V2(p2=—§—%-grad P, (2b)
e, para todos os pontos sobre a superficie 2,

op, O

om0 T ®
Seja  P=@,—@, afuncio diferenca, e considere a seguinte identidade vetorial:

div|e P grad (®)|=grad (¢ ®)-grad (®)+c® V> b= A

ZE‘grad(€D)‘2+§b[grad(s)-grad(¢)+£Vzdﬂ @)

Integrando-se essa expressao no volume 7 e aplicando-se o teorema de Gauss obtemos:

# 3 @grad(¢)~JS=‘fﬂ €|grad (d5)‘2dr+ﬂf dﬁ{grad(e)-grad((ﬁ)Jre Vzdﬂd T (5)

X T T

g . 0P

Notando que grad (®)-dS=grad (P)-ndS = an dS podemos reescrever (5) como

fgﬁ 3 @g—f dSZ.[[f &|grad (¢)‘2dT+_[ﬂ ¢{grad(s )-grad(®)+e Vzdﬂd T . (6)

0P
De (3) sabemos que, sobre todos os pontos em 2, ®=0 ou a—lz 0 , portanto o primeiro membro
n
de (6) se anula.

Subtraindo-se (2b) de (2a) podemos escrever que
VZQI):—%-grad<15:>grads-grad¢>+svzd'>20 , (7)

que substituida em (6) nos leva a
Il dvalar=o ®)

Como o integrando de (8) € ndo negativo em todos os pontos do volume, ele s6 pode ser nulo em
todos os pontos do volume, o que implica que ambas as solucdes ¢, € ¢, sdo idénticas em todos os
pontos do volume 7z, a menos de uma constante, que serd nula se o valor do potencial tiver sido
especificado em pelo menos um ponto da superficie 2. De qualquer modo, o campo elétrico no
volume 7 ¢ Unico.
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