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Quando, em vez de escolher entre suas estratégias uma dada estratégia para jo-
ga-la com certeza, um jogador decide alterna-las aleatoriamente, atribuindo uma
probabilidade a cada estratégia a ser escolhida. diz-se que o jogador utiliza estra-
tégias mistas. Caso contrário, diz-se que emprega estratégias puras.

Voltando ao exemplo do jogador de futebol ao bater um pênalti, ele pode, por
exemplo, jogar uma moeda não-viciada para cima, antes de decidir para que
lado chutar: escolhendo, por exemplo, chutar para o lado direito se o resultado
for cara, e para o lado esquerdo se o resultado for coroa.

Com isso, antes de chutar efetivamente, haveria uma probabilidade de 50%
de o batedor escolher o lado direito e de 50% de escolher o lado esquerdo. Isso
seria uma estratégia mista, diferentemente de uma situação em que houvesse
certeza de que o batedor iria necessízr/ame/zfe escolher o lado direito, o que se-
ria uma estratégia pura.

Um outro exemplo de estratégia mista, ainda do ponto de vista dessa inter-
pretação, seria o caso em que o batedor, antes de escolher o lado, retirasse uma
carta de um baralho aleatoriamente. Se a carta fosse do naipe de ouros, ele es-
colheria o lado direito para cobrar o pênalti. Se a carta fosse de qualquer outro

naipe, ele cobrada o pênalti do lado esquerdo. Isso equivaleria a adotar uma es-

tratégia mista em que o lado direito seria escolhido com 25% de probabilidade
e o lado esquerdo com 75% de probabilidade.

Assim, vamos retornar ao jogo de prevenção de ataque da Figura 5.5, repro-
duzida novamente a seguir:

Figura 5.5 0 Jogo de Prevenção de Ataque

O leitor já deve ter notado que, diferentemente do que fazíamos antes, quan-
do analisávamos jogos estritamente competitivos apenas com estratégias puras,
dessa vez estamos escrevendo as recompensas dos dois jogadores. Fazemos isso
apenas para facilitar a compreensão do funcionamento do equilíbrio em estraté-
gias mistas, evitando qualquer confusão que possa prejudicar o entendimento.

Vamos agora calcular quanto cada país obtém de recompensa, dada a estra-
tégia que escolheu, se o outro país resolver variar aleatoriamente a estratégia

Azul

Vermelho

Porto Sul Porto Norte

Porto Sul l , l -l, l

Porto Norte -l, l l, -l
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Mas o que acontecerá se Azul escolher um p entre os dois extremos em que P
= 1 ou p = 0? Nesse caso, quanto maior o p, maiores as chances de Azul esco-

lher o porto Sul, e maior a recompensa que Vermelho pode esperar por es'
colher o porto Norte. Nesse caso, é claro, a recompensa que Vermelho pode
esperar obter por escolher o porto Norte não será tão elevada como no caso
em que P = 1, pois nesse caso extremo há a certeza de que Azul escolherá o

porto Sul e, desse modo, Vermelho pode ter certeza de ter sucesso no ataque se
escolher o porto Norte, fazendo lus à recompensa de l.

Isso porque se P < 1, há alguma probabilidade, ainda que pequena, de Azul
escolher o porto Norte. Assim, Vermelho não pode mais assegurar uma recom-

pensa de 1. Para ilustrar o que estamos querendo dizer, suponha que P = 0,90,
ou seja, que há 90% de chance de Azul escolher o porto Sul, mas há também
10% de chance de Azul escolher o porto Norte. A recompezzscz esse cada de Ver-

melho nesse caso, que chamaremos REVpN, por escolher o porto Norte, será:

Doq
rada se

Pois

uma re.

Por(

Norte,
escolhe

dechar

porto S
caso se=

RtllVp,. (0,9 x 1) + (0,1 x -l) 0,9 - 0,1 - 0,8

Obviamente, se Vermelho tivesse escolhido o porto Sul, sua recompensa es-

perada nesse caso (REVés) seria: Repr
Iher a l
uma pr
Azul es-

REVps = (0,9 X -1) + (0,1 X 1) - -0,9 + 0,1 = -0,8

Em outras palavras, a recompensa esperada de um jogador pela adoção de
uma dada estratégia é a recompensa que ele pode vir a obter, em média, dadas

as probabilidades com que os outros jogadores escolham suas estratégias.
Desse modo, quanto mais próxima de l estiver a probabilidade P de que

Azul escolha o porto Sul, maior a recompensa que Vermelho pode esperar ob-

ter, em média, por escolher o porto Norte, e menor a recompensa esperada de
Vermelho por escolher o porto Sul. ,

E importante o leitor atentar para o fato de que, uma vez que P sela menor
do que 1, ainda que seja muito próximo de 1, Vermelho nunca poderá ter cer-
teza de obter a recompensa de 1, ou seja, realizar um ataque bem-sucedido. Se

p = 0,99, por exemplo, ainda que a chance do Azul escolher o porto Norte seja
muito pequena (1%), ela ainda existe e, portanto, pode ser que, no momento
de localizar suas defesas, Azul acabe por sortear o porto Norte, não obstante a

probabilidade reduzida de que ele o faça.
O que a recompensa esperada de Vermelho nos informa, portanto, é apenas

dadas as chances de Azul escolher o porto Sul, que supomos serem de

99%, o país Vermelho estará muito mais próximo de obter sua recompensa de
l se escolher o porto Norte, pois nesse caso sua recompensa esperada é de:

Azul

Portal

Porto l

Recorr
Verme

Pode

arecon

espera(

Azul, s-
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Evidentemente, essa recompensa será máxima quando P = 0, sendo nesse

caso igual a l. Isto é, quando Azul escolher proteger o porto Norte com certe-
za, e Vermelho escolher o porto Sul, a recompensa de Vermelho será máxima.

Pela razão inversa, essa recompensa esperada será mínima quando P = 1:

uma vez que Vermelho tenha decidido atacar o porto Sul, sua recompensa será
mínima (no caso, REVés = -- 1).' A variação na recompensa esperada de Verme-

lho, de acordo com o porto que ele escolha e a estratégia mista adorada por
Azul, é resumida no Gráfico 5.1:
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Gráfico 5.1 Recompensas Esperadas Vermelho, Dada a Estratégia Mista de Azul

Nos eixos verticais do Gráfico 5.1 temos a recompensa esperada de Verme-

lho, um valor que varia, conforme vimos, entre l e -- 1, de acordo com o porto

que Vermelho escolhe e a probabilidade de Azul escolher cada porto. No eixo
horizontal temos o valor de P, a probabilidade de Azul escolher o porto Sul.

A linha tracejada que desce da esquerda para ? direita no Gráfico 5.1 mostra
como varia a recompensa esperada de Vermelho, caso ele escolha o pomo Sz//, à

medida que o valor de P aumente. Essa linha começa em l no eixo vertical es-
querdo do Gráfico 5. 1, que é a recompensa que Vermelho recebe caso escolha

o porto Sul na hipótese de o Azul com certeza não escolher defender o mesmo
porto (P - 0).

Essa mesma linha atinge um mínimo em -- l no eixo direito do gráfico, repre'
sentando a menor recompensa que Vermelho pode obter ao escolher o porto

Sul, que é a recompensa obtida caso Azul escolha esse porto com certeza (P = 1).

7 0 leitor é convidado a desenvolver um raciocínio análogo ao que fizemos caso Vermelho se decidisse pelo porto

Sul, para o caso de Vermelho decidir escolher o porto Norte.
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Isso nos permitirá descrever as melhores respostas de Vermelho às várias es-
tratégias mistas que Azul pode vir a adotar simplesmente como uma combina-

ção entre P e q. Graficamente, podemos descrever a melhor resposta de Verme-
lho (um valor de q que pode estar entre 0 e 1, incluindo esses dois extremos)
em função da estratégia mista adorada por Azul (o valor de P), no Gráfico 5.2:
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Gráfico 5.2 As Melhores Respostas de Vermelho
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No Gráfico 5.2 vemos o valor de q que representa a melhor resposta de Ver-
melho para cada P que Azul pode adotar assinalado pela linha pontilhada em
forma de "S" invertido. O Gráfico 5.2 nos informa que para valores de P < IZ2,

a melhor resposta de Vermelho é fazer q = 1, que é o ramo de sua função de
melhor resposta que é paralelo ao eixo P na altura em que q = 1.

Para valores de P > ly2, a melhor resposta de Vermelho é fazer q = 0, daí a sua

função de melhor resposta coincidir com o eixo P do valor de P = iy2 até o valor
de P = 1, significando que nesse intervalo q = 0. Por último, quando P = IZ2, não
ímpo#a o podo q e Ve me/bo esmo/ba: assim, sua função de melhor resposta é
vertical, indicando que qualquer valor de q é igualmente uma boa resposta ao
fato de que Azul fez P = iZ2.

Esse resultado de que qualquer valor de q é igualmente uma boa resposta
ao fato de que Azul fez P = ly2 pode parecer um pouco estranho ao leitor, mas
é um resultado importante e por isso merece ser mais bem compreendido.
Para tanto, considere a expressão abaixo, que nos fornece a recompensa espe'
rada de Vermelho (REV) para quíz/qz/er esf7'af(agia migra qzle Verme?/bo e .üz//

ado tem :
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porto Sul com certeza (q = 1), o porto Norte com certeza (q = 0), ou se adota

alguma estratégia mista (0 < q < 1), sua recompensa esperada não é afetada e é

sempre:

REV - 2p - 1 - 2(1/2) - 1 - 0

Em outras palavras, uma vez que Azul tenha escolhido uma estratégia mista
em que o porto a ser protegido é sorteado com 50% de chances para cada um, a

recompensa esperada de Vermelho ao decidir atacar um porto ou outro, ou
também sortear entre eles com qualquer probabilidade para cada um, inclusive
50% de chances para cada porto, é sempre em média zero.

Aqui há um ponto muito importante que irá se repetir no caso de Azul (que
iremos discutir daqui a pouco), mas que já é importante assinalar. O fato de
que se tornou indiferente para Vermelho escolher um ou outro porto com cer-
teza ou ainda adotar uma estratégia mista em que cada porto seja escolhido
aleatoriamente com uma dada probabilidade, significa que não bá /fada q e
Vermelho possa fazer para surpreender Azul.

Ou seja, Vermelho não obtém qualquer vantagem se alterar as chances de ata-
car um dos portos: a estratégia mista de Azul de localizar sua frota aérea de defe-

sa de forma aleatória, com 50% de chances em cada porto, anula completamente
qualquer possibilidade de Vermelho surpreender Azul com sua escolha.

Em outros termos, ao adotar P = ly2, .'k#/ ?zeafra/izoz/ qz/.z/qz/er z/a/zfagem

qz/e Verme/bo pz/desse fer, z.,aria/zdo o /ado q e /rlíz ízfízcar. Esse é o sentido de

tornar q irrelevante fazendo P = ly2. Esse é o aspecto fundamental de estratégias
mistas, e o leitor deve manto-lo em mente, pois será de grande importância
para entendermos o sentido do equilíbrio em estratégias mistas.

Caso Azul realmente decida implementar essa estratégia mista, em que P =
iy2, representamos esse fato da seguinte forma:

#

@, : -n - l-í,}l
Onde, por convenção, o primeiro elemento do par ordenado que representa

a estratégia mista é a probabilidade de a estratégia na primeira linha ser jogada,

o segundo elemento é a probabilidade de a estratégia na segunda linha ser joga-

da e assim por diante, caso o jogador possua mais de duas estratégias.
A forma estratégica da Figura 5.5 (b) descreve tanto as probabilidades de Azul

ao escolher o porto em que irá localizar sua frota de defesa aérea como as proba-
bilidades de Vermelho ao escolher o porto que irá atacar:

Grá
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Nos eixos verticais do Gráfico 5.3 temos a recompensa esperada de Azul,
também um valor que varia entre l e -- 1, de acordo com o porto que Vermelho
escolhe e a probabilidade da sua escolha. No eixo horizontal, temos o valor de

q, a probabilidade de Vermelho escolher atacar o porto Sul.

A linha contínua que sobe da esquerda para a direita no Gráfico 5.3 mostra
como varia a recompensa esperada de Azul, caso ele escolha o porto Sul, à medi-

da que o valor de q aumente. Essa linha começa em seu valor mínimo (recom-

pensa de --l : o porto Norte é atacado com certeza) no eixo vertical esquerdo do
Gráfico 5.3, que é a recompensa que Azul recebe caso escolha proteger o porto
Sul, no caso em que Vermelho com certeza não escolhe o mesmo porto (q = 0).

Essa mesma linha atinge um máximo de l no eixo direito do gráfico, represen'

tando a maior recompensa que Azul pode ter ao escolher o porto Sul, que é a re-

compensa obtida caso Vermelho escolha esse mesmo porto com certeza (q = 1).
A linha tracejada que desce da esquerda para a direita no Gráfico 5.3 mostra

como varia a recompensa esperada de Azul, caso escolha o porto Norte, à me-

dida que o valor de q aumenta. O mínimo dessa linha em -- l no eixo vertical di-
reito do Gráfico 5.3 é a recompensa que Azul recebe se escolher o porto Norte
no caso em que Vermelho, com certeza, escolhe o porto Sul (q = 1).

Já a mesma reta que representa a recompensa esperada de Azul caso ele escolha

o porto Norte atinge o máximo em l no eixo esquerdo do Gráfico 5.3, represen'
tendo a maior recompensa que Azul pode ter ao escolher o porto Norte: a recom-

pensa obtida no caso em que Vermelho escolhe este porto com certeza (q = 0).
No Gráfico 5.3 temos também uma primeira abordagem das melhores res-

postas de Azul a cada possibilidade de estratégia mista de Vermelho, isto é, a
cada valor de q que Vermelho pode adotar. Assim, se q > ÍZ2, escolher o porto

Sul sempre rende a Azul uma recompensa esperada maior do que escolher o
porto Norte, como se pode inferir do fato de que a linha contínua (represen'
tando a recompensa esperada de Azul ao escolher o porto Sul ) se encontra aci-
ma da linha tracejada (representando a recompensa esperada de Azul ao esco-
lher o porto Norte) no Gráfico 5.3.

Por outro lado, se q < IZ2, escolher o porto Norte sempre rende a Azul uma re-
compensa esperada maior do que escolher o porto Sul, como também se pode
inferir do fato de que a linha tracejada se encontra acima da linha contínua no
Gráfico 5.3. No caso em que q = tZ2, é indiferente para Azul escolher entre o por'

to Sul e o porto Norte. Qualquer escolha dará a Azul a mesma recompensa espe'
rada, como mostra o fato que as duas linhas se cruzam quando q = ay2.

Podemos então afirmar que, para valores de q menores do que IZ2, Azul deve

escolher o porto Norte com certeza, o que maximizará o valor de sua recom-

pensa esperada, dada a maior probabilidade de Vermelho escolher o mesmo
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Pq(1) + P(l - q)(-1) + (1 P)q(-1) + (1 - P)(l - q)(1)

De maneira análoga, como no caso da expressão para a recompensa esperada
de Vermelho, tudo o que fizemos foi somar o produto das recompensas de Azul

para c ida combinação de estratégias, multiplicadas pelas probabilidades de que
cada jogador adotasse cada uma das estratégias que compõem a combinação.

Simplificando a expressão obtemos:

Onde,
a estratég
da,o sega

jogada,e
Desse

P - q -'
dosjogad
babilidad

tratégia l

querque

REA -4pq-2p-2q + l

Vamos colocar p em evidência, pois, também de maneira análoga, P é a única
variável que Azul controla: é a variável que nos informa se Azul vai escolher
com certeza proteger o porto Sul (p = 1), se vai escolher proteger o porto Nor-
te com certeza (P = 0), ou se vai adotar alguma estratégia mista (0 < P < 1).

Assim, obtemos:

REA = P(4q - 2) - 2q + l
Signifii

50% de (
50% de c

simplesm
tal como

Basta Vermelho adotar a estratégia mista em que q = IZ2 que será indiferente

para Azul proteger o porto Sul com certeza, proteger o porto Norte com certeza,
ou ainda adotar qualquer estratégia mista: quando q = iy2 0 termo entre parênteses

na expressão se torna [4(1/2) -- 2] = (2 -- 2) - 0.
Com isso, p passa a ser multiplicado por zero, e também nesse caso se torna

irrelevante para a determinação da recompensa esperada do batedor, pois sua
recompensa esperada não é afetada por P e é sempre:

REA = -2q + 1 = -2(1/2) + 1 l + l - o

Chegamos então a um resultado análogo, no caso de Azul, ao que obtivemos
na análise do comportamento da recompensa esl;rada de Vermelho. Assim
como no caso de Vermelho, torna-se indiferente para Azul escolher proteger
com certeza o porto Sul, escolher com certeza proteger o porta Norte, ou ado-
tar uma estratégia mista, se Vermelho fizer q = iy2.

O fato de que se tornou indiferente para Azul escolher um dos portos com
certeza ou adotar uma estratégia mista significa também nesse caso que /zão bá
/zízcü qwe .4zu/ posscz fazer Pczrcz szlrpree/zder Verme/bo. Em outros termos, no

caso em que q = 1/2., Vermelho neutraliza qualquer vantagem queAzul possa ter,
variando aleatoriamente o porto em que irá atacar.

Caso Vermelho decida implementar essa estratégia mista, em que q = iy2, re-

presentamos esse fato da seguinte forma:

NoG
Iho,enq
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um ponto no qual as duas funções se cruzam: o ponto M, em que P = q = ly2,

que é o equilíbrio em estratégias mistas desse jogo. Na verdade, como fica evi-
dente do exame do Gráfico 5.5, esse é o único ponto de equilíbrio do Jogo: o

jogo de prevenção de ataque é um jogo que tem apenas um equilíbrio, e em es-
tratégias mistas.

Desse modo, o jogo de prevenção de ataque tem um único equilíbrio, que
consiste em cada lado escolher o porto que é defendido ou atacado com proba-

bilidades iguais, de forma que o inimigo não consiga antecipar qual o porto es-

colhido para a defesa ou o ataque. Ao se comportarem assim, os dois lados na
guerra estarão obedecendo à máxima de Sun Tzu do início deste capítulo: con-
tra os que sabem atacar, o inimigo ignora que local defender; contra os que sa-
bem defender, o inimigo ignora que local atacar.

Na verdade, um jogo pode possuir equilíbrios em estratégias puras, equilí-
brios em estratégias mistas e equilíbrios em estratégias mistas e puras' Veremos

que o jogo da guerra fria é um jogo que possui equilíbrio em estratégias mistas e
puras. Qual seria o tipo de Jogo com equilíbrio apenas em estratégias puras?
Nos exercícios deste capítulo o ]eitor poderá verificar por si mesmo que os lo-

gos que têm equilíbrio em estratégias estritamente dominantes não têm equilí-
brio em estratégias mistas.

Entretanto, a perspectiva pessimista (na medida em que busca a minimização

de surpresas desagradáveis) que norteia a escolha de estratégias mistas não se li-
mita a jogos estritamente competitivos. Também podemos aplicar estratégias
mistas, com o mesmo propósito, em jogos que não são estritamente competiti-
vos. Esse será nosso próximo tema.
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Uma Aplicação de Estratégias Mistas a Jogos
Não Estritamente Competitivos .

Na verdade, a interpretação de estratégias mistas como uma opção estratégica

pessimista, de forma a minimizar perdas, ultrapassa as situações de interação
estratégica que podem ser descritas como jogos estritamente competitivos. Na
verdade, em jogos que não são estritamente competitivos, os jogadores tam-

bém podem ter a opção de variar aleatoriamente suas estratégias, de modo a re-
duzir eventuais perdas por serem pegos desprevenidos.

Assim, para entender melhor o papel das estratégias mistas, quando os jo-

gadores escolherem jogar "dos males o menor", considere mais uma vez o
jogo da guerra fria, da Figura 5.2, aqui reproduzido novamente como a Fi-
gura 5.6:
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