Método de Newton para calcular raizes de
polinomios

Exercicio Computacional
MAP3122 - Quadrimestral 2020
Prof. Antoine Laurain

Seja f(z) = p(x)/q(z), onde p,q : R — R sao duas fungoes diferencidveis.
Questao 1. Verifigue que o método de Newton para calcular uma raiz de f pode ser escrito na forma

1
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p(xr) q(zk)

Podemos usar esta propriedade para calcular todas as raizes de um polinémio
-1
p(x) =apa"” +ap_12" " 4+ -+ a1z +ag

com coeficientes aj reais ou complexos. Observe que um polinémio de ordem n sempre tem n raizes
complexas (nao necessariamente distintas), esse é o teorema fundamental da dlgebra. Chamamos entao
de z1,...,2, € C as raizes complexas de p. A tarefa principal desse exercicio pratico é de calcular uma
aproximagcao numérica de todas as raizes zy.

Comecgamos calculando uma raiz de p usando o método de Newton usual. Para calcular as outras
raizes, usamos o raciocinio seguinte. Primeiro, o polinémio p pode ser escrito como

p(x) = an(m — Zl)(x — ZQ) - (CE — Zn)
Suponhamos que ja temos a disposigao as raizes z1, 22, ..., 2¢, com 1 < £ < n. Definimos
q(z) = (x — z1)(x — 22) ... (x — 2p).

Observamos que

p(x)
flx) === =a1(x — zp41) ... (x — 2zp,).
q(z) "
Esta fungdo f é um polinémio cujas raizes sdo exatamente zg41, 2¢42, - - - , 2n. Assim, aplicando o método

de Newton para f, podemos achar uma nova raiz de p, diferente das raizes de p ji calculadas. Como
f é da forma f = p/q, podemos usar a férmula . Observamos que a derivada de ¢(x) satisfaz a
propriedade seguinte:

"(x 1 1 1

(@) _ + +ot 2)

q(z) T—21 T—29 T— 2z

Vamos usar a expressao na iteracado de Newton .

Cada nova raiz calculada com esse método tem um valor mais impreciso que a anterior, uma vez
que as raizes ja calculadas contem erros, e sao usadas no método de Newton para calcular uma nova
raiz, assim os erros vao se acumulando. Portanto, depois de aproximar uma raiz z; usando 7 vamos
recalcular uma nova aproximacao de z; usando o método de Newton simples para o polinémio p. Para
inicializar essa iteracao de Newton, use o valor z; obtido com o outro algoritmo.

O objetivo deste exercicio pratico é de escrever uma funcao z=polyzeros(a), que calcula todas as
raizes de um polindémio p(z) = a,a™ + An_12" ' + - 4+ a1z + a9 dado, onde a = [ap,a1,...,an] é O
vetor dos coeficientes de p. A funcao z=polyzeros(a) tem o vetor a como entrada e o vetor das raizes
z = [z1,...,2,] como saida.
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Figura 1: Comparacio entre as 6 raizes do polinomio p(z) = 1.52% + 22° 4 32* + 423 4 822 — 32 — 6
calculadas com a fungao numpy . roots (p) (esquerda) e as raizes calculadas com a func¢éo z=polyzeros(a)
(direita).

Instrucgoes, observacgoes e dicas

e O programa deverd ser escrito em Python, usando o pacote numpy. O seu cddigo devera estar

bem comentado e estruturado. A entrada e a saida deverdo ser feitas de forma a ajudar o usudrio
a executar o programa e devem facilitar a analise dos resultados. Se o seu programa precisa de
arquivos de entrada, considere que os mesmos encontram-se na mesma pasta do executdvel, ou faca
de forma que solicite o caminho/nome do arquivo ao usudrio.

A entrega deverd conter um relatério (em .pdf), contendo a andlise do problema estudado, e o
cédigo usado para as simulag¢ées computacionais (arquivo .py). A entrega também deverd ser feita
em um arquivo compactado tnico.

O uso de BTEX para escrever o relatorio é fortemente incentivado. Os relatérios escritos em Latex
receberao um boénus de 0.5 pontos.

Numeros complexos em Python tém a forma a+b*1j ou a+bj, onde a, b sao valores numéricos.

Para capturar as raizes complexas, vocé precisara usar valores iniciais complexos no método de
Newton.

Para a inicializacdo do método de Newton, serd melhor utilizar valores iniciais aleatérios. O
comando para isto é numpy.random.rand

Um polindmio p poderd ser definido a partir de um vetor de coeficientes utilizando a fungao
numpy.polyld. A derivada de um tal polindmio p poderd ser calculada com numpy.polyder. O
valor de p em um ponto particular também poderd ser calculado usando a funcao numpy.polyval.

Serd necessario usar um critério de parada para o método de Newton. O médulo |p(zy)| de p(zk)
(cuidado, pois aqui p(zx) é um nimero complexo) pode ser usado para um critério de parada da
seguinte maneira. A cada iteragdo, a condigao |p(zk)| < € é testada, onde £ é um valor pequeno
escolhido pelo usudrio. Se |p(zx)| < & é satisfeita, entdo paramos a iteracdo de Newton, caso
contrério, continuamos. Podemos escolher por exemplo € = 10716; experimente com outros valores
para ver se isto muda o resultado. Além disto, é necessiario impor um niimero maximo de iteragoes
itmax para evitar um loop infinito. Um valor razoavel para o método de Newton é itmax entre 7

e 10.

Como usamos valores aleatérios para inicializar a iteracao de Newton, acontece as vezes que o
algoritmo fornece valores errados ou valores do tipo NaN. Por isso, é aconselhdvel rodar algumas
vezes 0 programa para cada exemplo, para eliminar casos degenerados. Isso é particularmente
verdadeiro quando a ordem do polinémio fica maior e os resultados do programa se tornam mais
instaveis.

e Vamos testar o programa usando dois métodos:



1. Escolha z1,..., 2z, € C, e calcule os coeficientes aj, do polinémio p(z) = (x—z1)(x—22) ... (x—
zn). Depois use o programa com esses coeficientes. O programa deverd entregar as mesmas
raizes 21, ..., 2, € C, ou uma boa aproximagao delas (ver Tabela .

2. Para um polinémio dado na forma p(z) = A" +ap_12" 1+ - -4a,x+ag, compare o resultado
obtido com sua fungdo z=polyzeros(a) e com a fun¢ao numpy.roots(p) (ver Tabela|2)).

Os resultados de sua funcao z=polyzeros(a) e de numpy.roots(p) devem ser plotados em duas
figuras diferentes, como na Figura [l Cada raiz sera representada por um ponto em cada figura.
O eixo horizontal representa a parte real das raizes, e o eixo vertical a parte imagindria. Deve-
se observar que as duas figuras fornecem visualmente os mesmos pontos para alguns exemplos.
Observe que quando os coeficientes a = [ag, a1, . . ., ay] S30 reais, as rafzes complexas z; sempre sao
conjugadas, i.e. para cada raiz da forma z = a 4 ib com b # 0, existe uma outra raiz conjugada
Z = a — 1b; esse fendomeno pode ser observado na Figura Vocé deveria observar isso na suas
figuras também.

Forma do relatério

O relatério (em .pdf) serd constituido dos seguintes elementos:

Resposta a Questao 1.
Testes e analise de erro:

— Escolha dois polindmios (de ordem entre 4 e 10) e para cada um destes polinémios, faga uma
andlise de erro seguindo as instrugoes da Tabela[I] Comente os resultados.

— Escolha dois polinémios (de ordem entre 5 e 10) e para cada um destes polinémios, faga uma
andlise de residuo do tipo da Tabela[2] Comente os resultados.

Figuras: escolha trés polinomios (de ordem entre 4 e 10) e plote as raizes obtidas com sua fungao
z=polyzeros(a) e com a fun¢do numpy.roots(p) em duas figuras separadas, como na Figura [T}
Comente os resultados. Um ponto interessante, é de discutir a estabilidade do célculo das raizes
com respeito a ordem dos polinémios, usando z=polyzeros(a) e numpy.roots(p).

Critérios de Correcgao

Questao 1 (0.3 pts)

Implementacao de z=polyzeros(a) (serdo julgadas: a exatiddo dos resultados e a eficiéncia da
implementagao).

— Método de Newton para raizes de f(x) = p(x)/q(x). (1.6 pts)
— Método de Newton para refinamento das raizes de p(z). (1.6 pts)

Cédigo bem documentado: comentdrios, legibilidade. (1.5 pts)
Testes e andlise de erro (relevancia dos testes, apresentagdo dos resultados e comentarios).

— Anélise de erro do tipo da Tabela|l} (1.5 pts)
— Andlise de residuo do tipo da Tabela [2| (1.5 pts)

Figuras (relevancia dos testes, qualidade das figuras). (1 pts)

Qualidade do relatério (relevancia dos comentdrios e apresentagao geral). (1 pts)

Uso de BTEX(0.5 pts extra)

Sera verificado se o programa entregue roda e produz saidas consistentes com os resultados apre-
sentados no relatério.

Em caso de atraso de até 48h, -2 pontos. Apés isso, o EP nao sera aceito.



Tabela 1: Tabela comparando os erros cometidos usando as fungoes z=polyzeros(a) e numpy.roots(p)
para um polinémio p conhecido cujas raizes sao conhecidas. Para este tipo de tabela, escolha as raizes
exatas z1,...,2r € R, e considera o polinémio p(z) = (z — z1)(z — 22) ... (z — z,). Como as raizes sao
reais, é facil ordenar as raizes obtidas com z=polyzeros(a) e numpy.roots(p) para calcular os erros.
Pode usar tambem raizes complexas, mas fica mais dificil ordenar as raizes para calcular os erros.

raizes exatas | polyzeros | erro polyzeros | numpy.roots | erro numpy.roots
21 Z1 |21 — 1] Z1 |21 — 21
22 2o |20 — Zo] Z9 |20 — 2o
23 23 |23 — 23] Z3 |23 — 23]
24 24 |24 — Z4] Z4 |24 — 24]

Tabela 2: Neste caso temos um polinémio dado na forma p(z) = a,z™ + 12" P+ -+ a1z +ag, e
calculamos as raizes (que podem ser complexas) usando z=polyzeros(a) e numpy.roots(p). Como as
raizes exatas nao sao conhecidas, ndo podemos calcular o erro cometido como na Tabela[I] mas podemos
calcular o residuo, que é simplesmente o valor do polindémio p em uma raiz aproximada. Se a raiz for
exata, o residuo vale zero, entdo o residuo deveria ser o minimo possivel. Assim, o valor do résiduo
fornece uma informacao sobre a precisao da aproximagao da raiz.

polyzeros | residuo polyzeros | numpy.roots | residuo numpy.roots

Z lp(z1)] 2 Ip(21)]
) lp(Z2)| i) Ip(22)]
Z3 Ip(23)| 23 Ip(23)]
Zy Ip(Z4)| 24 Ip(Z4)]




