Recuperagao, 16/12/2019, Calculo II, Prof. Juan Lopez Linares

Nome Completo: NdameroUSP:
1) Resolva o problema de valor inicial y“"(z) — 2y " (z) + 4y(z) =0, y (%8) =0,y" (%) =1.
Solugao:
Proponha uma solucao de tipo exponencial
y(x) = €™ (1)
para a equagao diferencial:
y (x) =2y (x) + 4y(x) = 0. (2)

Onde r é um parametro a ser determinado. Derivando duas vezes e substituindo em encontramos o polinémio
carateristico:

r?—2r+4=0.
O discriminante ¢ A = (—2)?2 —4-1-4 = —12 e as raizes sdo ntimero complexos (Tipo III):
2+/-12  2+£2V3
r="t = 2\@ —1+VBi=a+gi

Isto é, a« = 1 e § = /3. Segue que a solucao geral de é

Yg.n.(x) = €" [Clcos (\/gx) + Cysen (\/gx)] .

Onde (4 e C5 € R. Como as condigoes iniciais foram dadas no ponto xg = \/LIS = 0 para facilitar os célculos vamos promover
~ . _
na solugdo anterior a troca de = por x NeTE

0= ] [y (v e 2] pusn (w3 o~ )], 0

Onde D; e Dy € R. Usando a primeira restrigao y (\/LATB) = 0 temos:

0 = el [Dy cos (0) + Dysen (0)]

Dy =0 (4)

Para continuar derivamos usando a regra do produto e da cadeia:

Y gn(x) = e{m_\/ifs} [(Dl + Dg\/g) cos (\/3 [33 - \/%]> + (Dz - Dl\/g) sen (\/g [37 - \/7;»8})] : (5)

Mas de (4)) temos:

y o (@) = el ] [D\/ﬁ <\/§ [x - ”D © Dysen <\/§ [x - ”m | (©)

™

Agora aplicamos a segunda restrigao y~ (TTS) =1:

1=¢l {DQ\/§COS (0) + Dgsen (0)] . (7)
V3
Dy =",

Substituindo () e em encontramos a solu¢ao do Problema de Valor Inicial (P.V.L.):



et = Sl [ (v o )], 0

Note também que v/48 = V16 - 3 = 4v/3 e V3 [x — \/Lfs} =+3r— T. Podemos usar a identidade trigonométrica sen (a + b) =

sen (a) cos (b) 4+ sen (b) cos (a) para escrever:

SEN (\/3117 — %) = sen (\/gsc) coSs (7%) + sen (7%) CcoSs (\/31‘)

sen (\/gx — %) = sen (\/gx) cos (g) — sen (%) cos (\/31:)
sen (V3o = T) = Y2 [sen (V3r) - cos (V3z)]
Com isto outra forma de escrever a mesma solugao em @[) é

V6 [17\/%] [sen (\/5:1:) — cos (\/517)] . (10)

yP.V.I.(-T) = ?6

2) Considere a sequéncia definida como indicada na Tabela[l| a seguir:

|

n \ an,
1 0,1
2 0,12
3

0,123

9 0,123456789
10 | 0,12345678910
11 | 0,1234567891011

Tabela 1: Sequéncia definida por tabela e verbalmente.

Isto é, dado o termo n-ésimo para construir o termo de ordem n + 1 adicione os digitos do nimero n + 1 no final da
representagao decimal de a,,. Essa sequéncia é convergente ou divergente? Justifique.

Solugao:
Esse problema esté resolvido na video-aula 103: ‘“‘Exemplo do uso do Teorema da Sequéncia Mondtona 1.

A sequéncia dada é convergente pelo Teorema da Sequéncia Monotona. De fato, a sequéncia é crescente pois novos digitos

sao adicionados do termo n-ésimo para o termo de ordem n + 1. Adicionalmente vale para todo n € N que a,, < 0,2.
O Teorema da Sequéncia Mondtona diz que se uma sequéncia é crescente e limitada superiormente ou decrescente e limitada

inferiormente, entao a sequéncia é convergente.

3) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série de poténcias

oo

Z nlz™.

n=0

Solugao:
Esse problema esté resolvido na video-aula 131: “Séries de Poténcias II]’.

A sequéncia geradora da série dada é a,, = nlz". Segue que a, 41 = (n + 1)lz"*!. Usaremos o Teste da Razdo:

(n+1)-nl-a-a"
nlzn

(n + 1)lznt?
nlxn

Qn,
+ =|(n+1) 2| =(n+1)z].

Qp



https://www.youtube.com/watch?v=hDKu3LGB3zE&list=PL8v7luSb9qi4ddC9f3f0rRVB13XQ69YnX&index=103
https://www.youtube.com/watch?v=bCGuxN6lFF4&list=PL8v7luSb9qi4ddC9f3f0rRVB13XQ69YnX&index=131

Ap+1
Qn

= lim (n+1)|z|.

n— oo

L = lim

n— oo

O limite anterior somente existe quando x = 0 e nesse caso o limite é zero. Como L =0 < 1 quando = = 0 a série converge.
Logo, o raio de convergéncia da série é zero (R = 0) e nao existe nenhum intervalo de convergéncia.

4) Determine as componentes tangencial e normal do vetor aceleragao se a trajetoria de uma particula é descrita pela fungao
vetorial

r) =< 1+, =2 > .

Solugao:
Este problema esté resolvido a partir do minuto 6:25 na video-aula |Aceleracao Tangencial e Normal II -V163.

Notemos inicialmente que
r'(t; =<1,2t — 2>,

Pl =< 0,2> .
Adicionalmente
7 (5] = /1 +4 (¢ —1)° = Va2 — 8t 1 5.

i) Para calcular a componente tangencial da aceleragao ar (t) usaremos que

aT(t):mﬁ’@_
I @]

Como o produto escalar é

) =104 (2t -2)-2=4(t—1),

segue que
4(t—1
ar (t) = 7( ) .
VAt2 — 8t +5

ii) Para calcular a componente normal da aceleracao ay (t) usaremos que

@ x @l
@l

Para poder calcular o produto vetorial devemos transformar os vetores v (t) e r”’ (t) de bidimensionais para tridimensionais

adicionando um zero. Isto é:
r’ (ti =< 1,2t —2,0 >,

an ()

P () =< 0,2,0 > |

Como o produto vetorial é

TR T 7%
T,(t XT',/(t =11 2t — 2 0 :<Oa0,2>,
0 2 0


https://www.youtube.com/watch?v=FF0GlbY_Zh4&list=PL8v7luSb9qi4ddC9f3f0rRVB13XQ69YnX&index=163

17 (& x 7 (1] =2

segue que

2
VA2 — 8t + 5

an (t) =

5) Encontre as equagdes do plano tangente e da reta normal ao grafico da fungao

1
f z,Y) =
@) = s
no ponto da superficie correspondente ao ponto (4,3) do dominio de f.

Solugao:
Este problema esté resolvido na video-aula [Exemplo de Plano Tangente e Reta Normal -V192,
O ponto de interesse sobre a superficie z = f (x,y) é

(20,40, f (0, y0) = (4,3, ﬂlﬁ) ,

1
(‘r()vyOaZO) = <4a37 5) )

Vamos definir as fungoes
u(z,y) = 2% + 37,

= U 5

Nl

1
w) =
g (u) NG
para deixar em evidéncia que f é uma fungao composta

f(z,y) =g u(z,y)).

A primeira derivada parciais de f em relagao a z é

fm (x,y) = du O >
fa: (w,y) = _%U’_% 2w,
—X
folz,y) = ——,
(22 +32)3

fo (o, 90) = f2(4,3) = m - ~ o5

A primeira derivada parciais de f em relacao a y é

dg (u) du(z,y)

fy ($7y) = du ay )



https://www.youtube.com/watch?v=1f3_uak5htQ&list=PL8v7luSb9qi4ddC9f3f0rRVB13XQ69YnX&index=192

-y

fy(z,y) = m,
Jy (o,90) = fy (4,3) = m = T35

A equacao do plano tangente a superficie z = f (x,y) no ponto (xg, Yo, f (zo0,%0)) €

z = f(w0,%0) + fz (o, v0) - (v — o) + fy (o,y0) - (¥ — o) -

Logo, a equacao do plano procurado é

1 4 3
— L (p—4) = 2 (y—3).
AR TG AR T V)

2 4 3

“Th o amt Y

48 2
1257 T 125 TF T 5

Lembramos que a equagao de um plano também pode ser escrita na forma ax + by + cz = d, onde it

normal ao plano. Segue que

4 3
7—(125712571)

(a,b,c) é um vetor

A equacao vetorial da reta normal ao plano no ponto (xg, yo, 20) pode ser escrita como r (t) = (o, Y0, 20) + Tt onde t € R:

1 4 3
= (4,3,= — 1
r (’3’5)+(125’125’)7§



