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1. Introducao

Estas notas foram elaboradas para a disciplina de Mecanica Quantica I do Instituto de Fisica da USP, baseadas no
programa da disciplina:

e Estrutura Geral da Mecanica Quéntica;

e Método dos operadores e sistemas de 2 niveis. Aplicagdo ao oscilador harmdnico;

A equagdo de Schroedinger em 3 dimensdes;

e Campo central. Momento Angular. Atomo do Hidrogénio;

Spin. Particulas idénticas. Principio de Pauli;

Teoria de Perturbacdo em primeira ordem independente do tempo e suas aplicacdes.

Como os alunos que fazem esta disciplina ja fizeram Fisica Quantica, ndo ha necessidade de se introduzir aqui os
fatos que levaram Schrddinger a propor a sua equagdo, que culminou com o desenvolvimento de uma nova drea para
a fisica da época, chamada de Mecanica Quantica. Na verdade ndo € tarefa trivial construir a equagdo de Schrodinger,
e podemos encontrar na literatura diversas formas de se chegar a ela, todas com alguma dose de arbitrariedade.
Entretanto € interessante ver como o proprio Schrodinger chegou nessa equagao. Isso pode ser encontrado no trabalho
original: An Undulatory Theory of the Mechanics of Atoms and Molecules publicado na Physical Review 28
(1926) 1049. Nesse trabalho, com 22 paginas, a equacdo de Schrodinger, que ele chama de equagdo de onda, é
apresentada na Eq. (16) na pdgina 9. Ele aplica essa equacio ao estudo de dois problemas:

1) o atomo de hidrogénio, onde ele consegue reproduzir a equacdo de Bohr para a energida dos niveis estaciondrios;
2) o oscilador harmoénico, para o qual ele mostra que os niveis de energia sdo dados por (n + %)hv, ao invés de nhv
como proposto por Plank.

Nesse trabalho ele justifica que ndo tratou o problema relativisticamente porque, segundo suas palavras, a teoria
relativistica do atomo de hidrogénio ¢ aparentemente incompleta; os resultados estao em grave contradi¢cio com
o experimento ja que na forumla de Sommerfeld os chamados niimeros quénticos azimutais sdo semi-inteiros
ao invés de inteiros. Ele menciona que essa deficiéncia deve estar conectada com a teoria do “spining electron” de
Uhlenbeck-Goudsmit. Nessa época o spin do elétron ndo havia ainda sido descoberto.

Vamos agora reproduzir de uma forma simplificada como Schrodinger chegou na sua equagdo. Todo trabalho
estd fundamentado matematicamente usando a mecanica Hamiltoniana e a minimizag@o da a¢@o. Entretanto, algumas
suposi¢des sdo necessarias e sdo elas, no fim, que acabam levando a equacdo de Schrodinger. Na minha forma
simplificada de ver podemos partir de

2

E=L yv=p=\2mE-V). (1)
2m
Até aqui tudo bem, agora Schrodinger faz uma super discussdo e considera superficies geométricas onde a agdo pode
ser constante e chega finalmente na velocidade, u, dessas superficies. Podemos chegar no mesmo resultado usando a
relagdo particula-onda de de Broglie. Para uma onda de velocidade u e energia E = hv temos que

u h h E
A=—-=u—=—-—=u=—,
v E p p
e usando p na Eq. (1) obtemos
E
U= ———— 2)

V2m(E = V)’
que é a Eq. (6) no trabalho de Schrodinger. Veja que essa ndo é a velocidade, v, de uma particula com energia

E = mv?/2+V, que é dada por v = v2(E — V)/m. Schrodinger argumenta que equanto v é a velocidade de grupo de
uma onda, u € a velocidade de fase.



Consideremos agora a equagdo de onda para essa particula-onda de velocidade u:

1 6%y
V2 - —a7 =0 3)
cuja solucdo depende do tempo apenas através do fator
ptivt _ pri2mvt EZRY sidnEt/h _ xiEt/h ‘32_‘/’ - _ E_2 W
or? I

Usando isso e o resultado em (2) na Eq. (3) temos

2m(E-V) [ E?
2 -
v "”‘T(_ﬁ)“"o’
ou seja, chegamos a Equacao de Schrodinger:
h2
——V + Vy = Ey. )
2m

Como essa equagao foi obtida supondo-se que i dependa do tempo através do fator

; 0 E
gttt o W _ +i—.
ot h
Schrodinger discute que essa ambiguidade no sinal ndo apresenta dificuldade uma vez que o significado fisico da
fungdo de onda estd em yay* = |y|>. Portanto qualquer um dos sinais é tdo bom quanto o outro, e assim postulamos
que o sinal seja o negativo (que € associado a uma onda progressiva). Com isso podemos escrever
o

Ey = ih—,
y=i ot

o que leva a Equacao de Schrodinger dependente do tempo:

n s L0y
—5 VU Vg =ih ®)



2. Aula 1: Revisao

A equacdo de Schrodinger dependente do tempo € dada por:

oY
ih— = HY, 6
! ot ©
onde, em uma dimensdo, a hamiltoniana é dada por:
R 6
H= ———— . 7
mae TV @

Usando o método de separacdo de varidveis podemos escrever W(x, ) = (x)T(¢) e, usando isso na Eq.(6), temos

. ar
lﬁ!//(X)E =T(®OHY. 3
Dividindo a Eq.(43) por ¥/(x)T (¢) temos:
T
lh? = ZHW ©)

como o lado esquerdo de (9) é funcao sé de ¢ e o lado direito € fungado s6 de x, e como ¢ e x sdo varidveis independentes,
isso quer dizer que essa equacdo deve ser igual a uma constante, que chamamos de E. Assim ficamos com duas
equagoes:

dT iE
=T (10
Hy = Ey . (11)

A solugdo da Eq.(10) fornece T(¢) = T(0)e "E'" | e assim obtemos como solucgdo de (6):
W(x, 1) = g(x)e 0 (12)

com ¥(x) sendo solucdo da Eq.(11). As solugdes em (12) sdo chamadas de estados estaciondrios. Veja que para esses
estados [P(x, 1> = ¥ (x)]* e, portanto, ndo depende do tempo. Como [¥(x, N> tem a interpretacdo de densidade de
probabilidade, isso mostra que para esses estados estaciondrios as probabilidades ndo dependem do tempo. Impondo
a normalizacdo das fungdes de onda temos que

| axtveop = [ axoor =1, (13)
que é consistente com a interpretagio de densidade de probabilidade para [¥(x, £)°.
O valor médio, ou valor esperado, de um operador, A, qualquer € definido como

(A) = fw dx W (x,1) A Y(x,1). 14)

Na mecanica quantica sdo sé os valores médios dos operadores que sdo significativos. Quando se faz uma unica
medida, o resultado da medida é sempre um dos auto-valores do operador associado a medida, que nesse caso € um
observavel (ja que foi medido). Dizemos que ao fazer a medida interferimos com o sistema fazendo com que o estado
colapse num dos auto-estados do operador correspondente. Mas, claramente, uma outra medida pode levar a qualquer
outro dos auto-valores. Dessa forma nunca podemos saber qual serd o resultado obtido em uma tnica medida. Tudo
que podemos falar sobre os valores das medidas € sobre seus valores médios, obtidos apds realizarmos um nimero
grande de medidas, ou sobre as probabilidades de se obter um determinado auto-valor quando se realiza uma Unica
medida.

Dois operadores importantes, que sdo também observavies, sdo o operador posicdo x (que é simplesmente o

ndmero x) e o operador momento, p:

0
= —ih—.
P ! ox

6



A variancia de um operador A, o, € definida como
o2 = (A%) — (A)%.

A raiz quadrada da varidncia: o4 = / o-i, € chamada de desvio padrdo:

o4 = V(A%) - (A%

O Principio de incerteza de Heisenberg afirma que o produto dos desvios padrio dos operadores posicdo e
momento é sempre maior, ou no minimo igual, a //2:

h
OOy 2 o (15)

A solugdo da Eq.(11) leva, em geral, a um conjunto de auto-fungdes, {¢,(x)}, € a um conjunto de auto-valores,
{En}): p g
) = 2 0D v 4,0 = B, (16)

m Ox
Esse conjunto de auto-fungdes formam uma base que define o espaco de Hilbert da mecanica quantica, que € o espaco
de fungdes de quadrado integraveis, ja que f_ O:o dx W,(x))*> = 1. Como esse conjunto de funcdes formam uma base,

essas funcdes obedecem a relagdes de ortonormalidade: L o; dx Y (XW(x) = 6., € completeza: S Un(Y(x') =
6(x — x'). Isso quer dizer que qualquer fungdo, f(x), nesse espago pode ser expandida em termos das func¢des da base:

FE) =) cn (. (17

n

Para demonstrar essas relagdes vamos comegar considerando a Eq.(16) para i, € para ;:

h* 0%y,

= =E 1
Zm 6x2 + V ‘//n Vlwns ( 8)
hz 621”;: * *

32 TV Vi = B (19)

Multiplicando (93) por i} € (19) por i, € subtraindo as duas equagdes ficamos com:

#(ﬁwl oy

_% lﬁk Ox2 - lﬁn 2 ) = (En - Ek) ‘//n lﬁz (20)

O lado esquerdo de (20) pode ser reescrito como

*62wn 62¢Z _ a *awl’l alpz
(l/’k axZ _Wn axz)_ a(Wk ax _‘/’ng) (21)

Assim, usando (21) em (20) e integrando (20) ficamos com:

n (o, oy
_%@k

ox - ‘/’na N =(E,— Ep) Im dx 'ﬁ]t Yn- (22)

Como as fungdes {i,} sdo de quadrado integraveis, isso implica que lim,_,. ¥, (x) — 0, e portanto, o lado esquerdo
de (22) é nulo. Assim,

(E, - Ek)f dx lp}t Un = 0,

provando que para n # k (e para estados ndo degenerados) ﬁ o:o dx y; ¥, = 0. Se essas funcoes sdo normalizadas
obtemos a relagdo de ortonormalidade:

j‘wﬁmww=m. (23)

00

7



Para demonstrar a relagdo de completeza vamos considerar a fun¢ao K(x, x") definida como: K(x, x") = 3, ¢, ()¢, (x).
Usando a fun¢@o f(x) definida em (17) temos que

f dx’ f(¥) K(x, %) = f dx' Y ) ) v,
: WL 4

oo

onde usamos indices diferentes nas somatérias de f(x) e K(x, x"). Como a integral de uma soma € igual a soma das

integrais temos:
f dx f() K6 x) = D 3 e ) f dx’ Ya(¥) Y (),

n k
e usando (34) obtemos

f dx fO) KXY = D0 D et S = ) e () = (),
—® k

n n

Como sabemos que f_ 0; dx" f(x') 6(x — x") = f(x) obtemos que
K(x,x') = Z Yn(x) Y, (x") = 6(x = X)), (24)

que é a relacdo de completeza.
Os coeficientes, c,, na Eq.(17) podem ser determinados usando a relacdo de ortonormalidade Eq.(34). Para isso
vamos multiplicar a Eq.(17) por /;(x) e integrar essa equagdo:

f dx () f(x) = f dx () Y en ().

00

Novamente, como a integral de uma soma € igual a soma das integrais temos:

f dx gy f) = Y e, f dx (U (),

que, usando (34), fornece
f dxyp(x) f() = D" b = i

Assim, se f(x) = 3, ¢, ¥u(x), entdo

o= [ @i sw. 5)
Considere entdo um sistema que se encontre no instante inicial (f = 0) no estado
W(x,0) = f(x) = ), e (), (26)

n

onde os coeficintes ¢, sdo dados por (25). Se ¥(x, 0) estd normalizada temos que

f dx [¥(x, 0)F = f dx Y ) e e i) Yn(x) = 1,

00 00 k n

e usando (34) temos

f " W O = DD cGendm=) lal =1, 27)

k n

A Eq.(36) mostra que os coeficientes |c,|> podem ser interpretados como a probabilidade de se encontrar o sistema
no estado ¥,(x). Claro que essa afirmacgdo € confusa, uma vez que o sistema se encontra no estado ¥(x, 0). A coisa

8



correta a ser dita é: numa medida da energia do sistema, lc,|? nos dé a probabilidade de se obter o valor E, (ou seja,
de observar o sistema no estado ¢, (x)). Lembremos que os valores obtidos numa medida de enegia sdo sempre 0s
autovalores do operador correspondente, ou seja, da hamiltoniana.

Veja que nesse estado, ¥(x, 0), o valor médio da hamiltoniana é:

(H) = f"" dx¥(x,0)" H¥(x,0) = Z Z CZ Cn foo dx l//;(x) H yr,(x),
- k n -
e usando (16) temos
(H) = Z Z CZ Cn f dx w]’:(-x) E, ';Dn(x) = Z Z Cz cn Ep0nk,
k n - k n

onde usamos (34). Assim, temos finalmente

(Hy =" lcul® Ey. (28)

A Eq.(28) mostra exatamente o que foi dito acima, ou seja, que |c,|*> nos d4 a probabilidade de se obter o valor E,,,
numa medida de energia.

A préxima pergunta que podemos fazer é: dado que no instante incial o sistema se encontra no estado ¥(x, 0) dado
em (26), como esse estado evolui com o tempo? Para isso vamos usar a Eq.(6). Dessa equacdo podemos escrever que

PY(x,f) = e P(x,0) = Z Cu e Yn(X)

n
. itH o P Z .
expandindo e = numa série de potécias (série de Taylor) e sabendo que

Hy(x) = Era(x), HYu(x) = Egin(x), -+, H'Y(x) = Efha(x)

podemos ressomar a série obtendo

W0 = e ), (29)

n

Como dito no inicio desta nota, os estados
Wo(x, 1) = e (%),

sao chamados de estados estaciondrios. A expansao em (29) mostra que ¥(x, r) pode sempre ser escrita em termos de
uma expansao nos estados estaciondrios, com os mesmo coeficientes determinados para o estado inicial ¥(x, 0). Veja
que para qualquer operador, A, que ndo dependa do tempo, o valor esperado de A nos estados estacionarios também
ndo depende do tempo:

00

(A) = fw dx ¥V, (x, )" AW, (x,1) = f dx y(x)* A ,(x) = constante no tempo.

00 —00

J4 isso ndo ¢ verdade para os valores esperados nos estados (x, f) na Eq.(29). Nesses estados os valores esperados
dos operadores, mesmo para operadores que ndo sejam fungado de ¢, dependerdo do tempo:

(A) = foo AW AR =Y. Y e e fm dx () A (),

k n

Como exemplo de aplicagdo vamos fazer o exercicio 5 da lista 1:

dp) . (0,00
Tdr T lhf()t(w ax)dx’
9

5) Sabendo que:



e usando a equacdo de Schrodinger dependente do tempo:

aw R Py
-+ Vy,
Ot 2m ox VY
mostre que:
dp) [ oV
dt —\ ox|’
Resp.:

40 2l a 435
ot Ox 6t6x 8x6t’

e usando a equacdo de Schrédinger dependente do tempo dada acima =

GV N (6%0 AN _¢_ *a(vw)
dt _f 1" 2m 0x? Ox ax3 ' v Ox
G Yoy Py .
-5 [ G aﬂ—fww a0)

€29}
Fazendo integrag@o por partes no primeiro termo do lado direito da equagdo acima =

f i 82¢ 5',0 aw*alm _f i aw BZW__fwdxal//*aZ_‘/’
Ix2 dx  Ox Oxl-e - dx 0x2  J_. Ox 0x%°

ja que lim,_,.. ¥(x) — 0. Fazendo novamente uma integra¢do por partes nesse termo temos

Pyroy _ (T Y
dx dx " —=
f ox2 dx  J_o i ox3’

dp) _ v v
7'] ‘” ‘” <a>

Esse resultado é um caso especial do Teorema de Ehrenfest que diz que os valores esperados dos operadores
quanticos obedecem as lei classicas.

e portanto

10



3. Aula 2: Formalismo

3.1. A notagdo de Dirac

Na notagdo de Dirac a funcio u,(x), auto-fungdo de H caracterizada pelo nimero quantico n, € representada pelo
vetor |n), chamado de ket. Consequentemente, na notagdo de Dirac o conjunto completo de fungdes, {u,(x)}, que
definem uma base no espaco de Hilbert correspondente, é representado pelo conjunto de vetores, {|n)}. Qualquer
funcdo, ¥(x), nesse espaco é também representada pelo ket i), e pode ser expandida em termos dos vetores da base:

W)= caln). (32)

n

Na notagdo de Dirac a representagio das fun¢des complexo conjugadas, uy(x), € feita pelo dual do ket, chamado
de bra: (n|. O dual do vetor a|n), onde @ é um nimero complexo, é definido como: a*(n|. Em outras palavras,
(an))* = a*(n|.

Considere duas fungdes, f(x) e g(x), representadas pelo kets |f) e |g) respectivamente. O produto interno dessas
duas funcdes é representado, na notag¢do de Dirac, pelo bra-ket {(g|f):

Glf) = f dx g'(9) F). (33)

Veja que com a defini¢do do produto interno em (33), a relacdo de ortonormalidade das func¢des da base é dada
simplesmente por:

(kiny = f " dx () () = G (34)

e a relagdo de completeza fica:

D Il =1, (35)

onde o 1 nessa equacgdo representa o operador unidade.

Para demonstrar a Eq.(35) vamos primeiro determinar os coeficiente da expansao na Eq.(32). Para isso vamos
considerar o bra-ket (n|y):

gy = )" el = )" e = cn.
K 3

onde usamos (34). Assim, na notagdo de Dirac, os coeficientes, c¢,, da expansdo na Eq.(32) sdo dados simplesmente
pelo bra-ket: ¢, = (n|y¥), o que evidencia a simplicidade da notagdo. Devemos entender, entretanto, que isso € apenas
a notagdo, onde o bra-ket representa o produto interno, que ji era a forma de se determinar esses coeficientes, como
discutido na aula anterior. Usando isso na Eq.(32) podemos escrever:

W)= D" calny = D" alwdlny = " In)nly) = (Z |n><n|] v,

n

da onde segue diretamente a relacdo de completeza em (35).
Veja também que como, ((f|g))* = (glf), segue automaticamente que a norma, (¥|), de qualquer funcdo ¥ (x) é
real, ja que:

(Wl))" = W)

Além disso, podemos mostrar que a norma de quaquer fung¢do € positiva:
Why= > > etk = Y > crendu= ). leal 20,
n k n k n

Se a fungdo for normalizada teremos (YY) = >, lcal?> = 1, onde |c,,|? constinua tendo a interpretacdo de probabilidade.
Dessa forma se H|n) = E,|n), podemos dizer que a probalidade de se obter £, numa medida da energia, Pg,, quando
o sistema se encontra no estado i) é dada por:

Pg, = () = leal*. (36)
11



As fungdes de quadrado integrdveis, ou seja, as fun¢des no espaco de Hilbert da mecénica quantica, também
obedecem a Desigualdade de Schwarz:

KA < (f1/X8lg)- 37
Para provar essa relagdo consideremos a funcio |h) = [f) + A|g), onde A € um nimero complexo. Veja que:
(hlhy = (fIf) + 147 (glg) + A(flg) + A*(glf) = 0.

Assim, no caso particular em que 4 = —(g|f)/{glg), temos

KelHPF 2|<f|g)l2 50

S+ (glg) (glg)

bl

e como |(g|f)|* = [{flg)|*, obtemos diretamente a Eq.(37).

3.2. Valores Esperados
Na notagdo de Dirac o valor esperado de um operador A num estado |y) é dado por

00

(A) = (WlAlY) = f dx " (x) (A () = (W|Ay).

—00

Se A for observavel temos que (A) deve ser real, ja que s6 nimeros reais podem ser medidos. Portanto, para ob-
servaveis temos que:

(A) = (WIAY) = ((YIAY))" = (Ayly) = (A)". (38)
Entretanto, por defini¢io

WAl = (WlAY) = (ATyly), (39)

onde A" é chamado de operador adjunto (ou operador hermitiano conjugado) do operador A, e é definido como:
A" =Ty, (40)
Usando as Egs.(38) e (39) temos finalmente que para observaveis

(ATylyy = (Agly). 41)

Operadores que obedecem a relagio na Eq.(41), ou seja, operadores tais que A" = A, sio chamados de operadores
hermitianos. Assim:
Na mecianica quantica observaveis sao representados por operadores hermitianos

Como exemplo podemos testar se o operador momento, claramente um observavel ji que podemos medir o mo-
mento de uma particula, € um operador hermitiano. Para tanto considere duas fungdes f(x) e g(x) representadas pelos
kets |f) e |g) respectivamente. Como o operador momento é definido como (em uma dimensio):p = —ih%, temos:

00

Glplf) = elp f) = f

—00

. L df
dx g*(x) (—lha).

Fazendo uma integragao por partes e lembrando que as fungdes f(x) e g(x) sdo de quadrado integraveis, ou seja, vao
a zero para x — *co, obtemos:

00 d * 00 d *
@lplf) = ih f dx( 8 )f<x>= f dx (—ihd—i) £ = (p gl .

o0 dx —o

ou seja, obtemos que: (g|plf) = (glp f) = {p gl ), que demonstra que p € hermitiano.
Consideremos agora o exercicio 1) da lista 2:

1) Sejam A e B dois operadores hermitianos tais que A = A" e B = BY.

a) Mostre que a soma de dois operadores hermitianos € também hermitiano.

12



Resp:

(glA + BIf) = (gl(A + B)f) = (IAf) + (glBf) = (A"glf) + (B'glf) = (Aglf) + (Bglf) = (A + B)glf)

e como (g|A + B|f) = {(A + B)'g|f), temos que (A + B) = (A + B)'.
b) Suponha que Q seja hermitiano e que @ seja um nimero. Mostre que aQ € hermitiano se « for real.
Resp: Se O = Q' e @ = a* temos que:

(glaQlf) = (glaQf) = (a*glQf) = (" O glf) = (@Qglf)
e como (glaQ|f) = ((@Q)'glf), temos que (@Q) = (¢Q)'.

¢) Mostre que o produto dois operadores é hermitiano quando os dois operadores comutam.
Resp: Para respondermos esta questio temos primeiro que definir o comutador [A, B] dos operadores A e B: [A, B] =
AB — BA. Dois operadores comutam se [A, B] = 0, ou seja AB = BA. Assim:

(3lABIf) = (A"g|Bf) = (B'ATg|f) = (BAgIf).
Mas como {glAB|f) = ((AB)'g|f) temos que AB ¢ hermitiano se e sémente se AB = BA.

3.3. Demonstragdo formal da Desigualdade de Schwarz

Seja {|n)} uma base no espaco de Hilbert do problema, e sejam |f) e |g) duas funcdes nesse espago, que podem ser

dadas por
Fy =D an), 1g) =) buln).
Claramente
D =D lals (gley = D Ibals (fle) = D abn,
€ portanto

IKFlg) = (f1f)elg)

1
Z(a;bnambfn —ayanb,b,) = 3 Z:(cz:‘lb,,a,,,bj1 + a,,bypanb, — a,a,b, b, — a,a,b,b,)

njm

E nzm [anbm(amb” - a"bm) + ambn(a”bm - Clmbn)] - E ;(ambn - anbm)(anbm - ambn)

1

1 * * * 1%k
-3 ;(ambn = anby)ay by, ~ ab) = =5 3 lawby = anbyl” <0.

nm

Assim temos que

KA = (f1f)glg) < 0 = [(Flo)P < (1 )glg).

13



4. Aula 3: Formalismo

4.1. Operadores Hermitianos

Como discutido anteriormente, na mecéanica quantica observaveis sao representados por operadores hermitianos.
Como a medida de um observavel sempre resulta em um de seus autovalores, segue que:

Teorema 1: Os autovalores de um operador hermitiano sio reais.
Para provar esse teorema considere que |f,) represente o autovetor do operador hermitiano Q com autovalor g:

Olfy =10 fp) = alfy)-

Como discutido na aula anterior, o dual do vetor |Q f,) = qlf;) € (Q fy| = ¢"(fy]. Assim, como Q € hermitiano temos
que

el Qlfg) = fdlQ fo) = {Q Syl o)

ou seja,

q<fq|fq> = q*<fq|fq>»

0 que prova que g* = g, ou seja, os autovalores sdo reais.

Existe duas categorias de operadores hermitianos. Uma categoria é daqueles operadores que apresentam um
espectro discreto, ou seja, os autovalores sdo proporcionais a nimeros inteiros e, portanto, tanto as autofuncdes
quanto os autovalores podem ser representados por esse nimero inteiro (nimero quantico) n. A outra categoria € a
dos operadores que apresentam um espectro continuo. No caso dos operadores de espectro discreto, como 0 po¢o
quadrado infinito e o oscilador harmdnico, as autofuncdes sdo normalizdveis e pertencem a um espago de Hilbert. Ja
no caso dos operadores de espectro continuo, como o de uma particula livre, as autofun¢des nao sdo normalizaveis,
e os estados fisicos devem ser representados por pacotes de onda, que sdo combinagdes dessas autofuncgdes. No caso
dos operadores hermitianos de espectro discreto, as autofuncdes apresentam outras propriedades.

4.2. Operadores Hermitianos de Espectro Discreto

Seja {|n)} o conjunto de autofungdes de um operador hermitiano A, com autovalores {a,}: A|n) = a,|n).

Teorema 2: As autofungdes de um operador hermitiano, associadas a autovalores distintos, sdo ortogonais.
Para provar esse teorema consideremos o sanduiche: (k|A|n), onde |n) e |k) sdo autofuncdes de A com autovalores
distintos, a, € ai, respectivamente. Entao:

(klAln) = CklA n) = an(kin), (42)
mas podemos também escrever:
(klAln) = (A kln) = ar(kin), (43)

ja que A € hermitiano e os autovalores sdo reais. Subtraindo as Eqs.(42) e (43) temos que: (a, — ax){kln) = 0. De onde
fica provado que para autovalores distintos: a, # ai, os estados sdo ortogonais. Se esses estados forem normalizados
podemos escrever:

(klny = 6

Além disso,
Axioma: O conjunto de autoestados de um operador hermitiano formam um conjunto completo: qualquer estado
nesse espaco de Hilbert pode ser expresso como uma combinacio linear desses autoestados.

Isso que dizer que o conjunto dos autoestados de um operador hermitiano satisfaz a relacao de completeza demon-
strada na aula anterior:

Z In)n| = 1, (44)
e que qualquer estado, |), nesse espago pode ser dado por |) = 3, cu|n), com ¢, = {(n|y).

14



4.3. Representacdo matricial dos Operadores

Seja A um operador hermitiano com um conjunto completo de autoestados, {|n)}, e autovalores reais {a,} tal que:
Aln) = a,|n). Podemos definir o elemento de matriz A,,, como: A,, = (n|Alm). Como Alm) = a,|m) e como
(nlm) = On, temos que A, = a,0,,. Assim, esse operador hermitiano tem, nesse espaco de Hilbert e nessa base,
uma representacao matricial dada pela matriz diagonal:

aa 0 0 ... 0
0 a 0 ... 0

A= :
0 0 0 ... ay

onde N € a dimensdo desse espago. Claramente os autoestados {|n)} sdo representados por vetores colunas:

1 0 0

0 1

0 0 .
1) = . , 12) = . , o.es IN) = L

0 0 1

e os autoestados duais, {{n|}, sdo representados por vetores linhas:
A=(1 00 ... 0),2=(0 10 ... 0),....NI=(0 0 0 ... N).

Com essa representacdo fica facil ver que Aln) = a,|n), e que (n|m) = J,,. Uma outra forma de representar o
operador A, nessa base, é:
A= ayln)nl,
n

que pode ser demonstrado usando-se a relacdo de completeza, Eq.(44), ja que:

A=A Il = ) Ayl = > aln)nl.

Isso mostra que qualquer operador, B, nesse espago, pode ser representado nessa base como:
B=BY In)nl =" BinXnl =" m)ml > Bla)nl = > " lmXmlBin)nl = 37" BuamXnl,  (45)

onde definimos o elemento de matriz B,,, = {(m|B|n). Se os estados {|n)} ndo forem autoestados também de B, a
representacao matricial de B ndo serd através de uma matriz diagonal.

Como exemplo vamos considerar um espaco de dimensdo 2. Nesse espaco existe apenas dois estados linearmente
independentes, que formam um base, e podem ser representados pelos vetores:

|1>=((1)),|2>=(?). (46)

Um espaco desse tipo € o espago do spin do elétron, ja que sé existe dois estados possiveis para o spin do elétron: spin
para cima ou spin para baixo. Como o spin do elétron € 1/2, fica ficil criar uma matriz que tenha 1/2 e -1/2 (spin para
cima e spin para baixo respectivamente) como autovalores dos autoestados dados em (46). Essa matriz é dada por:

1{1 0
M‘E(O —1)'
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Veja que temos:
1 1
M) = S|1), e M2) = -5[2),

mostrando que os autoestados |1) e |2) representam os estados com spin para cima e spin para baixo respectivamente.
Na verdade a matriz que representa a proje¢do, na dire¢@o z, do spin do elétron é: S, = AM, e isto serd discutido
longamente mais adiante no curso.

Voltando ao nosso exemplo de um espaco de dimensdo 2, qualquer vetor, |y), nesse espaco pode ser representado
como uma combinagdo linear dos vetores da base:

I)(>=a|1>+ﬂ|2>=( p ) 47)
com « e 8 nimeros reais. Veja que o bra dual ao ket em (47) é
w=adl+p@=(a p ).
Assim, se o estado |y) estiver normalizado temos que
w=(a B )( 5 )=|a|2+w|2: L.
Seja H uma matriz nesse espaco dada por:

a b
Hz(b ), (48)

com a e b reais. E facil mostrar que H ¢ hermitiana:
s _(gry_[a@ b\ _[a b _
H_(H)_(b* a*)_(b a)_H’

jd que a e b sdo reais. Claramente os elementos, H;; = (i|H|j), da matriz H sdo: Hyy = a, Hi; = b, Hy; = b, H» = a,
e assim, usando a representacao na Eq.(45), podemos também escrever H como:
2
H = Z H;jli)(Jl = al1){1] + DI1)2[ + bI2)C1| + al2)(2| = a (]1){1] + 12)<2]) + b (I11)(2] + [2)(1]) .
=1

2
i =1

J

Cada um dos operadores, |i){j|, na equacdo acima pode também ser representado por uma matriz com um unico
elemento ndo nulo:

|1><1|=((1) 8),|1><2|=(8 (1))7I2><1|=(? 8)"2><2'=(g (1))

16



5. Aula 4: Formalismo

5.1. Autovalores e autovetores dos Operadores Matriciais
Continuando com o exemplo do espaco de dimensdo 2, vimos que um operador hermitiano qualquer, H, nesse
espago pode ser representado pela matriz:
a b
H= ,
com a e b reais.

Quais sao os autovetores e os autovalores desse operador H? Para determind-los temos que resolver a equacgdo de
autovalores e autovetores:

Hr) = Ely), (49)

que é a equacao de Schrodinger independente do tempo, no caso de H ser a hamiltoniana. Seja

|w>=(§),
S

a—FE b
det( b a—E)_O‘

Assim, para determinarmos os autovalores da Eq.(49) temos que resolver a equagdo caracteristica:

assim, a equacdo de Schrodinger fica:

que s6 tem solugdo se, e sdmente se,

det(H - E) =0, (50)
que fornece
(@a-E)}-b*=0=>a-E=Fb=>E=ax+h.

Chamemos esses autovalores de E,. = a+be E_ = a—b. Os autovetores correspondentes, |y ) € [iy_), sdo determinados
usando-se os valores de E, e E_ na Eq.(49). Assim temos:

(Z Z)(g):(aib)( ; ):’““+Bb=<aib)a:»ﬁ:ia.

Impondo que esses autoestados sejam normalizados devemos ter, como demonstrado na aula anterior, |a|* + |8* =
20eff=1=a= Lz Assim os autoestados so:

s
"m:%@( . |w_>=%( 0

Suponha agora que no instante inicial o sistema se encontro no estado |1), que ndo € um dos autoestados de H.
Como esse estado evolui com o tempo? Para responder essa pergunta devemos lembrar que se

W) = > calm),

n

onde H|n) = E,|n), entdo:

W)= cae ™ ).

n

Assim, precisamos determinar a expansao de |¢(0)) = |1) nos autoestados, |/ ), de H. Lembrando que ¢, = (n|¥(0)),
temos que: c: = (Y.|1). Ou seja:

! 1y _ 1 I 1y 1
cx = ety = —= (1 1)(0)=@» == (1 1 )(O):@.
17



Assim, como

WD) = ¢y e ) + el ey,

1 { o 1 1 ey 1 1 1 [ e +e7 - [ cos(bt/h)
o=l B ) A ) e (2 )= (i )

Veja que a probabilidade do sistema estar no estado |2) no instante ¢, P, é:

temos:

Py = IO = sin® 2.

Naturalmente a probabilidade do sistema estar no estado |1) no instante ¢ é: Py = I(lllp(t))l2 = cos? %, tal que
P+ P, = 1. Como os estados [1) e [2) ndo sdo autoestados de H, o sistema ficard oscilando, com frequéncia w = b/h,
entre esses dois estados, se inicialmente estava em um deles.

Como exemplo de aplicacio desse sistema de dois estados podemos fazer o exercicio Q8 do EUF de 2018 (primeiro
semestre) que diz:
Q8) A molécula de amonia possui dois estados: [1) e |2). Suponha que eles sejam ortonormalizados: (i|j) = 9;;, € que
apenas esses dois estados sejam acessiveis ao sistema, de forma que podemos descrevé-lo usando a base formada por
[1) e |2). Nessa base o hamiltoniano, H, do sistema é dado por:

[ Ey -—E;
H_(_E1 : )

a) Se inicialmente o sistema estiver no estado |1), ele permanecera no estado |1) num instante posterior? E se estiver
no estado |2), ele permanecera no estado |2) num instante posterior?

Resp: Como H nao € diagonal nessa base, isso quer dizer que |1) e |2) ndo sdo autoestados de H. Portanto, se
inicialmente o sistema estiver em qualquer um desses estados, o sistema ndo permenecera nele.

b) Ache os autovalores E; e Ej; e os respectivos autovetores |I) e |II) de H, expressando-os em termos de |1) e |2).
Resp: Novamente temos que resolver a equagdo caracteristica (50):

det(H - E) = det( Eo- £ —Ei

2 2
_E, EO_E)=0=>(E0—E) —E1=0=>E=EQiE1.

Chamemos esses autovalores de: E; = Eg + E; e Ej; = Ey — E;. Os autovetores correspondentes, [;) € [), sdo
determinados usando-se os valores de E; e Ej; na Eq.(49): H|y) = E|y). Usando genericamente

|¢>=(Z),

temos:

E -FE a a
(_E(,)l E()l )(b)z(EOiEl)(b)=>E0a—E1b=(EoiE1)a=>b=¢a.
Impondo que esses autoestados sejam normalizados devemos ter ainda que: la? + b =2a> =1 = a=-L. Assim

IS

os autoestados sdo:

1 1 1 1 1 1
Ilﬁ1>=—( )=—(|1>—|2>>,|wu>=—( )=—(|1>+|2>)-
vl-1)" e ARG

Se o sistema ndo estiver num de seus autoestados no instante inicial, existird uma frequéncia de oscilag@o entre os
autoestados, como mostrado no exemplo anterior. Assim, suponha, como no item a), que inicialmente o sistema esteja
no estado [(0)) = |1). Usando o resultado acima podemos expandir |1) nos autoestados de H como:

1
[ ((0)) = 1) = @ () + i),

18



levando diretamente a:

—iEq1 iEqt

it [ e F +eh -itgt [ cos (Et/h
)——eﬁ( —iEyt iEll]:eh ((1/))

(1)) =

e I¢1>+e it

\/5( —eTF e isin (Ey1/h)

Assim, a probabilidade de se encontrar o sistema no estado |1) no instante ¢ é: P = KLy (O)? = cos®(Eit/h) e,
portanto, o sistema oscilara entre os estados |1) e |2), que comprova a resposta do item a).

¢) Baseado no resultado acima podemos prever pelo menos uma frequéncia de emissao de radiagdo eletromagnética
possivel para a molécula de amdnia? Qual € essa frequeéncia?

Resp: Como as autoernergias sao E; = Eg + E| e Ej; = Eg — E, a frequéncia de emissdo possivel serd

_E-Ep  2E

B h b
Entretanto, como a radiagdo eletromagnética envolve o sanduiche dos estados com o operador posi¢ao, 7 (¥ |7 Y1),
se os etados descritos neste problema néo estiverem no espgo de configuragio teremos: ;| ¥) = Ay ly) = 0, ja
que os autoestados de H sdo ortogonais. Nesse caso ndo haveria emissio de radiago eletromagnética.
d) Ache a probabilidade de medirmos a energia E; no seguinte estado:

1
Lin-2p
) = \/§|> \/§|>

Resp: A probablidade de se medir E; é:

2

2
2 1 =¢ (_1 = l— — =,
= Kyilpl™ = ‘ 11 =<2D) 11— o + ol = 10

TN

o que diretamente fornece que a probabilidade se medir Ey; é:

1
Pg, = Kyulp)l> =1 - Pg, = T
5.2. Medidas e observdveis

Considere um observével representado pelo operador hermitiano A. Sejam {|n)} e {a,} seus autovetores e autoval-
ores respectivamente, ou seja: Aln) = a,|n). Se o sistema se encontrar no estado

W) = caln),

n

a medida do observavel A ird necessariamente resultar em um de seus autovalores, a,, com propabilidade P, = leal?.
Nas palavras de Dirac:

Uma medida sempre faz com que o sistema va para um dos autoestados do observavel que esta sendo medido.
Ou, em outras palavras:

A consequéncia de uma medida é que a funcio de onda colapsa num dos autoestados do observavel correspon-
dente.
Simbdlicamente:

) > n)

Como consequéncia, o valor médio desse observével deve ser a média dos valores obtidos nas varias medidas,
seus autovalores, ponderados pelas respectivas probabilidades:

(A) = Z P,a, = Z |cn|2an~
n n
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Prova:
W=@llpy = > D cedkAm = Y Y Genadkn = D D ccwadu= D lelan,
n k n k n k n

onde usamos a relacio de ortonormalidade dos autoestados.
Resumindo:

¢ Grandezas mensuraveis estdo ligadas a observaveis.
e Observaveis sio representados, na mecinica quantica, por operadores hermitianos.
e Operadores hermitianos possuem autovalores reais.

e O processo de medida de um observavel, A, sempre causa uma mudanga abrupta do sistema para um de seus
autoestados.

e O resultado de uma medida de um observavel é sempre um de seus autovalores.

e A mecéanica quantica ndo € capaz de prever o resultado de uma dinica medida. Ela s6 é capaz de prever o valor
médio do resultado de um nimero grande de medidas.

5.3. Medidas sequénciais

Sejam A e B dois observaveis com autovetores e autovalores {|n,), a,} e {|np), b,} respectivamente:
Alna> = an|na>s Blnb> = bn|nb>~

Se o sistema se encontra num estado qualquer, |@), a probabilidade de numa medida de A obtermos a, é: P, =

(nala)?:
Alan) 2
|(Y> i |na>a Pa” = |<na|a'>| .

Se na sequéncia medirmos B, e o sistema colapsar para |n;):

A B
) — [na) — |np)

a probabilidade de obtermos b, serd: P, = [(ny|n,)>. Se na sequéncia medirmos novamente A e o sistema colapsar
novamente para |n,):

A B A
) — na) — |np) — Ina)

a probabilidade de obtermos novamente a,, serd P,, = [{np|ng )|, ou seja, mesmo que antes de medirmos B o sistema
ja estivesse em |n,), a medida de B altera o sistema, e a probabilidade de obtermos novamente a, ndo € 1.

Para exemplificar um pouco vamos fazer o exercicio 11) da lista 2:
11) Considere um espaco de dimensdo dois, e sejam A, B dois operadores hermitianos nesse espaco. Sejam os
autovalores e autovetores desses operadores dados por:

Ay = ailysy, Blgi) = bilgs), i=1,2.

Na base de B temos: 1) = (3l¢1) + 41¢2))/5, W) = (4I¢1) = 31$2))/5.
a) Se numa medida de A se obtem a;, em que estado o sistema se encontra logo apds a medida?
Resp: Se nessa medida se obtem a; isso significa que o sistema colapsou para o estado |y/).

A(ar)

lay — ),

b) Se imediatamente apés a medida de A se mede B, quais valores podem ser obtidos e quais probabilidades?
Resp:
Alar) B
oy 2 gy 2190
Prr)
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Os valores que podem ser obtidos sdo os autovalores de B. Como o sistema se encontrava no estado |y;) antes da
medida de B, as probabilidades de se medir b; e b, sdo respectivamente Pp, = K ly)P? e Py, = Kénly D2, Assim
temos:

209 16

= — szzl—Pbl:E

31 + 4|¢2>)
25°

2_’3
5 =

5

Py, = ‘<¢1|(

¢) Se imediatamente ap6s a medida de B se mede novamente A, qual a probabilidade de se medir a;?
Resp:
Alar) B Alar)
0 Dy 2 102,

[339)

Ap6s a medida de B o estado pode estar tanto em |¢;) quanto em |¢,). Se estiver em |¢;) a probabilidade de se medir
a; sera
9\2
POV = Py Kl = (E) :

j4 que isso depende da probabilidade do estado estar em |¢;) apds a medida de B.
Se o sistema estiver em |¢,) apds a medida de B, a probabilidade de se medir a; serd

i) _ 2 _ (16 ’
Pyl = Py, Ke2ln)l —(25) .

Assim, a probabilitade total de se obter a; neste caso serd: P,, = (9/25) + (16/25)* ~ 0.54.
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6. Aula 5: Formalismo

6.1. Relagoes de Incerteza
Considere o observavel AA = A — (A), onde (A) € o valor esperado do operador hermitiano A tomado no estado

fisico |y): (A) = (YlAlp).

O valor esperado de (AA)? é chamado de variancia, O'i, ou desvio quadratico médio de A:
o3 = ((AA)) = (UICA = (LAY = (WIAPIY) — 2AXWIAI) + (A (Yly) = (A%) = (A,

ou seja,
o = (A% — (A, (51)
como definido na aula 1.

A generalizacdo do principio da incerteza: o0, > % para dois observdveis quaisquer A e B € dada por:

1
ooy = Z KA, BDP, (52)

onde [A, B] representa o comutador desses dois operadores: [A, B] = AB — BA.
Prova: Considere a desigualdade de Schwarz dada na Eq.(37): |(f] 19)> < (fIf)glg). Vamos definir os estados |f) e
|g) como:

lf) = AAl),
lg) = ABly).

Assim, temos que:
1) = WIAA ) = o2,
(glg) = WIAB)Iy) = o3,

ja que AA e AB sdo hermitianos. Da mesma forma temos:

(f18) = WIAA)AB)) = (WI(A — (A))(B — (B))IY)
= (YI(AB — A(B) — B(A) + (AXB)lY)
= (YIABlY) — (BYXYIAlW) — (AXWIBIY) + CAXB))W 1)
= (AB) — (AXB).

Analogamente temos: {(g|f) = (BA) — (A)(B) e assim:
(f18) — <glf) = ((AB — BA)) = ([A, B).
Por outro lado, (f1g) — (glf) = (f1g) — ((fIg))* = 2i Im[(f]g)], e assim temos
2i Im[{fIg)] = ([A, BD).

Agora, como [{ f|g)* > [Im[{f|g)]|?, usando a desigualdade de Schwarz temos que:

2

s

1
(AIF)ele) = 2% > [(flg)P = Imi(fI)]P = |5<[A,B]>

que finalmente fornece a Eq.(52).

Obseraveis que ndo comutam sdo chamados de incompativeis, e ndo podem ser medidos simultaneamente. O caso
mais conhecido de observaveis incompativeis € o caso dos operadores posicdo, x, € momento, p. Vamos calcular o
comutador [x, p]:
df f

df | odapH  df o df
dx+lh Pl lhxdx+zhf+zhxdx—+zhf(x),
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[x, plf(x) = [x, —iﬁi]f(x) = —ihx
dx



ou seja:
[x, pl = ih.

Esse é o comutador mais famoso da mecanica quantica, e pode ser usado como uma forma de se quantizar uma teoria
(quantizagdo candnica). Com isso, e usando a Eq.(52), temos automaticamente que:
>

1 h
iy 2 K phP = 77 = 000, 2 3,

Bl—

2
p

que € o Principio de incerteza de Heisenberg.
Por outro lado, operadores que comutam sdo chamados de operadores compativeis. Assim, pela Eq.(52), temos
que observéveis compativeis podem ter o405 = 0, ou seja, podem ser medidos simultaneamente. Isso significa que:

Observaveis compativeis tém o mesmo conjunto de autofuncoes
Prova: Sejam A e B dois observaveis compativeis tais que [A, B] = 0, e sejam a,, € |n) os autovalores e autovetores de
A: Aln) = ap|n). Assim temos que:

0 = (m|[A, Blln) = {(m|ABIn) — {m|BAln) = (A m|B|n) — (m|B|A n) = a,,(m|Bln) — a,(m|Bln) = (a — a,){m|B|n)
como para m # n temos que a,, # a, = {(m|B|n) = 0, ou seja, Bln) = b,|n).

Como exemplo vamos fazer o exercicio 8) da lista 2:
8) (EUF 2018) Considere um sistema quantico cujo espaco de Hilbert é gerado por uma base ortonormal de trés
estados, |1), |2) e |3), que sdo todos auto-estados degenerados de um observavel D com autovalores iguais a 6. A
atuacdo do hamiltoniano H do sistema nos estados da base é:

H|1) = w|l) + w|3),
H|2) = wl2) + a3),
H|3) = w|l) + @]2) + w|3),

onde w e @ sdo constantes reais com dimensdo de energia.

Resp: Até aqui ainda ndo houve nenhuma pergunta. Entretanto, j& podemos escrever a representacdo matricial do
observavel D, ja que foi dito que os trés estados, |1), |2) e |3), sdo todos auto-estados degenerados de D. Assim, D é
diagonal com todos elementos da diagonal iguais a ¢, tal que D|i) = dli), i = 1, 2, 3:

6 0 0
D=0 6 O
0 0 ¢
a) Escreva a matriz que representa H na base acima.

Resp: Os elementos de H na base acima sdo: H;; = (i|H|j), assim:

H =

g ot

0
w
a

[SEESERS

b) O observdvel D pode ser medido simultaneamente com a energia?

Resp: Dois observaveis podem ser medidos simultaneamente se comutarem. Assim, vamos calcular [D, H]. Como
podemos escrever D = §1 onde 1 € a matriz identidade, fica claro que [D, H] = 0. Entretanto vamos comprovar isso
com cdélculo direto:

ow 0 ow ow 0 ow
DH=| 0 6w éa |, HD=| 0 dw oa |,
ow oa Ow ow da dw

ou seja, [H,A] = 0, e portanto o observavel D pode ser medido simultaneamente com a energia.
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¢) Determine os autovalores e autovetores de H.
Resp: Para determinar os autovalores temos que resolver a equagao caracteristica: det[H — E] =

w—-F 0 w
0 w—-—FE a
w o4 w-F

det[H - E] = =0 (w-E -wwW-E)-d*(w-E)=0

Ou Seja: E = w é uma solugdo, e vamos chama-la de E; = w. Os outros dois autovalores sdo determinados resolvendo
a equagio:
(W-—EP -0 —a?=E*-2wE-a’=0=E =w+ Vo? + 2.
a

Chamemos de E; e E3 as solugdes com sinais + e — respectivamente. Os autovetores, |) = [ b ] sdo dados pela
c

a w(a+c)=Ea
b |=E| b |=> wb +ac =Eb s
c c w(a+c)+ab=Ec

além disso, como |y) deve ser normalizado temos que +/|al? + |b*> + |c|? = 1.
ParaE = Ey =wtemosquea+c=a=c=0,ewa+ab=0=b=-%a.

Usando vlal> + [b> +[c? =a 1+ (£ =1=a= \/; Assim:

W) = —— 1y - —2 D), E = w.

Va? + w? Va2 + w?

equagao:

Q

w 0
Hiy)=EWy)=| 0 w
w o«

ISEESERS

Para E = w + Vw? + a2 temos que

N
wa+c) = (w+ Vol +at)a=c=+ u)w+oz a (53)
wa+c)+ab = (w+ Vo +a?)c = ab = (w+ Yo? + a?)c — w(a + ¢). (54)

usando (53) em (54) temos:

=(w=* Vo2 +a?)c— (w+ Vo? +a?)a = (w + Yo? + a?)(c - a).

Vaw?+a? Vw?+a?
w

w

Comoc ==+ a=@-c)=a(l+ ), € portanto temos:

TV + a2
ab=—(wx Vo*+a?)(a-c)=—(w+ Vw? +a?) [M a=—(*— (W + AL,
w w
ou seja, b = aa/w. Impondo a normalizacio temos finalmente que

2 2. 2
a w° +a
\/|a|2+|b|2+|c|2=a\/1+—2+—2=1=>a=
w w

w @ 1
, b= , c=+—.
V2 Va? + o2 V2 Va? + w? V2

Assim:
|1>+?|2>+|3)) E;, = w+ Vo? + a2,

1 w
= [+ ———)-PB)|. Ez=w- Vo +al
ZY; ( a2+w2|> C¥2+a)|> I>) 3= w w* +a



Neste ponto é importante notar que |¢/1), [¥2) e |¢3), autoestados de H, sdo também autoestados de D:

a w
Dlyy) = DI|1) — D|2) = ol ),
W Tara T N

ja que Dliy = dli), i = 1, 2, 3. Analogamente temos D[y,) = dl2) e Dlys) = Olg3). Assim, apesar dos estados
da base ndo serem autoestados de H, D e H possuem um conjunto comum de autoestados, que s@o os autoestados
de H, e podem ser medidos simultaneamente. Esse caso é diferente do discutido na texto porque D possui estados
degenerados.

Veja que se o sistema se encontrar, por exemplo, no estado |i/;), uma medida de H fornece o valor E; com 100%
de probabilidade. A medida sequencial de D ndo altera o sistema, o valor da medida serd ¢ também com 100% de
probabilidade. Esse € o significado de podermos fazer medidas simultaneas:

H(E)) D(5) H(E)

1) — 1) — ) — )

Ja se o sistema se encontrar em |1) a medida de D fornece 6, com 100% de probabilidade, mas a medida sequencial
de H pode levar a qualquer um de seus autovalores com probabilidades:

2 2

(1’2 w
P =[1 2= — Pp =1 2= Pr, =1 L
B = KIWDP = = Pr = Kl = 5 e Pr = KIWF = 5

(a2 + w?)

Suponha que nessa medida de H se obtenha E», entdo o sistema colapsara pra [i/,), e a partir dai qualquer medida de
D ou H nao altera mais o estado do sistema:

D(6) H(E>) D(6)

1D — 1) — W2) — W)

d) Se no instante r = 0 o sistema se encontra no estado

a w
t=0)) = 1) - 2),
We=0= o o

encontre o estado |(¢)) do sistema no instante ¢ > 0.
Resp: Como |y (r = 0)) = |1), temos que |i(¢)) € um estado estaciondrio:

() = e E gy = e Py ).

6.2. Principio da incerteza energia-tempo
Considere um operador Q que seja fungdode x, pet: Q = Q(x, p,t) =

X0 _d Y %9 i
WIY) = (S 10W) + (=2 W) + (IOl —-).

dt  dt
Como da equagdo de Schrodinger temos que
oy i
R
A0) _ i 00,0 i o 90
e h(H YIOW) + (Wl o ) h(t//IQIH Y) = h(d/l(HQ OH)lY) + ¥l £ ),
ou seja,
dQ) i 90
Tdr h<[H’Q]>+< ot >
Assim, usando a Eq.(52), temos que:
1 1,|d a0\["
choh = gKUH, 0P = 37 B2 <3—?>
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Para operadores que ndo dependam explicitamente do tempo, ou seja, operadores tais que %—? = 0, temos que
1”2 | Q) h|d(Q)

Seja At o intervalo de tempo para que o valor esperado de um certo observavel, (Q), mude por um desvio padrdo, o .
Ou seja:
g9

:|@
dt

At
Chamando oy = AE e usando essas defini¢des de At e AE na Eq.(55) temos finalmente que

h
AEAL> 7. (56)
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7. Exercicio 9) da lista 2

9) (EUF 2017) Considere um sistema quantico cujo espago de Hilbert é gerado por uma base ortonormal de trés
estados, |1), |2) e |3). Um estado genérico do sistema pode ser representado nessa base através de um vertor coluna

X
y
<

como:

, onde x, y e z sdo nimeros complexos. A hamiltoniana do sistema pode ser representada nessa mesma base

E, 0 0
0 E, My |
0 - E

a) Qual € o valor do tnico elemento da matriz H que estd faltando? Qual € o valor da parte imagindria de E3?
Resp: Como H € hermitiano o elemento faltante tem que ser H3y = M};, e E3 ndo tem parte imagindria.
b) Um certo observavel A atua sobre os estados da base da seguinte forma:

H=

All) = 2[1),
Al2) = 2[2),
Al3) =13),
Escreva a matriz que representa A nessa base. Esse observavel pode ser medido simultaneamente com a energia?
Justifique.
Resp: Como |1), |2) e |3) s@o autoestados de A = A ¢é diagonal:
2 00
A=10 2 0
0 0 1
Veja que:
2E; O 0 2F, 0 0
AH=| 0 2E, 2My; |, HA=| 0 2E, My |,
0 M, E; 0 2M;, E;

ou seja, [H,A] # 0, e isso que dizer que esses operadores ndo sdo compativeis. Portanto A ndo pode ser medido
simultaneamente com a energia.

¢) Quais sdo os auto-valores de energia do sistema?

Resp: Para isso temos que resolver a equagao caracteristica: det[H — E] = 0:

Ei-E 0 0
0 E-E My
0 M, Ei—E

det[H — E] = =0= (E - E)(E, - E)(E; — E) — [Mx[*) = 0.

Ou Seja: E = E| é uma solugdo. Os outros dois autovalores sdo determinados resolvendo a equagao:
E? — E(Ey + E3) + EyE3 — |Mys* = 0 = E = [(Ez + E3) = \(Ey + E3)? — 4(E2E3 — [M3)]/2.

S = O

].

d) Suponha que E; = 1, E;, = E5 = 3 e M3 = 1, e que o sistema seja preparado no instante ¢ = 0 no estado [

Encontre o estado em 7 > 0.

Resp: Nesse caso os autovalores sdo: E =1e E =[6 + V36 —32]/2 = E =4 e E = 2. Os autoestados,|iy) = [

a a a=Fa
b |=E| b |= 3b+c=Eb .
c c b+3c=Ec
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sdo dados pela equagdo:

— W O
W —= O

1
HIy) = EW) :>[ 0
0



Além disso devemos ter +/|al?> + |b|?> + |c|* = 1 para que o estado seja normalizado. Assim, as solugdes sdo:

a=1,b=c=0 ParaE=1

1
a=0,b=c= \/; Para E =4
\F

Para FE = 2.

Com isso os autoestados e autovalores sdo:

1 1 0 1 0
lp) = 8 ,Er=1; |¢11>=$ _11 , En=2; |W111>=$ i , Enp=4.

0

Como [¢(0)) = { 1 |= %(W’u) + Y1), temos que
0

0
[ =i 1 —i —i
W0y = —= (™ M) + B ) = e I 4 eIl ],
\2 V2| _pitith 4 giti/h
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8. Aula 6: Formalismo

8.1. Principio da incerteza energia-tempo
Mostramos na aula passada que
AE At > —.

Como comentamos, esse principio de incerteza foi usado por Yukawa para prever a existéncia de uma nova
particula, responsdvel pela interagdo nuclear forte. Se o alcance da interacdo estd limitado ao tamanho no nicleo
~ 1fm = 10~"m, a incerteza no tempo serd dada pelo tempo que a particula, virtual, pode viver, que serd At ~ 1 fm/c,
onde se supde que a particula pode viajar coma velocidade médxima permitida: c. Usando a relacdo de incerteza e
h=6.58x 1002 MeV s, temos:

3x10%6.58 x 10722

h
AEAI> Y S AE S ~ 100 MeV.
=3 7Ak= 2% 1015 ©

Yukawa interpretou esse nimero como a massa (ou energia de repouso) da particula trocada na interagdo nuclear
forte. Nessa época nao se conhecia nenhuma particula com uma massa parecida com essa. A massa (ou energia de
repouso) do préton e do elétron é aproximadamente, 1GeV e 0.5 MeV, respectivamente. Yukawa chamou essa nova
particula de pion. O pion foi observado pela primeira vez em 1947, por uma equipe da Universidade de Bristol,
no Reino Unido, que teve a participacdo do fisico brasileiro César Lattes. A massa experimental do 7° é m, =
(134.9770 + 0.0005) MeV/c?. Isso mostra como o uso do principio de incerteza pode ser poderoso.

Outra aplicac¢do do principio da incerteza energia-tempo € na determinacdo da vida média de particulas. Considere,
por exemplo, a particula A(1232) cujo decaimento principal é: A(1232) — pr. Na Fig.1 vemos o histograma de todas
as medidas da massa da particula nesse decaimento. A largura dessa figura 2 meia altura é: 20- ~ 120 MeV/c?. Assim,
a incerteza na energia pode ser estimada como: AE = o¢® ~ % MeV. Usando novamente a relacdo de incerteza

temos:

(c)

n
5
—

n
(=]

S @
——

—_——

-— {1
——
——
o

-»

do/d M [mb/(GeV/c?)]

0 1 1 1 1
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
M, [GeVic]

Figure 1: Histograma do nimero de medidas do decaimento A(1232) — pr em fun¢@o da energia.

h 6.58 x 1072 0
> — P Y ~2g,
AEArz 5= M2 =0 5% 1072

O valor experimental para a meia vida da A(1232) é: 7 = (5.63 £ 0.14) x 107%* s, ou seja, concorda muito bem com a
estimativa do principio da incerteza.

8.2. Operadores hermitianos com espectro continuo

Exemplos de operadores hermitianos com espectro continuo sao o operador posicdo: X, e o operador momento:
P= —ih%c. No caso do operador momento os autovalores, p, € as autofuncdes, f,(x), sdo determinados pela equagio:

Pf,(x) = pfp(x).
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Usando a defini¢do de P na equacdo acima temos:

dfp(x) d i ,
P — ro_ _ ipx/h

= ph(0) = 2 = Lp o f (0 = AePh,
dx fr R
onde A € a constante de integragdo. Como ndo temos nenhuma condi¢do de contorno para aplicar a f,(x), os autova-
lores, p, podem assumir qualquer valor real, ou seja, o espectro € continuo. Em geral A é determinada impondo-se a
normaliza¢@o da autofun¢@o. Entretanto, como comentado anteriormente, se o espectro de um operador hermitiano é
continuo, as autofungdes nao sao normalizdveis. Veja que:

Pf,(x) = —ih

f dx (D fp(x) = |AP f dx e PP = |AP 2ho(p’ ~ p),

00

onde 6(p’ — p) na equagdo acima representa a fun¢do delta de Dirac, e fica claro que as autofun¢des ndo sdo nor-

malizdveis. Porém, se escolhermos A = ——, tal que

\2rh’

fp(x) = \/%e"”/ h, (57)
JT

ficamos com: .

f dx fy(0)fp(x) = (p'l p) = 6(p" = p), (58)
onde introduzimos a nota¢do de Dirac para representar as func¢des de onda: f,(x) — |p). A Eq.(58) mostra que
recuperamos uma equacdo de normaliza¢do parecida com a que temos para as autofungdes de espectro discreto:
(m| n) = &, s6 que com a delta de Kronecker trocada pela delta de Dirac. Veja que a equagdo acima mostra
claramente que as autofuncdes de P s@o ortogonais, ja que para p’ # p = (p’| p) = 0, como esperado para as
autofucdes de um operador hermitiano. O conjunto dessas autofun¢des também forma um conjunto completo com a
relacdo de completeza dada por:

I ) dp fr(0f,(x) = ﬁ I . dp &P = §(x — x'). (59)
A tnica diferenca entre a relagdo de completeza usual: 3, ¢ (X, (x") = 6(x — x'), e a relagdo na Eq.(59) € que a
somatdria sobre os nimeros quanticos n, representando os autovalores discretos, foi substituida pela integral sobre os
autovalores continuos p.

O fato do conjunto de autofuncdes {f,(x)} ser completo significa que qualquer fun¢do de médulo integravel pode
ser expandida em termos dessas autofungdes, ou seja, elas formam uma base. Assim, qualquer ¢(x) pode ser escrita
como:

) = f A ey = = f dp (p) &P, 60)
—c0 T, —00

com c(p) = (p| y). Para provar essa relacdo vamos calcular diretamente (p| ) usando a expressao acima para ¥ (x):

Wl = [ axpowew= [ axfeo [ ay o= [ arar) [ g s,

—00

e, usando a Eq.(58) temos:
Pl ) = f dp’ () - p') = e(p).

As autofuncdes do operador momento na Eq.(57) podem ainda ser escritas como:

fp(x) =

\/217r_h (cos(px/h) + isin(px/h)),

isso mostra que o comprimento de onda associado a essa funcao de onda é

_2nh

A = —, jadque o numero de onda é k = x_P
p A h
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Essa relagdo entre p e A: p = h/A, é exatamente a relag@o particula-onda proposta por de Broglie.
No caso do operador posi¢@o os autovalores, xo, € as autofungdes, f,(x), sdo determinados pela equagio:

Xfxo x) = xOfxo (x).

Como X é um operador nimero que d4 a posicdo, x, da particula, temos que X f;,(x) = xfy,(x). Portanto temos:

xfxo(x) = xOfxo(x) = fxo(x) = 0(x — xp).

Ou seja, as autofuncdes do operador posicao sao as fungdes delta de Dirac.

Pode parecer estranho que as autofuncdes de X sejam as funcdes delta de Dirac. Por outro lado, sabemos que
sempre que um observavel € medido, o sistema colapsa para uma de suas autofuncdes, que no caso de medirmos C a
autofuncdo tem que ser a 6(x — C), como representado na Fig. 2.

Figure 2: Representagdo da fun¢do de onda logo ap6s a medida da posicao.

8.3. Espago de momento
Vimos que qualquer fungdo ¢(x) pode ser expandida em termos das autofuncdes, f,(x), de P:

v = f dp P fy ) = = f dp #(p) €™, 61)
—00 T, —00
com o 1 o
60 = ol = [ dx fu - = [ axem . ©2)
—00 JT —00

Note que a Eq.(62) representa a transformada de Fourier de (x), e portanto a relacdo que determina y(x) € simples-
mente a transformada inversa de Fourier.
Se o sistema se encontrar no estado [y), a probabilidade de numa medida do momento obtermos o valor entre p e
p+dpé:
Py = Kplw)Pdp = 1¢(p)Idp.
Apesar das autofungdes do momento ndo serem normalizdveis, ¢(p) é noramlizada se ¥(x) for normalizada. E
isso que garante a interpretacio de densidade de probabilidade para |¢(p)|*. Para provar isso veja que:

(I = f dx f, (x(x) f dx’ fr(xX W (x') =

f dp lp(p)* = f dx dx' Yoy (x) f dp f(0)fp(x') = f dx dx’ Y)Y’ (x') 6(x = x),

00 o 00

onde usamos a relacdo de completeza na Eq.(59). Assim, temos finalmente que:

f dp 6(p)f: = f dx WP,

0 que prova que ¢(p) é noramlizada se y/(x) for normalizada.
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¢(p) é conhecida como Funcio de onda no espaco de momento. Tudo que fizemos até aqui envolve sempre a
funcao de onda no espago de posicdo. Entretanto, é possivel também formular valores médios, usando a funcao de
onda no espaco de momento. Nesse espago o operaor P é simplesmente o nimero p. J4, no espagco de momento, o
operador posi¢do € escrito em termos de uma derivada com relagdo a p. Para demonstrar isso vamos considerar o
execercicio 19) da lista 2:

19) Mostre que
W= [~ apspin-) oo

onde ¢(p) € a funcdo de onda no espago dos momentos. A interpretacio do resultado acima é de que no espaco dos
momentos o operador posicdo € dado por

0
X =ih—
i p
Resp: O valor esperado de X no estado (x) é:
(x) = Wlx [¥).

Usando a expressdo dada na Eq.(61), podemos escrever

W) = f dp d(PIp) = Wi ) = f dp f dp’ ¢ (PP x ).

Usando a expressdo para f,(x) dada na Eq.(57) temos que:

’ _ 1 . —ip'x/h ipx/h _ —ih 0 fw ixp’'/h _ipx/h _ . 9 foo s
(plxlp) = T Im dxe xe = hdp ) dxe e = lhap N dxfp,(x) Sp(0).

Usando agora a relagao de ortogonalidade dada na Eq.(58), ficamos com:

d
(P'lxlp) = —ifi% 6(p-p").

Assim, i i
(= ~ih f _dr f K ¢*(P/)¢(P)%((5(p— ).
Note que: R )
f dp ¢(p)—(5(p p))__f dpé(p—p’)a‘g_;p)_
Portanto —o

) = zhf dpf dp’ ¢ (p') S(p - ,,)M_f dp¢<p>(lh )¢<p>

0 que prova o enunciado do exercicio. Assim, se ¢(p) € interpretada como a funcio de onda no espaco de momento,
segue que podemos interpretar o operador posi¢cao no espaco de momento como:

0
= ih—,
i P

€ com isso
(x) = Wlxly) = (¢l (lﬁ ) ¢p)- (63)
A relacdo na Eq.(63) pode ser generalizada para o valor esperado de qualquer operador A:

(A) = WAl) = (DplApldy)s

onde A, e A, representam a expressdo do operador A no espaco de posi¢do e no espaco de momento respectivamente.
No caso do operador momento temos:

() = f dxw(x)(—zﬁ )w(x) f dp ¢ (p) p 4(p).
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9. Aula 7: Exemplos de sistemas quanticos em uma dimensao

As solucdes da equacdo de Schrodinger independente do tempo sdo de dois tipos: a) se existe uma regido onde E,
a energia total da particula, é maior que o potencial, mas fora dessa regido V(x) > E, a particula ficard presa nessa
regido, e dizemos que essas solugdes fornecem estados ligados; b) jd se a energia da particula € maior que o potencial
numa regido nao confinada, nesse caso a particula ndo fica presa a esse potencial, e chamamos esses estados de estados
de espalhamento.

9.1. O potencial delta de Dirac

Como exemplo da solu¢do da equacdo de Schrodinger em uma dimensao vamos considerar o caso de uma particula
sujeita a uma interagdo local, representada pela funcdo delta de Dirac, que é definida como:

0 sex#a ® ®
olx—a)= , com dxé(x—a)=1, e dx f(x) 6(x — a) = f(a).
( ){oo e | dxit-a) @) 8- ) = fa)

Se o potencial for dado por V(x) = —ad(x) (com o uma constante real e positiva com dimensao de energia vezes
comprimento), isso significa que a particula sujeita a esse potencial sente uma atragio infinita, mas sémente no ponto
x = 0. Nos outros pontos a interacdo ¢ nula. Quais sio os autovalores e autofungdes do operador hamiltoniano nesse
caso? A equagdo de Schrodinger, Hy = Ey, fica:

n* d*y
2m dx?
Como em qualquer problema devemos sempre ter E > V,;,, € como neste caso V,,;, — —oo, isso quer dizer que
solugdes com E < 0 sdo possiveis. Vamos mostrar que esse potencial produz tanto estados ligados, E < 0, quanto

estados de espalhamento, E > 0.
Para x # 0 a Eq.(64) fica simplesmente

—ad(xW = Ey. (64)

R d*y
———L= =Ey, x#0.
2m dx? v, x#

Supondo E < 0 temos que
d*y
dx?

2mE
2

= Ky para x # 0, onde K =- > 0. (65)

As solucdes de (65) sdo do tipo:
Y(x) = Ak + Be™,

e para que ¥(x) seja normalizdvel devemos ter A = O para x > 0 e B = 0 para x < 0. Ou seja,

A sex<0
Y(x) = { Be™™ sex>0

Para que a interpretacdo de probabilidade faca sentido, ¥(x) tem que ser continua. Portanto temos que ter A = B
para que ¥(x) seja continua em x = 0. Assim

A sex<0
l7[/(-)(:) - { Ae—kx se x > 0 (66)

Integrando a Eq.(64) de —€ até € temos que:

2 € 2 3 €
f dx d—Lp - af dx 6(x)y(x) = Ef dx y(x).

om . dx?
Como ¥(x) é continua = lim,_, L Z dx y(x) = 0. Temos também que L Z dx 6(x)¥(x) = Y(0), para qualquer € # 0.

Assim:
n? (dw a d_w

lim——
51—1;% 2m x=€ dx
33
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Usando a expressao de ¥/(x) na Eq.(66) temos que

d d
lim i lim —kAe ™€ = —kA, 1lim il = lim kAe* = KA.

>0 dX|=e €0 >0 dX|y=—¢ €0

Portanto, como ¢(0) = A ficamos com:

K2 ma  N-2mE

—kA=aA > k=— =
T h
ou seja
E =M
2h?

Assim, temos um dnico autovalor possivel e um tnico estado ligado dado por
ma
W(x) = Ae n M,

A constante A é determinada impondo-se que f_ O:O dxly(x))> =1,=

mar hz
|A|2f dx e = 2|A|2f dxe” nt* —2|A|2 =1,
—00 0

ou seja (escolhendo A real e positiva) A = \/ma/h.
Portanto o potencial delta de Dirac atrativo fornece um tnico estado ligado com:

vma —ma ma2
l//(x) = Té‘ n? , € E = _W.

Vamos agora determinar os valores esperados: (x), (x%y, (p) e (p?), nesse estado. Para isso vamos chamar
A = "2 tal que

Y(x) = Ve ™M, E= —/17&.

Claramente - 00
(x) = f dx Y (x) x (x) = f dx y(x) x Y(x) =

pois ¥(x) € uma fungdo real e par, e x € impar. Poderiamos aplicar o mesmo raciocinio para chegar a (p) = 0, uma vez

d
que p = —zh ~ também € impar (como x). Entretanto, como f ndo € uma fungdo continua, devemos tomar cuidado.

Vamos entdo fazer o calculo diretamente:

o d 0
= -in [ dxwd—f?ih(wzl_w—f dxy w)

onde fizemos uma integral por partes. Como lim,_,. (x) — 0 temos que:
<p>——lhf dxw— —lﬁf dx lﬁ— =—(p) = (p) =

(x?):

° 2042 (% Ad* (1 1 ht
2 2 —2/1)6 —2Ax
= d 2/1 d = d =—]=—— = —.
oo Lo X x fo . 4 ane re 242(21) 22 ama?
(p*):
No caso de (p?) o cilculo é um pouco mais complicado, ja que ele envolve a derivada segunda de
o0 &
ay
= [ avu L.
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dy . .
e d—f é descontinua. Entretanto, podemos usar um truque para calcular {p?) se lembramos que o operador energia

cinética é T = p*/2m. Assim: {(p*) = 2m(T). Além disso como H = T + V, podemos sempre obter (T = (H) — (V)

onde V = —ad(x). Claramente (H) = E = —’;’g; , jd que estamos calculando os valores esperados no autoestado de H.
Assim:
o0 2
2 ma
(V)= —af dx Y(x) 6(x) Y(x) = —ap”(0) = - = 2E.
Portanto temos que
m*a?
(TY=(HY—(Vy=E-2E =-E, = (p*)=2m(T) = T

Veja que obtivemos (T) = —E > 0, como devia.
Vamos agora considerar o caso em que E > 0. Nesse caso a Eq.(64) para x # 0 fica:

d*y

dx?

2mE
= —k*y para x # 0, onde kK = Zmk >0,

B2
cujas solugdes sao do tipo:

Y(x) = ae™ + be™™ a, b constantes,
que é uma superposicdo de uma onda progressiva, e’**, e uma onda regressiva, e~**, Imagine agora a situa¢io em que
uma onda progressiva, de amplitude A, vd de x — —oo para x = 0. Ao chegar em x = 0 parte serd refletiva (amplitude
B) e parte serd transmitida (amplitude C), como representado na Fig. 3.

. D x)
f LAX VIX)
N »
nc . o~ AR
| — >
< D 4“ﬂ,k’Z
D £
Y
) 3¢
T Y
L ‘ N
\[|
\J

Figure 3: Espalhamento pelo poco fun¢ao delta de Dirac.

Vamos chamar de regido [ a regido com x < 0, e I/ a regido com x > 0. Assim, a fun¢do de onda nessas duas
regides fica:

Yi(x) = A + Be™™®*  para x<0

Y(x) = _ ik

Yi(x) =Ce para x> 0.

Como ¥(x) é continua = ¢;(0) = y;(0), e temos A + B=C.
Integrando novamente a Eq.(64) de —e até € e impondo lim._,¢ temos que:

2 '3 2 '3 €
y—%[_j_mfe dx%—aie dxé(x)w(x)zEIG dxw(x)},

onde o termo do lado direito € zero ja que ¥(x) é continua. Temos também que lim¢_,o f_ i dx S(x)y(x) = Y(0) =
A+ B =C. Assim:
h? (dlﬁn

lim ——
EI—I>% 2m dx

(67)

_an
x=€ dx
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Usando a expressao de ¥/(x) na Eq.(67) temos que
dy;

d A ) .
m & i ikCe™€ = ikC, lim - = m% ik(Ae"*€ — Be*€) = ik(A — B).

e—0 dx x=€ e—0 e—0 X |x=—¢

Usando C = A + B ficamos com:

2
—%ik(A+B—(A—B)) = (A + B) = —iB = B(A + B),

onde definimos

ma
A kh?
Assim, )
=—._ﬁA= lﬂA,, C=A+B= —.
i+ 1-iB 1-iB

Os coeficientes de reflexdo, R e transmissdo, 7', que ddo, respectivamenteas, as probabilidades da onda ser refletida
ou transmitida sdo definidos como:

B 2 2

R lBE L ICP
AP AP

o que fornece neste caso
iy 1
R= , T= =>R+T =1
1432 1+3
Lembrando que k = —VZ;L"E =>p=75= hm—‘ﬁ e portanto:
1 1

= — T = —_—
1+ 2ER?/ma?’ 1 + ma?/2ER?

0 que mostra que T cresce com E.

Nao podemos esquecer que as fun¢des de onda neste caso ndo sdo renormalizdveis, e portanto nao descrevem es-
tados fisicos. Entretanto, combinac¢des lineares delas podem descrever estados fisicos, como no caso das autofungdes
do momento discutidas na aula passada.

Se ao invés de termos um potencial atrativo, o potencial fosse V = +ad(x), com o > 0, a Unica diferenga, € que
ndo existiria a solucdo de estado ligado, e as solucdes de espalhamento seriam as mesmas s6 com a troca @ — —a.
Classicamente, se a energia da particula € maior do que a barreira de potencial, sempre é possivel haver transmissao.
Assim, no caso da barreira § de Dirac, ndo seria possivel classicamente haver transmissdo para nenhum valor de
energia. Isso € o que chamamos de tunelamento quéntico.

36



10. Aula 8: O oscilador harmoénico

O potencial harmoénico é um caso emblematico porque qualquer potencial que apresente um mimimo, pode sempre
ser aproximado por um potencial harmdnico em torno desse minimo. Classicamente, uma particula de massa m, sujeita
a um potencial harmdnico, que oscila com uma frequéncia w tem a energia potencial dada por

1
Vix) = Emwzxz.

Quanticamente para esse potencial a equacio de Schrodinger independente do tempo é:

Rdy 1 5,
Hy=-—"2 4~ = Ey.
W o i + me XY W (68)

Existe dois métodos completamentes distintos de se resolver esse problema. Um € o método tradicional, através
da solucdo da equagdo diferencial na Eq.(68). O outro é chamado de método algébrico. Vamos comegar primeiro por
este.

10.1. Método algébrico
Lembrando que p € o operador representado, no espago das posi¢des, por —ihdix, podemos sempre escrever

p* 1 2.2 1 2 2
H=%+§mwx =%(p +(mu)x)).

Veja que se [x, p] fosse zero poderiamos fatorar (p* + (mwx)?) = (=ip + mwx)(ip + mwx). Entretanto, sabemos que
[x, p] = ik e portanto

(—ip + mwx)(ip + mwx) = p2 + (mu)x)2 + imw[x, p] = p2 + (ma)x)2 — mwh.

Assim podemos escrever

1
H= 7 (mwh + (—ip + mwx)(ip + mwx)) .

Definindo os operadores:

1
a; = ———(—ip + mwx),
’ V2mhw
1
a- = ———(ip + mwx), (69)
V2mhw

podemos escrever H como:

1
H = — (mwh + 2mhwa,a_) =
2m

H = hw (a+a_ + %), (70)

que tem uma forma compactamente linda. Veja que

(ip" +mwx"), ecomo p' = p, ¥ =x = 4 =a_.

1
V2mhw

T =a,. Ou seja, a. ndo sdo operadores hermitianos. Entretanto,

Analogamente temos a

Tai =a,a_,

(aJra,)+ =a
e, portanto, H € hermitiano.
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O comutador de que a_ e a, é dado por:

1
i [ip + mwx, —ip + mwx] = S ([p, pl + imw[p, x] — imw[x, p] + (ma))z[x, x]) s

la_,a,]=

e usando [p, p] = [x,x] =0, [x, p] = —[p,x] = ik temos que:

la_,a,] = ;iig;”[x, pl=
[a_,a.] = 1. (71)

Como da relacdo de comutacdo em (71) temos a,a- = a_a, — 1, usando isso em (70) podemos também escrever:

H = hw (a_a+ - %) (72)

Para calcular o comutador de H com a, vamos usar a Eq. (70) (lembre que o comutador de um operador com um
nimero qualquer € sempre zero):

[H,a,] = hwlara_,a.] = hw(a,a_a, —ayara”) = hway(a_a, —ara”) = hwaila-,a.], como [a_,a,]=1=

[H,a,] = hwa,. (73)

Analogamente:
[H,a_] = —hwa-_. (74)

Vamos construir as solu¢des do problema usando esses comutadores. Assim, suponha que /) seja uma solugdo
de H|y) = Ely), com energia E. Aplicando o operador a, nessa equagdo temos:

aHW) = Ea,lp) = (Ha, — hwa,)W) = Ea.lp),
onde usamos (73). Da equacdo acima resulta que

H(a.[p)) = (E + hw)(a.ly)). (75)

A Eq. (75) tem uma interpretacdo muito importante. Ela nos mostra que (a4 |)) é também autoestado de H com
autovalor E + hw, ou seja, a agdo de a., sobre |i) leva a outro autoestado com autovalor acrescido de hw!
Analogamente temos que

a-Hly) = Ea_ly) = (Ha- + hwa-)ly) = Ea_|y),
onde agora usamos o comutador em (74). Assim ficamos com:
H(a_ly)) = (E — hw)(a-|y)). (76)

Neste caso a agdo de a_ sobre |y) leva a outro autoestado com autovalor diminuido de Aw.

Esses operadores sdo chamados de operadores escada: levantamento: a., e abaixamento: a_, ja que eles levantam
e abaixam os autovalores respectivamente.

Até aqui tudo que fizemos foi descobrir propriedades desses autoestados do oscilador harmonico: que dado um au-
toestado podemos obter outros com energia acrescida ou diminuida de um nimero inteiro de fuw apenas pela aplicagido
sucessiva dos operadores de levantamento ou abaixamento, como representado na Fig. 4. Considere o autoestado [i/),
com autoenergia E. A operacgdo sucessiva de a, sobre /) leva a autoestados com energia E + nhw onde n representa
o nimero de vezes que aplicamos a, sobre |), como mostrado na Fig. 4. Analogamente, a operagdo sucessiva de
a_ sobre |y) leva a autoestados com energia E — nhw. Mas veja que para n consideravelmente alto, eventualmente
poderiamos chegar a um valor de energia menor que zero, o que ndo é permitido, ja que £ > V,,;, = 0! Portanto,
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< -a,

E+3h0 - a’y
E+2h0 a’y
E+ho ay

E '
E-ho ay
E-2hw — aty

| : ,J’ a
E, Yo

Figure 4: Acdo dos operadores escada sobre [if).

deve existir uma energia minima para o sistema, que chamaremos de Ey, também representado na Fig. 4. Se |yq) for
o autoestado de H com energia Ej, que chamaremos de estado fundamental, entdo devemos necessariamente ter:

a_le) = 0. (77)

Veja que
1 hw
Hlo) = hw (a+a_ + 5) o) = Eolo), ecomo a-_lyy)=0= 7|l//0> = Eolyo),

ou seja,

que ¢ a energia do estado fundamental! Com isso podemos descobrir a energia de todos os outros autoestados, ou
seja:

1
E, = hw(n+ E)’ n=0,1,2,...
Os autoestasdos sao construidos a partir da aplic¢do de a, em [ifg):

W) = Araslpod, W2) = Aa(@s) o), ey Won) = An(as)" o), (78)
e [Yo) é determinado a partir da Eq. (77).

10.2. Autofuncdes do oscilador harménico
Para determinar |yp) vamos usar a defini¢cdo de a_, na Eq. (69), na Eq. (77):

1
a_lyo) = (ip + mwx)lo) = 0,
V2mhw
como p = —ihd% temos
d d s
hﬂ +mwx Yy =0= do _ Y vdx = Yo(x) = Ag e,
dx %o h
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onde Ap é determinada impondo-se a condi¢ao de normalizacio

* “ _mw mw
f dxlpro(x)* = |A0|2f dxe” % =1 = A = —

Assim, o estado fundamental do oscilador harmoénico quéntico é dado, respectivamente, pela autofun¢ado e auto-

valor:

_mw 2 hw

1/4
Yo(x) = (Z—Z)) et Ey= R (79)

todas outras autofun¢des podem ser determinadas pela aplicac@o sucessiva de a, nessa fung¢do, como dado em (78).
Veja que por essa equagdo temos apenas que fazer derivadas sucessivas em ¢/(x) para obter as demais autofungdes, e
o maior trabalho fica na determinagd@o da constante de normalizacdo. Podemos, entretanto, usar um truque para obter
essas autofungdes ja normalizadas que usaremos a seguir.

Na notac¢do de Dirac representamos ¢,(x) por |[n). Supondo que os autoestados |n) estejam normalizados para
qualquer valor de n, e chamando a,|n) = c4|n + 1), temos que

(nla_a.lny = (a;nla.n), jéque a’ =a, = (nla_asln) = le,}(n+ ln + 1) = ey,

Por outro lado, podemos, usando a Eq. (72), escrever a_a, = % + % Assim
H 1
(nla_ayln) = <” R n> = les

e como Hin) = E,|n) = hw(n + 1/2)|n) temos

les > = (71;:—:) + %)(nln) =(n+1)=>c, = Vn+1.

Ou seja, dado o autoestado |n) normalizado, o autoestado |z + 1), também normalizado, € dado por:
any= Von+1jn+1), n=0,1,2,.... (80)

Como exemplo vamos calcular ¢ (x):

a,l0) = 1) =

\/zjmeip + MO = 1 (0,

onde usamos a Eq. (69) na defini¢do de a... Usando ¢y(x) dadoem (79) e p = —ih% ficamos com

mw\'4 1 d w2 (mw\* 1 _me 2
Yi(x) = (—) —h— + mowx| e " = (—) (mwx + mwx) e 2",
nh 2mhw nh 2mhw

ou seja, o primeiro estado excitado tem autofunc¢do e autovalor dados por

mw\'4 2mw ey 3hw
o =(G5) T e ® e T
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11. Aula 9: O oscilador harmoénico

11.1. Operadores de levantamento e abaixamento

Mostramos que para o operandor levantamento temos que
a.ln) = Vn + 1|n).

Podemos também determinar a constante no caso do operador abaixamento: a_|n) = c_|n — 1). Para isso vamos
calcular o sanduiche
(nlasa_lny = {a_ nla_ ny = le_F(n = 1|n—1) = |c_I*,

onde estamos supondo que os autoestados estejam normalizados. Usando H = fuww(asa— + 1/2) temos que
H l‘ E, 1 ol )

— ——|n)=|— - = |{n|n) =n,

hw 2 hw 2

a_lny = vnln - 1),

le_I* = (nlasa_In) = <n

onde usamos E,, = hw(n + 1/2). Ou seja:

da onde fica claro que a_|0) = 0.
As relagdes

ain) = Yun+1jn+ 1),
a_lny = \/ﬁ|n— 1), 81

sao basicamente as relacdes mais importantes do oscilador harmoénico quantico, e com elas podemos resolver quase
todos problemas do oscilador harmdnico quantico. Veja que

a.a_|n) = Vna,n—1)y = VnVn—1+ lin) = nln),
e define-se o operador nimero como: N = a,a_, tal que N|n) = n|n). Com isso H fica:
H=hw(N + !
= hw —].
2

Como exemplo do uso das relacdes na Eq. (81) vamos fazer um dos itens do problema 4) da lista 3: Determine (x)
e (x2) no n-ésimo estado do oscilador harménico.
Resp.: Para calcular isso, usando as defini¢des na Eq. (69) podemos escrever:

| h
X = e (ay +a-),
e usando isso fica claro que
h h
(x) = (n|x|x) = nlay +a_lny = | —— (Vn + Injn + 1) + Vninln — 1)).
2mw 2mw

Como (nlm) = 6,,, temos diretamente que (x) = 0. Analogamente temos que

h h
X = (ay + a,)2 = (a%r +a,a_+a_a, + a%) =
2mw 2mw 2mw

(@> +d® +2N + 1),

Onde usamos [a_,a;] = 1 e a defini¢do do operador N dada acima. Assim,

h
2mw

(%) = (nfx®|x) = (nl(@* +a* + 2N + Dn) = N (n + —),
maw
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onde usamos (nlailn) = (nla%|n) = 0. Veja que desse resultado deduzimos diretamente que

L N HN_E
(V)—me(x)—zhw(n+2)— >

. [mwh
p=iyf 5 (ar—a-),

e usando o mesmo procedimento € direto mostrar que (p) = 0 e p2) = hmw (n + %) =(T) = % = % O resultado
(Ty = (V) = E/2 para o oscilador harmdnico pode também ser deduzido diretamente do Teorema do virial (do latin

“viris” que € a palavra para forca ou energia) que diz que para estados estaciondrios:

AT) =< av>.

como classicamente. Escrevendo

Yox
Como mais um exemplo vamos fazer o execicio 7) da lista 3:
7) (Q9 EUF 2016) Seja um oscilador com frequéncia w, massa m e com hamiltoniano
H=(1/2 + N)hw,
onde N = a'a com Nn) = n|n). Os operadores abaixamento e levantamento satisfazem:
alny = Valn -1y, d'lny = Vo + 1n + 1).
Supondo que o oscilador esteja em um estado coerente |z) definido por
alz) = zlz),

responda:

a) Qual € o valor de (z|N|z) para z = % exp(ir/4), supondo que |z) esteja normalizado?

Resp.: Em primeiro lugar temos que notar que aqui € usada uma notagao diferente, onde a, é chamado de a?f e a_ é
simplesmente a. Fora isso tudo é exatamente igual. Assim,

1
(@NI2) = (da’alz) = {az| az) = Il (el 2) =

se |z) esta normalizado.

b) Supondo que em ¢ = 0 o oscilador esteja no estado fundamental |0), determine o estado no instante = 1/10s para
w=>5rs".
Resp.: Se

j hi
l(0)) = [0) = (1)) = e E7™|0), com Eg=-— = =,

assim, —iEgt/h = —in/4 e portanto '
p(107"s)) = e™™4|0).

¢) Quanto vale ¢, (como funcdo de n e z) para que o estado coerente [z) = }.° c,|n) esteja normalizado? (Lembre-se
que e* = )7, x"/nl)
Resp.: Com [z) dado em termos da expansdo em |n) temos:

o

alpy= ) coalny= Y e Naln—1) = (mlal) = ) cu Vin(mln— 1) = ¢y Vi + 1.
n=0 n=0

n=0
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Por outro lado, pela definicdo de estado coerente acima temos que
(mlalz) = z(m| z) = Vm + L.

Mas se |z) = 2.7 caln), sabemos que ¢, = (n| z), ou seja

Z
Cm = VNm + lcm+1 = Cpt+1 = \/:16,,.
n+

Essa € uma relagao de recorréncia que nos permite determinar todos coeficientes da expansdo em termos de c¢g:
2
z 4

Z Z
CQy ... = Cpp =
Vn!

€1 =2, C2=—F4=C = 3

A R Y

Como queremos |z) normalizado = lea> = 1, ou seja

Co.

00

SIS Sl 5 e 212 22 2
=Z lcal” = |col Z — =|co|" €' = g =", eportanto ¢, =e V" ——.

| A/
n=0 n=0 n n!

d) Use o resultado do item anterior e calcule o valor numerlco de [{z’|z)|*> para z = 3 exp(m/4) ez =g exp(m/4)

2
2|= /|=

Resp.: Para esses valoresde ze 7/ = |z }‘, |z 1¢- Com [z) dado por

[eS]

[y =2y %Inx
n:

n=0
temos que
m7r/4 s lm7r/4 mn/4

|Z)=e_”82 RIS |z'>:e-”322 - r"” <z|z>—e5/322 Z v

e usando a ortonormalidade dos estados =

_ ,-5/32 —5/32 1/8 -1/32 ’ 2 _ -1/16
2y =e Zgnnv_ =e =K ="

11.2. Método analitico
Para resolver o oscilador harmonico quantico usando o método analitico partimos da equag@o de Schrodinger:

Ay Ly = By, (82)

e resolvemos ela diretamente. Para isso vamos definir a varidvel adimensional
¢ mw . d mw d 42 mw d*
= X —_—= —_, — =,
N & dx NV & dé’  dx? h déz

h? mo d*y . 1 o2 h £y = Ey
- T —m [ = .
2m h d&* 2 mw

Multiplicando a equagdo acima por (—2/hw) temos

e usando isso em (82) temos

&y, 2E

d—éﬁ—flﬁ:—ﬂ
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e chamando

2E
K= ™ = (83)
d2
% = (& - K. (84)
Veja que no limite assintético, & — +oo, a Eq. (84) fica simplesmente
d? 2
d_!; =EY = YE > 0) > e
Prova: 2 y e
dedé = ¢t = d 262 = (1 +&e ¥ 5 26782 quando & — oo,
Assim, seja
Ve =h@ et = (85)
d d?
d—lg = (W - £me P, % = (W = 20E—h+Ehe P,

usando isso em (84) R )
(W' =20¢=h+Eme™? = & - Khe ™ =

B =280 + (K - Dh = 0.

Essa equacgdo é conhecida como equacao diferencial de Hermite.
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12. Aula 10: Oscilador Harmonico: método analitico
Vamos resolver a equagdo diferencial de Hermite
W' =20 + (K- 1h=0, (86)

usando o método da série de potencias: suponha que possamos escrever (vamos usar a varidvel genérica x ao invés de

& N
h(x) = Z a;x’, (87)
j=0

usando isso em (86) temos:

D= =23 " apix = (1-K) ) apx =0,

j=0 Jj=0 j=0
Veja que na primeira somatéria podemos usar 372, jd que para j = 0,1 os termos sdo nulos. Assim, fazendo a
mudancga de indice: kK = j — 2 nessa somatdria temos Z‘fzz a;j(j - Dx/2 = Direo Grs2(k + D(k + 2)x*. Como esse
indice é mudo, podemos chama-lo novamente de j e reagrupar todas as somatdrias na equangdo acima. Entdo

D lapali+ DG +2) = a;2j+ 1= K = 0.

j=0
Como poténcias diferentes de x sdo fun¢des independentes, a equagdo acima s6 pode ser verdadeira, para qualquer
valor de x, se todos os coeficientes forem zero, ou seja:

2j+1-K

[a‘/‘+2(j+ 1)(]+ 2) —aj(2j+ 1-K)]=0= Ajyr = maj,

j=0,1,2,.. (88)
Isso mostra que temos duas séries independentes: uma comegando com ap, € s6 com potencias pares de x, e outra
comecgando com a; e com potencias impares.

Vamos agora fazer o teste da razdo para ver se essas séries sdo convergentes:

2

J

ajx/*?| Qj+1-K)x*

(J+ DG +2)

Jj—oo

lim

Jj—oo

-0, (89)

ajxj ’ Jj—oo

para qualquer x. Entretanto, devemos lembrar que (veja Eq. (85)) y(x) = h(x)e‘xz/ 2 e é 0 limy_, 1o0 Y(X) que tem que
ir a zero. Vamos entdo olhar para a expansao de e

s 2Nj 4 6

xz_zm_ 2, XX

et = 7 —1+x+2!+3!+...,
J=0

veja que para essa série o teste da razdo fornece:
2

J

X
G+ Dl x2i

242
Cjv2 )

¢j

lim , (90

Jj—oo

Jjooo

Jjooo

ou seja, comparando as Eqs. (89) e (90) vemos que para x — oo, h(x) — e e, portanto, lim,_,.. Y(x) = h(x)e”‘z/ 25
ex2/2 — oo!

Assim, para que a solucdo da equacdo de Schrodinger, y(x) = h(x)e™12, seja bem comportada no lim,_, .
temos que truncar a série para h(x) na Eq. (87), transformando a série num polindmio. Veja que esta € uma opcao
tremendamente criativa, jA que um polindmio cresce mais devagar que qualquer exponencial e, dessa forma, se h(x)

for um polindmio = lim,_,.e Y(x) = limy_.c0 A( x)e /2 0.
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Observando a equagdo de recorréncia em (88) vemos que € possivel truncar a série se K = 2n + 1, para algum
valor de n inteiro. Escolhendo gy = 0 para n impar e a; = 0 para n par, a série em (87) se torna um polindmio de grau

n:
n

h(x) = H,(x) = Z a;x’, 1)
j=0
com a; obedecendo a relagdo de recorréncia em (88) com K = 2n + 1. Veja que essa imposi¢do sobre os valores
possiveis de K para que as autofungdes sejam normalizdveis determina também os autovalores do problema, ja que
de (83) K = #£. Assim
2E

K=—=2n+1=E,=hw n+1 , n=0,1,2,...
hw 2

que sdao exatamente, como devia, os autovalores determinados pelo método algébrico. Assim, no caso do método
analitico € o truncamente da série de poténcias que quantiza os autovalores! Isso pode parecer arbitrario, mas na
verdade ndo € ja que o truncamente da série € imposta por argumentos fisicos, uma vez que queremos autofuncdes
normalizaveis, e sem truncar a série nao teriamos isso.

Vamos agora determinar todos os coeficientes da série a partir de a,, o Ultimo coeficiente do polindmio, ja que
para j = nem (88) com K = 2n + 1 temos:

2n+1-02n+1)
n+Dn+2)

apy2 = n =Y,

2n+5—-(2n+1)

i3 ed) An2 = 0, e assim sucessivamente.

e, portanto, a partir dai todos coeficientes seguintes serdo zero: ;.4 =
Isso mostra que a série foi realmente truncada.

Chamando k = j+ 2 em (88) com K = 2n + 1 temos:

o = 2k—-3-(2n+ l)ak,z oy = k(k—1) @
k(k—1) 2k—4-2n "
ou seja, em termos de a, temos
4y = nn-1) 0, = _n(n - 1)an
2n—4-2n 4 ’
as = n-2)(n-23) 4 :(_l)zn(n—l)(n—Z)(n—?a)a
T dm—2)—4-2m "2 1424 "
_ n—4(n-5) _ _13n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)(n—5) PIRTE n! an_
W6 = = dy—d— ot = D 142434 S EETR

da onde podemos escrever

. n! a
oy =~y — G
-2y = D 2 i
Ou seja, usando essa relacdo em (91) temos

Ay 5
H,(x) = a,n! — X"
(x) = ayn JZ; =2

onde [n/2] na somatdria da equacdo acima representa o maior inteiro contido em n/2. Escolhendo a, = 2" obtemos

os polindmios de Hermite:
[n/2]

=1y Y
H,(x) = n! ———(2x)" . 92
() =n ;ﬂ(n_zj)!< x) ©92)
Assim, como as autofungdes do oscilador harmdnico quantico sao dadas por ¥(x) = h(£) ¢'12 onde &= Hrxe
como para K = 72?5) = 2n + 1 (com n um ndmero inteiro) A(¢) = H, (&), obtemos:

Yn(x) = A, H, ( ,/%x) e, 93)
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onde A, € a constante de normalizagao:

A mw\/* 1
" (E) N
e os autovalores sdao dados por

1
E,=h -]
a)(n+2)

Veja que paran = 0 = Hy(x) = 1 e portanto

_mw .2

oo = () s

que € exatamente o resultado obtido (de uma forma muito mais simples) através do método algébrico dado na Eq. (79).
As demais autofungdes podem ser obtidas diretamente de (93).
Os estados estaciondrios, solugdes da equacdo de Schrodinger dependente do tempo, sdo dados por

P, (x, 1) = Py(x)e Bl

Assim, se no instante ¢ = 0 o sistema se encontra no estado ¥(x, ¢ = 0) = 3, ¢, (x), no intante ¢ > 0 o sistema estara
em

Y(x, 1) = Z c,Pa(x,t) = Z Catn(x)e EntlT,

n n
12.1. Mecdnica quantica em trés dimensdes

Em trés dimensdes a equacdo de Schroédinger independente do tempo fica:

hZ
-—Vy + V(Y = Ey,
2m

= : _ 2 _ & »* P ~ o
onde ¢ = ¢(7). Em coordenadas cartezianas, ¢ = y(x,y,z) e V- = 75 + 5 T e Como x, y e z sdo varidveis

X
independentes =

[x,y] = [x,z] = [y,z2] = 0,
e analogamente
[Px> py] = [Px, P21 = [Py, P21 = 0,
onde

., 0 .
pi = —lﬁa, Xi=X,¥,2 € pi=px, Py, P, Parai=1,72, 3.
1

Veja também que:

0 0 0 0 0
[x,py] = =ih|x, — | = —ih|x— — —x| = —ih(x— —x—| =0,
: y dy dy dy 9y
o mesmo valendo para [x, p,] = [y, p;] = 0. Assim, os tinicos comutadores diferente de zero sdo: [x, ps] = ih, [y, p,] =
ih e [z, p.] = ih. De uma forma genérica podemos escrever

[xi, pjl = ihdij, [xi,x;]1 =[pi,pj1 =0, i,j=1,2,3 (94)

que sdo as relacdes de comutagdo candnicas.
Como a relagao

Y
([H,0]) + <E>

«Q) _ i
dt ~ h
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¢ valida em qualquer niimero de dimensdes, jd que na sua demonstraciio s6 usamos a equacgdo de Schrodinger depen-
dente do tempo: Hy = ih%—‘f, com as relagdes de comutagdo candnicas dadas acima podemos ver que para Q = 7
9= L) = L V@A) = S (7D, Aaque VA =0 ¢ 2 =0
— () = =([H,F]) = =([— r),rl) = 7D, r),r] = —=0.
PTARA B 2m 2mp P 124 ot
Como [p?, 7] = X, [P}, 71 = X (pilpis P1 + [pis Fpi) € como [pi, Pl = X3, [pi xj8)] = —ih X3, 68 = —ihié;, onde
usamos a relagdo de comutacdo [x;, p;] = ihd;; e definimos o versor na dire¢do i como &; =

3
[P, 7] = =il ) (pié; + &ip) = =2ihp.

i=1

Assim, temos finalmente que

d . P
S =L,

analogamente
d > S
d_t<p> =—(VV), para Q = p.

Esses sdao o Teorema de Ehrenfest em trés dimensdes.
Como exemplo de sistema em trés dimensdes vamos comegar com 0:

12.1.1. Oscilador harmonico em trés dimensées
Em trés dimensdes a equagdo de Schrodinger para o oscilador harménico isotrépico é dada por:
h? 1
—— V2 + —mw*r*y = Ey,
2m 2

onde, em coordenadas cartezianas, r*> = x> + y* + z>. Usando o método da separacio de varidveis podemos escrever

U(x,y,z) = X(x)Y(¥)Z(2), e usando isso na equagdo de Schrodinger =
2 d*X d*y &z 1 5 5, 5,
| YZ=L + XZ—— + XY == |+ =mw? (2 +y? + 2)XYZ = EXYZ,
2m dx? dy? dz2) 2

. . ~ l
multiplicando essa equagao por ¢ =

2 2
(_h_ld_X + lmwzxz) +( I L&Y LN 2) + (—5—21012—2 L
2mX dx*> 2 2mZ dz> 2
Veja que cada um desses blocos entre paréntesis na equacio acima € funcdo de apenas uma varidvel, x, y e z na ordem.
Como as soma desses trés blocos leva a uma constante, E, e como essas variaveis, x, y e z, sdo independentes, isso
s6 pode ser verdade se cada um dos blocos entre paréntesis for também constante. Assim, chegamos a trés equagdes
independentes

R 1d*X

1 2.2
ToamXde T = Ee
P1dy 1 ,,
“amYay T2 = B
R1dz 1
“mzaz 2T = ©>

com E = E, + E, + E.. Veja que (95) fornece as equagdes para trés osciladores harmonicos, um em cada direg@o,
para os quais ja conhecemos as solucdes! Escrevendo genericamente a equacdo na dire¢do x; para a fungdo y;(x;)
Wx(x) = X(x), Yy(») = Y(3), ¥z(2) = Z(2)) com energia E; temos

Pdy 1,
—%glzl + Emw X; lﬂ,’ = El' l/l,’.
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Definindo os operadores levantamento e abaixamento em cada direcdo como a;. = #(Ii pi + mwx;) temos, para
maw
cada uma das direcdes:

1 1
Hl‘ll’li> = hw (ai+a,~_ + E) Il’ll> = En,|ni), com En[ = ﬁw(n, + E) , N = 0, 1,2

A ac¢@o dos operadores levantamento e abaixamento sobre os autoestados de H; é dada por

aiclniy = i + 1n; + 1), ai_|n;) = niln; — 1).

A solugdo final para a autofung@o do oscilador tridimensional €: ‘¥, . (X, ¥, 2) = ¥, (), (V). (z) com

mw\74 1 mw e 2
() = (22 2 (O i Pl 2
ot = (52) " gt 52

onde H,(x) sdo os polindmios de Hermite. Os autovalores sdo:

3
Ennn, = En, + En + B, = hw (nx +ny +n; + 5) , n;=0,1,2.... 96)

Na representac@o de Dirac temos simplesmente |n,n,n,) = |n,)n,)|n;). Veja que de (96) temos apenas um autoestado
que ndo é degenerado: |000) com Eyy = 3hw/2. Todos os outros autoestados tem algum grau de degenerescéncia.
Por exemplo, os estados [100), [010) e |001) sdo degenerados e tém E(;, = 5hw/2, onde o indice (1) representa
ny +ny + n,. Apesar desses autoestados serem degenerados, eles continuam sendo ortogonais. Como os produtos
escalares devem ser feitos com os estados da mesma direcdo, ou seja: (nxnynzln;n;n;) = (nxln;Xnyln;)(nzln;), temos
que (100|010) = (1]0){0|1)¢0]0) = O independente do fato de (0]0) = 1. Analogamente, para os outros estados
degenerados temos: (100/001) = (010|001) = 0.

Se o sistema se encontrar inicialmente numa combina¢do de estados degenerados, por exemplo: |¢(r = 0)) =
%(HOO) +2|010) — |001)), esse € um estado estaciondrio com |¥(t)) = effgz (1100) + 2|010) — |001)), e numa medida
de energia obteremos sempre E = Shw/2.
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13. Exercicio 13) da lista 3

13) (Q4 EUF 2019) A fungdo de onda que descreve a dindmica quantica unidimensional de uma particula de massa
m como funcdo do tempo na presenga de um potencial confinante é

‘I"(x, t) — C(x2 _ i)ea[(mxz/ﬁ)JrSit],
4am

onde C e a sdo constantes reais positivas com dimensdes apropriadas.

a) Através de analise dimensional, determine a dimensio da constante C.

Resp: Como f dx |lp(x)|2=1 = zpz tem a dimensdo de (comprimento)~! e, portanto, ¢ tem a dimensio de
(comprimento)~'/2. Assim, Cx? tem dimensdo de (comprimento)~'/? e como x tem dimensdo de comprimento = C
tem dimensdo de (comprimento)™/2.

b) A particula estd num autoestado de energia? Se sim, qual € o autovalor de energia correspondente? Justifique suas
respostas.

Resp: Os estados estaciondrios, autoestados de energia, sdo da forma W(x,t) = t,b(x)e‘iE’/ h Assim, como a funcdo
dada tem exatamente essa forma a particula esta num autoestado de energia. A energia é E = 5ah ja que —iEt/h =
—i5at. Outra forma de ver isso € usando a equagdo de Schrodinger dependente do tempo que da ih"a—\f =E¥Y=> E=
Sah.

c¢) Determine os desvios padrao da posicdo x e do momento linear p da particula, sabendo que os valores esperados

- 7/2 2 7/2 . . .
de x? e p? para esse estado sdo (x?) = C? ﬁ% (%) e (p?) =40 %% (%) . Os desvios padrio sdo consistentes
com o primcipio da incerteza? Justifique sua resposta.

Resp:
(x) = f Y*(x, 1) x P(x,1),

e como Y(x, ) é uma funcdo par em x = (x) =. O mesmo pode ser dito de (p) uma vez que p¥(x,1) = —ih%—f é uma
funcao impar e, portanto (p) = 0. Assim,

1/4 7/4 1/4 7/4
co= @ =c(D) V(L) o= Jur—wr=va[ 2] E(E)T S
2 32 \am P4 C\h
5.40 5 h
7Ty =\ =305

Portanto os desvios padrao sdo consistentes com o primcipio da incerteza.
d) Determine a func¢do energia potencial da particula.
Resp:
" ¥
HY = ——— + V¥ =Ey.
2m x> v

Com a funcdo dada acima temos:

¥ _ C(Zx _ Zamx3 " f) omalme/hy+sir] _ C(5_X _ 2amx3)e—a[(mx2/h)+5it]
2 2 h ’

2 h

‘?;_‘i’ _ C(; 66’;”” 2 52’” 24 46’;’"2 x4) ealma® [my+sir] _ C(é Llam 24 4“;”2 x4) ealmehy+sir].
X

Usando isso na equacdo de Schrédinger com E = Sah temos

R

2 2.2
_ h_ C 5 llam , + 4a”m o e—a[(mxz/h)JrSit] +V(x)C X2 h e—a[(mxz/h)JrSit] — 5ahC |22 - i e—a[(mxz/h)JrSit]-
2m dam dam
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Como a exponencial e a constante C sdo comuns a todos os termos =

5h2  1lah 5h? h
-—+ ax2—2a2mx4—5ahx2+—+V(x) xe—|=z0>
4m 2 4m dam

h h h
V(x) ¥-—]= —a—x2 +2a°mx* = 2a*mx’ (X2 - —|,
dam 2 4am

ou seja,
V(ix) = 2a°mx>.

Esse € o potencial de um oscilador harmdnico de frequéncia w = 2a. De fato, veja que para esse w, E, =
hw (2 + %) = Sah, como obtido. Além disso, do exercicio 12) da lista 3 voce deve ter obtido de:

W= (1) o ([ 5t
Ya(x) = o 2"n!n hxe

com H,(x) = 4x*> — 2, que

e usando w = 2a =

hr h dam am

1/4
Ya(x) = (Zam) g (x2 - i)e_aﬁ”)‘2 = C(x2 — i)e_afz””2 = Yo(x, 1) = C()c2 - 4i)e_“[(’""'/h)+5i’].

am

h
facil ver que de fato C = (

Como % tem dimensdo de (comprimento)~2 (ja que o expoente na funcdo exponencial tem que ser adimensional) fica

1/4 . - . _ ,
2;—7’?) V842 tem dimenso de (comprimento)™/2, como afirmado no item a).
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14. Aula 11: Mecanica quantica em trés dimensées

14.1. O pogo quadrado infinito em trés dimensées

Considere uma particula que massa m que pode se mover liviemente dentro de uma caixa cubica de lados a. Esse
€ o problema de uma particula sujeita a um potencial tipo poco quadrado infinito em trés dimensdes:

0 paraO<x<a, 0<y<a, 0<z<a
00 nos outros pontos

Vix,y,z2) = {

Desse potencial deduzimos que ¥(x, y, z) tem que ser zero fora da caixa, ou seja: ¥(x,y,z) =0parax <0, x >a, y <
0, y>a, z <0, z> a. Issonos leva as condi¢cdes de contorno que devem ser impostas sobre a fungdo de onda
U(x,y,2) 0 ¥(0,y,2) = ¥(x,0,2) = ¥(x,y,0) =0ev(a,y,z) = ¥(x,a,z) = ¥(x,y,a) =0, ja que a fungdo de onda deve
ser uma fung¢do continua. Assim, para os pontos dentro da caixa a equagdo de Schrodinger fica

2 2 2 2
_ (d_‘/’+d_¢+d_%”

- = Ey,
2m\dx?  dy? dzz) v

onde E > V,,;;, = 0. Usando o método da separacdo de varidveis podemos escrever y(x,y, z) = X(x)Y(y)Z(z). Usando

isso na equacdo acima e multiplicando essa equagdo por —% =
2 2 2
LX) (LX) (1dZ) _ 2mE _ o o 2mE
X dx? Y dy? Z dz? h? h?

Como no caso do oscilador harmonico em trés dimensdes, temos que cada um dos blocos entre paréntesis na
equagdo deve ser constante. Assim, chegamos a trés equagdes independentes

1d?x  , 1dYy , 1dZ

SO 2O 242 97
Xd2 Y Yad? Y ZdZ : ©7)

com k*> = k% + k§ + k2. Das condigdes de contorno acima obtemos diretamente as condigdes de contorno para as
funcodes X, Y, Z:

X(0)=0, Y(0)=0, Z(0)=0 (98)
X(a) =0, Y(a) =0, Z(a) = 0. (99)

Como o problema é totalmente simétrico nas trés dire¢des, podemos resolver apenas uma dire¢ao, que € o pogo
quadrado infinito unidimensional, e a resposta final serd o produto das trés funcdes de onda, uma em cada dire¢@o.
Assim, chamando genericamente a equagdo na dire¢do x; para a fungdo /;(x;) (Y (x) = X(x), Yy, (y) = Y(¥), ¥.(2) =
Z(z)) temos para 0 < x; < a

d*yi

= —klz Ui = 1//,-(x,») = A;cos k;x; + B; sink;x;.
dxl.2

Usando as condi¢des de contorno em (105) = A; = 0. As condi¢des de contorno em (106) fornecem:
sinkia=0= ka=nn=k == n=12,..
a

Veja que n; = 0 fornerce ¥;(x) = 0, que é a solucdo trivial, e por isso a solu¢do com n; = 0 ndo é considerada.
Normalizando ;(x) temos

a a
2 2 )
[ an i =15 [ ax sint Gunija) = 1.
0 0
Para resolver essa integral usamos a relacdo

. . . cos 2k;x; + 1
cos 2k;x; = sin” kix; — cos® kix; = 2 sin® kix; — 1 = sin® kx; = +,
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assim

a

2

asin (2n;zx;/a) +a) _ |Bi|zg =B =%

2n;m

0 a

1 1

f dx; Wil = 1B 5 f dx; (cos (2nmxi/a) + 1) = B 5

0 2 Jo 2
Assim, temos finalmente as autofuncdes dadas por

mary . ngaz
22 gin =

3/2
. NTTX
nnn. (X, ,2) = ((—1) sin — sin , ni=1,2,..

Lembrando que k* = k% + k2 + k2 = 2mE/h?, os autovalores sio

e 5 5
En,\nynz = W(}% + ny + I’lz), n=12,..

Podemos aqui também usar a notagdo de Dirac e representar as autofungdes por |n,nyn;).

Como no caso do oscilador harménico tridimensional, apenas o estado fundamental € ndo degenerado com energia

2.2
O onde (4) representa n, +n, +n, = 4. Os autoestados

2.2 . . . .
Eiq = 32O primeiro estado excitado tem energia Eu =37,

2ma? *
degenerados sdo |211), [121) e [112), que sdo ortogonais.
Note que um sistema bidimensional em coordenadas cartezianas pode ser deduzido a partir do tridimensional

apenas pela eliminac¢ao de uma das coordenadas, tanto no caso do pogo infinito quanto no do oscilador harmdnico.

14.2. Coordenadas esféricas

Em muitos problemas fisicos temos um campo central que implica em V(7) = V(r), ou seja, o potencial depende
apenas do mddulo do vetor posicdo 7. Nesses casos é muito mais conveniente trabalhar em coordenadas esféricas. O
laplaciano em coordenadas esféricas é dado por

I I Y WA U Y P U B
= —— r —_— —_— R— —_—
r2or\ Or) r’sin6d6 00) 12 sin? @ 0>

A parte angular desse operador estd associada com o operador momento angular ao quadrado L?. Para mostrar isso
-
vamos comegar o estudo do operador momento angular L = 7 X f.

14.3. Momento angular
Em coordenadar cartezianas

> 7 ‘7 ];) > > -
L:?Xﬁ: X y Z =in+Lyj+sz,
Px Py Pz

com
L,=yp, - 2Py, Ly =zpx—xp;, L;= XPy = YDx-

As componentes de L satisfazem as seguintes relagdes de comutagio:
[Ly,Ly] =ihL,, [Ly,L;]=1ihL, [L; L] =ihL,. (100)

Prova:
[Lx, Lyl = [ypz = 2Py, 2Px = Xpz] = [Pz, 2Pl = [ypz xp:] = [2py, 2] + [2py, xp2].
Usando as relagdes de comutacdo candnicas: [x;, x;] = [pi,pjl = 0, [x;,p;l = ihé;;, i = 1,2,3, vemos que
s6 os comutadores [yp;,zp«] € [zpy, xp.] terdo componentes ndo nulas = [Ly,L,] = [yp,,zp.l + [zpy, xp,]. Us-
ando [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, [A,BC] = B[A,C] + [A, B]C e as relagdes de comutacdo candnicas temos que
ypz,zp«] = ylpz, zlpx = —ihyp, ja que as outras componentes sdo nulas. Analogamente [zpy, xp;] = x|z, p.lpy =
ihxpy. Assim
[Ly, Ly] = il(xpy — ypy) = ihL,,
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analogamente para os outros comutadores.
As relacdes de comutagdo das componentes do momento angular podem ser escritas esquematicamente como

[Li, L;] = ihe;j Lk,
onde &;j; € o tensor antissimétrico de Levi-Civita:

1 se i, j,k = 1,2,3 ou qualquer permutagdo simétrica desses indices
gijk =9 —1 sei,jk=1,3,2 ouqualquer permutacdo simétrica desses indices
0  nos outros casos

No caso de L2 = Li + L)z, + Lg temos que [L2, L] =[L?, L= [L?, L;] = 0, ou compactamente (L2, E] =0.
Prova: [L?,L,] = [L3, L] + [L},L,] + [L?, L], como [L},L,] = O temos que [L?, L] = Ly[L,, L] + [Ly, L{]L, +
L,[L,,L.]+[L;, L:]L,. Usando as relacdes de comutacdo em (100) = [L2,L,] = in(-L,L, - L,L,+L,L,+L,L;)=0.
Analogamente para as demais componentes de L.

As relagdes de comutacio:
[Li, L;] = ihe;j Ly, (101)

[L2,L]=0 (102)

sdo chamadas de Algebra do Momento Angular. Quaisquer outros operadores que obede¢am a essa dlgebra possuem
propriedades semelhantes as que mostraremos a seguir.

14.3.1. Autofungdes do momento angular: método algébrico
Analogamente ao que foi feito no caso do oscilador harmoénico, vamos definir os operadores escada

L. =L, +ilL,.

Claramente [L2, L.] = 0. No caso de L, temos
(L, L:]l=I[L;, L) +ilL;,L)] =ihL, +hL,) = £h(Ly £ iL,) = £hL,,

ou seja

[L,,L.] = +hL,. (103)

Pela definicdo de L. temos

CLo+L . Li-L o, (L +L) (L —L)y
e L=y == 4

2
+ L.

Vejaque (Ly + L)> =(Ly + L)Ly + L) = L2 + L,L_+L_L, + L?, ou seja

_Ll+LL o,

2
L > 2,
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15. Exercicio 4) da lista 4

4) (Q3 EUF 2019) Considere o problema quantico de uma particula de massa m que se movimenta no plano xy dentro
de uma caixa bidimensional retangular, de forma que suas coordenadas x e y estdo limitadas aos intervalos 0 < x < a
e 0 <y < b (o potencial € nulo dentro da caixa e infinito fora).

a) Escreva a equagdo de Schrodinger independente do tempo para a funcdo de onda da particula.

Resp:

PPy R P¥(xY)
2m  Ox? 2m  0y?

0 para0<x<a, 0<y<b
©o0  nos outros pontos

+ V(x,y)¥(x,y) = E¥(x,y), onde V(x,y)= {

b) Encontre as autofungdes e autovalores de energia. Para isso, escreva a solugao na forma ‘P, (x, y) = ¥, (x) ¢n, (),
sendo n, e n, nimeros quénticos pertencentes aos nimeros naturais ndo nulos N* (n,n, = 1,2,3...). Normalize as
autofungoes ¥, ,, (x,y).

Resp: Usando ¥(x, y) = y(x)¢(y) na equagio acima temos para0 < x <a, 0 <y <b

R d(x) R dPe(y)
—%‘P(}’) 2 —%lﬁ(x) a2

= Ey(x0)@(y). (104)

Como V(x,y) = oo nos outros pontos = ¥(x,y) = 0 fora dessa regido, ou seja, isso nos fornece as condicdes de
contorno:

Y(0)=0, ¢0)=0 (105)
(@) =0, @) =0. (106)
Multiplicando a eq. (104) por % e chamando k> = 2’,;’—2’5 > 0 ja que como V,,;,,(x,y) = 0 as solugdes possiveis
terdo necessariamente E > 0, temos
Ly, 1 d()
Y(x) dx? () dy*

Como o lado esquerdo dessa equacdo € uma fung@o apenas de x e o lado direito é uma funcdo apenas de y, e como
x e y sdo varidveis independentes, essa equacgdo s6 tem solucdo se os dois lados forem iguais a uma constante que
chamaremos de C. Assim ficamos com duas equacdes:

dy(x)

dxz - Cl//(x), (107)
d2

S0 @+ Cop0), (108)

y

As solugoes de (107) sdo do tipo (Ae VCx 4 Be~ ‘/Ex) se C > 0,ou (Asin V=Cx + Bcos V-Cx)se C <0OcomAeB
constantes arbitrarias. Como pelas condi¢des de contorno na eq. (105) queremos que y(x) seja nula em dois pontos
= 56 as solugdes harmdnicas servem. Assim, escolhendo C = k> e k> + C = k* —k? = k)z,, obtemos

Y(x) = Asink,x + Beosk,x, ¢(y) = Dsink,y + F cos kyy.

Imponto as condigdesde contorno em (105) = B = F = 0, ou seja, y(x) = Asink,x, ¢(y) = Dsink,y. Vamos agora
usar as condi¢des de contorno em (106) =

W(a@) = Asinkea = 0 = kya = nr = k, = 22

, ny=1,2,.., eportanto ¥, (x) = Asin(n,nx/a), 0<x<a,
analogamente

n,m
@(b) = Dsinkypb =0 = kyb = nyr = ky = %, n,=1,2,..., eportanto ¢, (y) = Dsin(nymy/b), 0 <y <b.
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Assim ¥, ,, (x,y) = ADsin % sin % Impondo a condi¢@o de normalizagdo

b vl b NIt
f dx f Ay, ()P = 1 = |APIDP f dxsin® 2 f dysin? 2.
0 0 o 0 a 0 b

Como fol dxsin®nax=1/2= A = \/g , D= \/% e portanto a fung@o de onda normalizada é dada por

2

Ny TX

. . nymy
—= sin sin=2= para0<x<aq, 0<y<b
W, (xy) = Yoo ST PERESYSG TSy

y 0 nos outros pontos

Como ), )
2.2 2.2 (2

R=E e BT P

7 y 2 b2 By T om Va2 b2

¢) Suponha que agora no instante ¢ = 0 a particula encontra-se no estado dado por ®(x,y) = C¥y(x,y) + D¥2(x, ),
onde C e D sdo constantes reais. Que resultados poderiam ser obtidos em uma medida da energia da particula nesse
instante e quais as suas probabilidades?

. ; ; — Be (11 : (ol
Resp: Numa medida de energia nesse estado podemos encontrar Ey; = &7 (al + bZ) com probablidade Y
_ 2 (L i) ; D2
Eyp =%5- 22 + 37) com probablidade CEDF -

d) O estado descrito pela funcdo de onda do item c¢) é um estado estaciondrio? Em caso negativo encontre a funcdo de
onda ®(x, y, ) para um instante ¢ > 0 qualquer.
Resp: Como cada componenete da fun¢do de onda em ®(x, y) tem um valor diferente de energia, esse ndo € um estado
estaciondrio.

O(x,y,1) = Ce BNy (x,y) + De B (x, y),

com Ey; e E, dados na resposta do item c).
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16. Aula 12: Momento angular: método algébrico

Como [L?,L;] = 0 = L? é compativel com todas as componentes de Le pode ter autofun¢des comuns com elas.
Entretanto [L;, L;] # 0 para i # j e, portanto, podemos achar autofungdes simultdneas de L? com apenas uma das
componentes de L. Vamos escolher a componente L.. E por escolhermos L, como a componente de L que vamos
achar autofun¢des simultaneas com as de L? que definimos os operadores L, em termos de L, e Ly:

L,+L_ L,—-L_
Li=L,+il, =L, =— , Lo =—/——"—. (109)
2 2i
Se a diregdo escolhida para as autofun¢des comuns fosse outra, os operadores L, também seriam outros. Usando L,
e Ly em (109)
L.L_+L_L

= % + L2 (110)
Nessa relacdo temos que tomar cuidado com a ordem com que L, e L_ aparecem, porque esses operadores nao
comutam. De fato

L2

[Ly, L-] = [Lyx +iLy, Ly — iLy] = —i[Ly, Ly] + i[Ly, L],
onde ja descartamos os comutadores que sdo nulos: [L;, L;] = 0. Usando o resultado em (100) temos que
[Li,L_]=2AL, = (111)
L,L_=LL,+2hL, L_L.=L,L_ -2hL,,
usando isso em (110) =
*=L,L.—hL,+L?= L,L_=L*-L*+hL, (112)
=L L,+hL,+L} = L L, =L*-L2-hL,. (113)
Sejam |Au) as autofungdes simultineas de L? e L. tais que:
LAap) = Aldp),
Lo\ = plAp). (114)
Veja que, usando [L?, L.] = 0 e (114) temos que
LX(LalAp)) = Lol Ap) = A(LalAg2)).

Essa equacgio nos diz que (L.|Au)) é autoestado de L> com o mesmo autovalor A, ou seja, a a¢do de L, sobre |Au) ndo
altera o valor de A, autovalor de 12 =
L.|u) = Clay'). (115)

Por outro lado, usando (114) e (103)
L(Le|4)) = (Lo Ly £ hL.)|Au) = (u £ h)(L.|4)),

ou seja, (L.|Au)) é autoestado de L, com autovalor (u + h) = a acdo de L. sobre |du) altera o autovalor de L, em
+h =
Li|Au) = ClA (u £ h)). (116)

Esses operadores sdo chamados de: L, — levantamento, e L — abaixamento, como indicado na Fig. 5.
Usando (112) podemos escrever

LiL|ap) = (L = L + BL)\A) = (A= % + hgldp),
e fazendo o sanduiche dessa equagdo com {(Au| =

(UL, LAy = (A= 1 + ~p){ Al Ay = A = pu(u — D),
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Figure 5: Ac¢do dos operadores escada sobre as autofungdes de L2 e L: f, que na notacio de Dirac sdo: [Au).

onde estamos supondo os autoestado de [?e L, (|4w)) normalizados. Como L: =L_=
A= pu(u = h) = Qu|L, LAy = (LT ()| Lo () = (L_(Aw)|L_(A)) > 0,

ja que a norma de qualquer estado € sempre positiva. Como 4 > 0 (lembre que A é autovalor do operador momento
angular ao quadrado, L?) essa equacdo nos diz que existe um g,,;, < O tal que

Homin(fomin — 1) = A. (117)
Analogamente, usando (113) temos que
LoLydpy = (L = L2 = BL)| ) = (A = i = hyo)|Ags),
e fazendo o sanduiche dessa equag¢do com {(Au| =
(UIL-Ly|Ap) = (A = % = hpe) Al Ay = A = (e + ).
Como L = L, =
A= p(u+ h) = (A|L-L| ) = (L (AL (A)) = 0.
Agora essa equagdo nos diz que existe um g,,,, > 0 tal que
Mmax(Hmax + B) = A. (118)
Igualando (117) com (118) temos que
HominWmin = 1) = fimax(max + 1) = fonin = —Hmaxs

ou seja, os autovalores de L, variam de —p,qy até p,,, de b em A. Assim, comegando de |4 tin) = |A(—thnax)) =

L+M ,umin> = Cll/l(_ﬂmax + FL»,
L.2¢.|/1 ,umin> = C2|/l(_/1max + 2h)>’

L{H/l #min) = Cnl/l(_ﬂmax +nh)) = Cyld ,umax>s (119)
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supondo que para um dado valor de n vamos atingir f,,x, OU S€ja, Umin + MR = tyax = —max + IR = gy =

nh

max = N — Ih,
a 2

onde / é um niimero inteiro ou semi-inteiro ja que n € inteiro. Como A = pyux(tmax + B) = (A(IA + h) =
A =R+ ).

Chamando y = mh onde —I < m < [ e renomeando [A u) = |l m) =

Ll my = KL+ 1|l m), (120)
L\l m) = mh|l m), (121)
L.lm) = collm+ 1), (122)

com!/=0, %, 1, %,...e—lﬁmﬁlvariandodelem 1.

Os coeficientes c. podem ser deteminados usando as relacdes nas Eqgs. (112) e (113), como sugerido no exercicio
5) da lista 4. Vamos, como exemplo, determinar c_. Para isso usamos as Egs. (112), (120) e (121) e supomos que 0s
autoestados estejam normalizados. Assim:

(ImlLy L)l my = (I m|(L* = L2 + ALl m) = (R*I(1 + 1) = m*h* + mh*){I mll my = R*(I(1 + 1) — m(m — 1)).
Como L} = L; e usando (122) =
AmlLyL_|lm) = (L_Am)|L_(Im)) = lc_*Im—-1|lm—1) = |c_|.

Comparando esses resultados temos que

le_|> = B2+ 1) —=m(m — 1)) = c_ = h/l(l + 1) — m(m — 1).

Analogamente, mas comegando com (I m|L_L.|l m) obtemos ¢, = AVI({ + 1) — m(m + 1). Assim

L.|lm) = h\/l(l+ D-—mm=x1)|lm=1). (123)

Dessa equacdo é imediato obter que =/ < m < ljaque Ly|Il) = AVIl+ D) =1+ 1) |I({+1) =0e L_|l -1) =
AVII+ D +I(-I-1D)|I(-l-1))=0.

Com os coeficientes na Eq. (123) determinados podemos calcular L, |l m). Para isso usamos L, = (L + L_)/2 e
assim

Ly|l my = %(L+|lm)+L_|lm)) = ;(\/l(l+ D—mm+ 1) [Ilm+1)y+ I+ 1)—m@m—1) |l m— 1)),

0 que mostra que de fato |/ m) nio € autoestado de L, nem, analogamente, de L,, para o qual obtemos

Lyl m)y = zli(mz my — L_|l my) = -%i (VIC+ D) =mGn+ 1) [lm + 1) = Id+ 1) = m(m = 1) [l m - 1)).

Desses resultados é imediato obter que nos autoestados |l m) = (L) = (L,) = 0, uma vez que (I m’|l m) = Sy Opm,
ou seja, os autoestados de operadores hermitianos sdo ortogonais.
Como exemplo de aplicacio vamos fazer o exercicuo 9) da lista 4:

9) Duas particulas de massa m estdo ligadas as extremidades de uma barra rigida, sem massa, de comprimento a. O
sistema € livre para girar em trés dimensdes em torno do centro, mas o ponto central ¢ fixo.
a) Mostre que a hamiltoniana do sistema é dada por

L2
ma?’
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Dica: expresse a energia cinética cldssica em termos do momento angular total.
Resp.: Como ndo temos potencial e como temos duas particulas de massa m que se movimentam com velocidade

2 . P4 .
v H=2 (”%) = mv*. O momento angular do sistema é |L| = 2mv§ = amv = L* = a®>m**, ou seja,
L2
H=—.
ma?

b) Quais s@o as auto-funcdes e as auto-energias desse sitema?
Resp.: As auto-funcdes desse sitema sio as mesmas de L2, ou seja |l m) e temos

R+ 1
%ﬂ m) = Ej|l m).

1
H|lm) = wmzm =

. . . ~ 2
ou seja, as auto-energias do sitema sao dadas por E; = h’if(l;n

¢) Qual € a degenerescéncia do /-ésimo nivel de energia?
Resp.: Como —/ < m < [temos 2/ + 1 estados degenerados para um dado /.

16.1. Autofungées do momento angular

Para determinarmos as autofuncdes, |/ m), na notacio de Schrodinger precisamos das expressdes, em coordenadas
z . = . -
esféricas, dos operadores L2, L. e L.. Para isso vamos escrever o operador L = 7 X = —ih#* x V em coordenadas
esféricas. Como em coordenadas esféricas

v 39 +91 9 +¢ I 9 =
= y— —_ —_—

or r a6 "Orsina&p

. Pord rsinf@ .
> ih ihr (~ 0 0
L=- r 0 0 =—[r— - @ rsind—|,
r2sinf| o o a rzsine( rc’)(p $ M5
ar 06 dp

ou seja
- 6 o 0
L=ih|——-0=]|.
' (sinH Op 9069)
Dessa equacdo fica claro que: 1) L depende apenas das coordenadas angulares e 2) a dimensdo do momento angular

é a mesma de 7 que é energiaxtempo. Isso j4 tinha sido envidenciado pelos autovalores de L, (mh) e L? (h2I(I + 1)).
Podemos escrever os versores § e ¢ em termos dos versores constantes das coordenadas cartezianas A f, K=
6 = cosfcosg i+ cosfsing f— sin k
G = —singi+cosg j, (124)

€ com isso temos
> 0 0\- 0 d\-» 0 -
L=ih [(cotHcoscp@ + Sin‘pa_g)i+ (cotHsincpE - cosgoa—g)j— — k} ,

N . . = ’ .
0 que nos permite identificar as componentes de L em coordenadas esféricas como:

L, = ih(cot@cos gai + sin<p2),
op 00
L, = ih(coté’sing&i - coscpﬁ),
op 00
L, = —ihi. (125)
dp
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Veja que L. depende apenas de ¢ o que vai facilitar muito na determinagio dessa parte das autofuncdes de L? e L..

Vamos chamar de Y}"(0, ¢) a notagdo de Schrodinger dos autoestados |/ m): Y;"(0, ) = |l m). Usando separagdo de
varidveis podemos escrever Y"(6, ¢) = P, (6)®,,(¢). Com o resultado na Eq. (121): L |l m) = mh|l m) e a expressdo
de L, em (125) temos que:

do,,
L.Y"(0,¢) = mhY]"(6,¢) = —ihP,md— = mhP,, ®,,,
®

ou seja
d®ﬂl
do
Impondo condic¢des de periodicidade, ou seja, que @,,(¢ + 27) = ®,,(¢) obtemos que m deve ser inteiro! Veja que da
andlise feita através dos operadores L. obtivemos que -/ <m <[, [ = 0, %, 1, %, .... Entretanto a consideracao da
representacao fisica do operador L, impde que m seja inteiro, e portanto, que / seja inteiro.

= im®,, = ©,, = Ae™. (126)

61



17. Aula 13: Autofuncoes do momento angular

Usando coordenadas esféricas obtivemos as expressdes na Eq.(125):

L i | cotd cos 9 + sin 9
x =1 - v B
Yoo TS50

) .0 0
L, =ih cot@sm(p% —coscp% ,
0

L, = —ih—,

e dessas equagdes podemos determinar a expressdo analitica dos operadores levantamento e abaixamento: L. =
L;+iL,:

0 0
L. =ih|cotf(cosp + isinp)— + (sing Ficosp)—|.
oy 00
Como (cos ¢ + ising) = e =
L. = ihe*® cotei T iﬁ = +he*™® 9 + icotevi . (127)
dp 06 00 0

Com essa expressdo, usando |l m) = Y*(6, ¢) = P (8)e™#, onde usamos o resultado obtido na Eq. (126), e lembrando
que L.|l ) = 0 temos que:

W[ 0 ] : A dP
L.\l 1y = he' (— + icot@—)Pll(H)e’l“’ =0 = he'l*1 (d—g” - kot@P,,) =0,

00 oy
ou seja
dap dp 0de  dsinf
—”Zl t@Pll=>—”=lCOS. =1 .Sln~
Py sin @ sin @
Integrando dos dois lados temos
In Py = In(sin’ 6) + cte = Py(6) = Asin' 6. (128)

Juntando com o resultado em (126) obtemos
Y}(6,¢) = Asin’ 0 ™ = Ay(sin 6 ). (129)

A constante de normalizacdo A; é obtida impondo-se que as autofungdes estejam normalizadas:

f QY (6, ) = 1. (130)

Com os resultados nas Egs. (129) e (130) podemos determinar todas as solu¢des com m = [. Na verdade pode-
mos fazer muito mais que isso, porque podemos usar as expressodes em (127) para determinar as outras solugdes no
multipleto. Como exemplo vamos fazer o exercicio 2) das lista 5, que pede para determinar: a) |0 0) = Yg 6, d).
Resp. Usando o resultado em (129) = Yg(@, ¢) = Ao, e usando (130) =

1
Van

1
e, portanto Yg(@, P) = ——.

a0 = it [ a0 = aniadf =15 0 =
J o i

b) |l +1) =Y;'(6,¢)
Resp. de (129) = Y| (6, ¢) = A sinfe', e usando (130) =

27 g 1
4 3
fdQ|Yll(0,¢)|2 :|A1|2f d¢f df)sin@sin20:|A1|227rf dx(l—xz):|A1|227r§ =1=A1=-g
0 0 -1 T
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onde, por convengdo, € escolhido o sinal negativo para A;. Com isso

Y11(9,¢):—w/% sinf €.
b) I10) = Y0, ¢)

Resp. Sabemos que L_|1 1) = A1+ D -1(1-1)10) = h\/zll 0) e, portanto, |1 0) = h+5L_|1 1). Usando a
expressao fornecida para L_ em (127) e o resultado acima temos:

1 _. (0 0 3 , 3
Y?(H, @) = —ﬁe_"’" (6_9 —ic tQ%)(— "Q sin 8 e"‘] =4/ Ton (cos @ + cos ) =
[3
Y?(H, D Ecos@.

Desse resultado e usando L_|1 0) = V2|1 — 1) obtem-se
1 3 ) —ip
Y '(6,9) = y/—=sinfe .
8
17.1. O operador L*

A expressdo para L* pode ser obtida através de L* = L} + L; + L?, com as expressdes de L; dadas em (125), ou
diretamente de L, em (127), usando a Eq. (112): L2 = L, L_ - hL, + Lf. Vamos usar esta dltima, que é o exercicio 1)
das lista 5. Assim usando (127) temos que

iwl O 0\ _i,[0 . 0
L.l = —h%* (66’ + zcot@a(p) ¢ (6_6? - zcoteﬁ)
> dcoth 0 0* 0 0 i 9
= —W*|— — i———— — icotd——— + cotf | — — icotd—— | + icotd +cot’l—|.
(692 o0 9o "V ogap T (09 fco a¢) o 500 T ° 3902)
Como
ocotd 1 - Ocotd O o0 0 ( 1 N cos? 9) 0 0 -
=- —i — —icot— = —i|-———+ —— | — =i—
a0 sin? @ 08 0Oy d¢ sin@  sin’0) dp ¢
L, =-} 62+ a+cot6?8+cot6’[j2
_ — +i— — —
" 96> Oy 96 dy?
que € a resposta do item a) do exercicio 5. Como L, = —ih% = Lg —FL2 i 3z © usando L? = L,L_ — hL, + L2 temos
que

0’ 0 0 0? 0’ 0 0’ 0 (92
L* = =1 | o= +io— +coth— + cot’O—— + —— —i—| = -h’ +cotd— + (cot?d + 1
(aez 80 T T Vo2 T a2 a¢) (392 cotfzg * (e )ag?

1 0 0 1 &
- 2 — 131
f (smeae( 086) sinzg&pz)’ (131)

que é a demonstragdo do item b).
Lembrando que o laplaciano em coordenadas esféricas é dado por

T Por 6r r2sin 6 90 6] r2sin 0 0p?’
usando a expressdo em (131) podemos escrever
10(,0 I?
V== —|rr=|- ==, 132
r2 (r Br) h2r2 (132)
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ou seja, conhecendo as autofungdes de L?> = temos meio caminho andado na determinagio das autofuncdes de H

. 2 ., ~ ~ .
para um potencial central: H = —f—mvz + V(r), ja que as autofun¢des poderdo ser separadas numa parte radial vezes a

solugio da parte angular, que sdo as autofuncdes de L*: y(7) = R(r)Y]"(6, ). Com isso

2or\" ar]” mr
Usando L*Y 116, 0) = R+ 1Y /"0, ¢) e dividindo toda essa expressao por Y}"(6, ¢) =
R(1d(,d (I+1)
ﬂ(m(’ d—r)‘ 7
Em geral chama-se de potencial efetivo, V,r, a combinagio:

R+ 1)
Ver(r) = V(r) + o

R{1d 0 I?
Hy(7) = 5 (——( g ) )R(r)Y,’”(H, @) + V(nR()Y;"(6,9) = ER(NY]" (6, ¢).

)R(r) + V(r)R(r) = ER(r).

e com isso a equacdo de Shrodinger tridimensional para um potencial central fica reduzida a uma equagdo unidimen-
sional para a parte radial da fun¢@o de onda dada por:

L (it

il (s ) + Vs (NR(r) = ER(r),

com ¥(r,0,¢) = R(r) Y]"(0, ) onde Y]"(0,¢) sdo as autofungdes do momento angular ao quadrado: I? Y6, ¢) =
R+ DY, ).
Vamos fazer o exercicio 3 da lista 5 como exemplo de aplicagio das autofuncdes de L
3) Considere uma particula representada pela func¢do de onda
W(x,y,7) = A(x +y + 2z)e™ ",

onde A e a sdo constantes.

a) Qual o momento angular total da particula?

Resp.: Para podermos responder a essa pergunta temos que escrever ¥(x, y, z) em coordenadas esféricas, e expandi-la
em termos das autofuncdes de L. Assim temos:

Y=Ax+y+22e " = Ae” " r(sinfcos ¢ + sinGsin ¢ + 2 cos H).

Veja que das autofuncdes da L? calculadas acima podemos escrever

4 2
cosf = w/?’TY?(H,@), sin A(cos ¢ + sin ) = w/?’T((H DY 0.9 + (i~ DY](0.9)),

ou seja

2
= Ae“”m/?ﬂ (G+ DY 0. 0) + (- DY (0. 9) + 2V2Y] (0. ).
Como L? Y'"(0,) = B2+ 1)Y7"(6, ¢), € como todas componentes de Y;"(6, ¢) na expansdo de ¢ tm [ = 1 =
Ly =R 1(1 + L)y,

ou seja, 0 momento angular total da particula é / = 1.

b) Numa medida de L,, quais valores podemos obter e quais probabilidades?

Resp.: Como na na expansao de i temos componentes comm = 0, 1 e m = —1 = numa medida de L, podemos obter
os valores h, —he0,jdque L Y]"(0,9) = mhY"(6,¢). As probabilidades sdo dadas pelos médulos ao quadrado dos
coeficientes da expansio, tomando cuidado para que a soma de todos seja 1, ou seja,

i+ 17 2 i— 17 2 2V2P2 8 2 2 8 12
P_1:|l+ l = —, P1=|l | = —, P0=| V2 =—, comP+P1+Py=—=+=+==—=1=C=12.
C C C C C C c ¢ ¢ ¢C
Assim:
P —P—1 P—2
-1 = 1_65 0_3'
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18. Aula 14: Autofuncdes de L2: método analitico

Para determinar os autovalores e as autofungdes de L2, i partir da expressdo de L? em coordenadas esféricas,
usamos a equagdo de autovetores e autovalores:

L*Y(6,¢) = h*AY(8,¢), com Y(6,¢) = P(f)e™,

onde estamos usando a solugio obtida na Eq. (126) para as autofungdes simultineas com L, : L,Y(0,¢) = mhY (6, @),
e deixamos explicito no autovalor, K22, a dimensdo de L2. Usando a expressao de [* em (131) temos:

L2Y(6, ) = —h? 1o sin eﬁ + R P(0)e™ = K2 AP(0)e™
’ sin 6 06 89)  sin? 9 0p? ’

0 que permite escrever uma equacgao diferencial apenas para a varidvel 6 :

1 d(. d m?
( (sm HE) - — )P(H) = —AP(6).

sin 6 do sin’ @
Chamando x = cos @ = dx = —sin 0 d0 temos:
d dP m?
— |1 -*)—|+[1-—=]|P=0, 133
dx[( x)dx ( l—xz) (133)

que € a equacdo associada de Legendre. Para o caso em que m = 0 essa equacdo é chamada de equacdo de Legendre,
e vamos comegar a resolver o problema por essa equacao.

18.1. Polinomios de Legendre
Partindo de (133) com m = 0 temos a equagao de Legendre:

d

- +AP=0= (1 -x>)P" =2xP' + AP = 0. (134)
X

N
o2

Vamos usar o método da série de poténcias para resolver essa equacdo. Para isso supomos que a funcio P(x) possa
ser escrita como:

(o]

P(x) = Z cnx’, (135)

n=0

onde ¢, sdo constantes a serem determinadas. Usando (135) em (134) temos

00

(1 —xz)chn(n— D2 —Zchnx" +/12cnx” =0= chn(n —1)x"? —ch(n(n— D+2n-Dx" =0.
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

Na primeira dessas somatérias os termos com n = 0 e n = 1 ndo contribuem e, portanto, n pode comecar de 2 nessa
L. . 4 . Lo 00 -2 _ 00 . . i
somatodria. Assim, fazendo a mudanga de indice: j=n-2= 3", c,n(n— 1)x"* = ijo cjr2(j+2)(j+ Dx/. Com
isso e chamando novamente j = n, ja que o indice € mudo, podemos agrupar todos os termos numa Unica somatdria:

00

Z [cha2n+2)(n+ 1) —c,(n(n+1)— D] X" = 0.

n=0

Como poténcias diferentes de x sdo fun¢des independentes, a tinica forma da relacdo acima ser verdadeira para qual-
quer valor de x é se todos os coeficientes forem nulos, ou seja

nn+1)—A4

n 1 = 0,1,2."
sy "

Chx(m+2)(n+ 1) —c,(nn+1)- D) =0=cpyp =
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Como no caso da equacdo de Herminte temos duas séries independentes: uma comecando com ag e s6 com poténcias
pares de x, e outra comecando com a; e s6 com poténcias impares. A equagdo acima é chamada de relagao de
recorréncia, e permite determinar todos os coeficientes dessas duas séries 4 partir de a( (série par) e de a; (série
impar). Para ver se essas séries sdo convergentes vamos fazer o teste da razdo:

+2 2

lim Cpp2 X7 nn+1)-A4
n+2)(m+1)

n—oo

2 2
x| = |x]°.

n—oo

Assim, a série é convergente apenas se [x] < 1. Como usamos x = cosf = |x| < 1, isso mostra que existe uma
indeterminacdo sobre a convergéncia da série para os pontos x = cosf = =1. Portanto, para termos uma solucao
convergente em todo dominio da varidvel: —1 < x < 1, temos que truncar a série!

Da relacdo de recorréncia:

nn+1)-2
o E 1)

vemos que é possivel truncar a série se A = [(/ + 1) para um dado valor de / inteiro, o que detemina os autovalores de
L? : k22 = K2l + 1), como obtido no método algébrico. Novamente é o truncamente da série, necessdria para que
a solugdo valha em todo dominio da varidvel, que quantiza o problema. Assim, para A = [(/ + 1), existe sempre uma
solu¢d@o polinomial vélida para —1 < x < 1. Para / par escolhemos a; = 0, e para / impar escolhemos ay = 0 0 que nos
fornecera apenas um polindmio de ordem / como solugdo. Para essa escolha de A a relacdo de recorréncia em (136)
fica

n=0,1,2.. (136)

Cn+2 =

_ onn+1)-Il1+1) a B
Cpyp = Cnm, n=0,1,2..(0-2).

Veja que nao precisamos incluir n = [ nessa relacdo porque paran = [ = ¢jp = 0, e a partir dai todos demais
coeficientes sdo nulos. Chamando k =n+2 =
k-2)k—1D-I+1) k(k—1)

L= k=23, .1
k= 1) T A k=D =11+ 1)’ 35,

Ck = Cr-2

e agora podemos determinar todos os coeficientes a partir de ¢;, o Gltimo coeficiente da série, ou seja,

.. -1 _. (-1 L __la-b
PRI ya-D -+ E=3l+2-p2—-1  TPT T202-1"

(-2)1-3) (-2)1-3) (-2)1-3) N ( 1)21(1—1)(1—2)(1—3)
Cl—4 = Cj— = Cl-p = —————— (|- Cl—q = (— C,
TR0 H0=3) -+ 1) —8l+12 ? 421-3) T 22220-3)20-1) "
oo, (=40=5 _A=H=5) L= DI=20=3-Hi-3)
OIS e) =5 -+ 1) —120+30 0T 232320-501-3)2I-1) "
0 que nos permite escrever
=D @=@j+ )
U U—2) @l 1)
Legendre escolheu ¢; = (21;!])” e com isso
=D @I=2j-DIQEI=DI (1Y @=2j- Dl
CUT N -2 @i-DN i T 20 d-2))!
Como .
. QI-2j)!  (@l-2)) (1)) (20-2))!
2 —2 —1 ” = = - _h: =
@1 =2/ =Dl = o = 2a= = N S am e =
os Polinémios de Legendre sao dados por
[1/2] ; .
LAY @-2)
Px) = — i, 137
0 2’;0 ja=2pia-prt (137
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Dessa equagéo temos que:

3 1
Py(x) =1, Pi(x)=x, Py(x)= —x -5

Veja que nesses trés casos temos P;(1) = 1, [ = 0,1,2. Na verdade essa é uma propriedade geral dos polindmios
de Legendre: P)(1) = 1, para qualquer /. Além disso, como esses polindmios sdo pares ou impares de acordo com
[ = Pi(—-1) = (=1)}, o que fornece Py,1(0) =0, [=0,1,2,..

Existe uma forma bastante simples de representar os polindmios de Legendre que é a Formula da Rodrigues:

1
2= (138)

1
Pi(x) = 21 dad

Pra provar isso usamos o teorema do bindmio para escrever

o -1'= Eklnﬁff( 5

Com isso temos que

Z( Y J),dxl 2D,

Como os termos que contribuem nessa derivada sdo apenas aqueles com j < [//2], uma vez que % “*k = 0 para
k < n, a somatdria pode ser restrita a esse intervalo: 0 < j < [[/2]. Como
d' 22 21-2j 2-2)!
=(Q1-2)Q1-2j- D@21 -2j-2)..(20 - 2j - 1+ Dx*27 = 42
a5 = e J=1( J=2).( J )x =2
[1/2)
! -2
Z( 1)f D =20 alppy,

J)' (1—21)'

0 que demonstra a expressao em (138).

18.2. Polinémios associados de Legendre
Vamos agora resolver a equagao associada de Legendre na Eq. (133):

2
M p=0=1-x)P" —2xP +|l1+1)-
—x2 1

d dP
Zla=-2H2=
dx[( x)dx

+Qa+n-1 Tﬂ)P=Q (139)

onde ja usamos A = /(I + 1). Existe um truque que nos permite resolver essa equacio sem usar o método da série de
poténcias. Ele consiste em usar

P(x) = (1 = x)"u(x). (140)
Com esse P temos:
P = _%2)6(1 — )"+ (1= )" = —mx(1 = 2™ w4+ (1= )™ (141)
€
P’ = —m(1 - x*)"*u + 2x2mmT_2(1 = Y22 = mx(1 = YN = mx(1 = )P+ (1= XY
ou seja

P’ = (m(m = 2)2% = m(1 = x) (1 = )" 2u = 2mx(1 = )"’ + (1= 2" (142)
Usando (140), (141) e (142) na Eq. (139) =
(m(m = 2)x* = m(1 = %)) (1 = "2~ u = 2mx(1 = 2" + (1= )"0+ 2ma (1= 522 = 2x(1 = Y20 +
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m2

+ (l(l -1- m)(l -y =0

(=m?(1 = ) + 0+ 1) = m)(1 = xD)) (1 = )" u = 20m + Dx(1 = 2)"2u’ + (1 = "> =0,

assim
(=222 [(1 = Py = 20m + D’ + (U1 + 1) = m(m + D) u| = 0.

Como queremos isso valido para qualquer x =

(1= =2x(m+ D' + {10+ 1) —m(m+ 1) u=0.
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19. Aula 15: Autofuncdes de L>

Partindo da equacdo associada de Legrendre:
)
(1-x)P" —2xP' +(ll+ 1) - — |P =0,
1—x2

e usando P(x) = (1 — x2)"?u(x) chegamos a:
(1= =2x(m+ D’ + ({10 + 1) —mm+1)u=0. (143)
A equacdo de Legendre obtida da equagao associada de Legendre com m = 0 para P = P; é:
(1 = x*)P] —2xP, + (I + 1)P; = 0. (144)

Vamos derivar essa equacdo m vezes, supondo 0 < m < [. Para isso notamos que

dm—lf dmf
+X—.
dxm—1 dx™

d _ / d2 =2f 7 d3 =31 111 a _
a(Xf(X))—erxf, ﬁ(xf(x»— o+ xf, ﬁ(Xf(X))— f7+xf :W(Xf(x»—m

Analogamente
d 2 A d2 2 / / A2 / A2
E[(l—x (O] = -2xf+A-x)f", E[(l—x O = =2f =2xf"=2xf"+(1=x")f" = =2f =dxf"+ (1 -=x") ",
3
%[(1 _x2)f(x)] — _Zf/ _4f/ _4xf// _ zxf// + (1 _x2)f/// — _6f/ _ 6xf// + (1 _ x2)f///’

4
dd_x4[(1 _x2)f(x)] — _6fn _6fu _6xfn/ _ 2xf/// + (] _x2)f/n/ — _lzf// _ S.Xf’" + (1 _x2)f////,

0 que nos permite escrever

am 5 dm—Zf dm—lf 5 dmf
W[(l — X )f(x)] = —m(m — 1)W — 2mxdxm_1 + (1 — X )ﬁ
Usando isso para derivar a Eq. (144) m vezes temos
de] dm+l Pl 5 dm+2Pl del dm+1 Pl del
-m(m—1) T 2mx T +(1—=x%) o 2m T 2x p +I(I+1) T 0=
m+2P m+1 P d"pP
N e i B I _
(1-x% T2 2x(m+ 1) T + [+ 1)=—m@m+ 1)] T 0.
Comparando esse resultado com a Eq. (143) temos que
d"p
u= Z, para0 <m <[
dxm
Assim, a soluc@o da equacdo associada de Legendre dada na Eq. (140) é:
da"p
P =(1 - xz)mﬂd—m’, 0O<m<l (145)

Lembrando que os polindmios de Legendre, P;(x), podem ser expressos através da Férmula de Rodrigues na Eq. (138)

temos finalmente
1 2\m/2 dl+m 2 /
—2111(1 — X)) —(x" = 1). (146)

P;”(x) = dxl+m
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Da Eq. (145) s6 podemos ter m > 0. Entretanto, na Eq. (139) sé aparece m? e, portanto, a solugio deveria ser vélida
também para —/ < m < 0. Além disso, da Eq. (146), vemos que a funcdo estd bem definida se —/ < m < [. Alguns
autores, como o Griffiths, usam P;™(x) = P/"(x) o que implica em usar |m| nas Egs. (145) e (146).

As autofuncdes de L? sdo dadas por

Y70, ¢) = Ci P (cos B)e™?,

onde C,, s@o as constantes de normalizacdo tais que
f dQIY; @, )l = 1.
As autofun¢des normalizadas de L? sdo chamadas de harmdnicos esféricos, e sio dadas por

QI+ DI - Im)!

Y0, ) =
160 = e\ !

" P'(cos 0), (147)
em que € = (—1)" param > 0 e € = 1 para € < 0. Na Eq. (147) P}(cos 0) sdo os polindmios associados de Legendre
dados por:

dmp; 1

|ml
T = 575 @@-Dl 1=0,1,2.. —I<m<]|,
X !

dl+
_ y2)\Iml/2
(1=

P(x) = (1 —x*H)"/2

onde P; s@o os polindmios de Legendre e usamos a férmula de Rodrigues para representd-los. Dessa equacdo é
imediato obter que P?(x) = Pj(x). Sabendo disso, temos que

Py(x)=Po(x) =1, e P)(x)=Pi(x) = x.

Usando a equacdo acima obtemos diretamente que

d
P (x) = V1 —xzd—x = Vi- 2,
X

1 [3 /3
Yg = _471-’ Y? = EP?(COS@) = E COSH,
vl == 1/—8ﬂPli'(cos 0) e = \/—Sn sinf %,

que sdo exatamente as fungdes que obtivemos pelo método algébrico.
Os harménicos esféricos sio as autofuncdes simultaneas de L e L, com autovalores:

e assim, usando (147) obtemos

L*Y]"(0,¢) = Rl + DY]"(0,9) — L*llm)y=R11+ Dlim), 1=0,1,2...
LY"(0,¢) = mhY["(0,¢) — LJlmy=mhllm), -l <m<]I,

onde estamos usando na coluna da direita a notacio de Dirac. Eles obedecem a equagdo de ortonormalidade:
[ a0 (v@.0) 1700 = o

que na notagao de Dirac é dada simplesmente por (I" m'|l m) = 8 Oy -
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19.1. A equacdo radial para potenciais centrais

Vimos que se V(P) = V(r) a equagéo de Schrodinger tridimensional em coordenadas esféricas:

R(1d(,d L?
Hy (P = -—( ( ? ) )W) + V() = Ey(P),

w\Zar\"ar) " W

pode ser reduzida a uma equago apenas para a variavel r se usarmos y(7) = R(r)Y}"(6, ¢) ja que, nesse caso, Ly(P) =
R(r)L2Ylm(6?, @) = R+ DR(r)Y]"(6, ¢) € portanto

1 d (rzdR(r)

7 ) + Ver(R(r) = ER(r),

onde Vr(r) = V(r) + % Introduzindo a fungdo u(r) = rR(r) que obedeca a condi¢do de contorno

u(0) =0, (148)
temos que
d ZdR(r) d 2 u u ’ ’” ’ ”
E(r ar :Er 7_ﬁ =u +ru —u =ru .
Assim, a equacdo radial fica
h? u” u
A Ve - = E_,
2m r Ty
e multiplicando essa equagdo por r =
n? d? B2+ 1
Ty = Eu, Vir) = Vi + D (149)

" 2m dr? 2mr?

A Unica diferenga dessa equagdo com a equagdo de Schrodinger unidimensional para a varidvel r € a presenca do
termo centrifugo, h'zl(nf;’zl), no potencial efetivo V,r, que claramente dificulta a solugio do problema. Entretanto, para
as ondas com / = 0, esse problema deixa de existir.

A condic¢do de normalizagio para ¥(7):

= f PripP = f " PR f 410, o,
0

pode ser também reduzida a normaliza¢do um uma dimensdo pra u(r), uma vez que os harmdnicos esféricos estdo
normalizados, e r*R(r) = u(r). Assim a condi¢io de normalizacio da funcio de onda fica simplesmente

f N driu(r)|* = 1.
0

Como exemplo vamos fazer o problema do poco esférico infinito, também conhecido como o 4tomo dos pobres:
Considere uma particula de massa m sujeita ao potencial

0 ser<a,
V(r)_{ o ser>a.

Assim, para os pontos 0 < r < a a equagdo que temos que resolver, para a funcio u(r) = R(r)/r é:

Eu= = 5

“2mdr? 2mr? “= dar? r

R dlu R+ d*u (1(1+1)_k2)u

onde definimos k% = 2%"—25 > 0jadque E > V,,;; = 0. Da condi¢@o de contorno sobre u(r) em (148) temos que u(0) = 0.

Além disso, como u(r) = 0 para r > a e como a funcdo de onda deve ser continua = u(a) = 0. Como comentado
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acima, esse problema ¢ de facil solug@o no caso em que / = 0, que determina o estado fundamental do problema. Para
esse estado temos que
d*u
dr?
com as condi¢des de contorno, u(0) = u(a) = 0, temos que B = 0 e ka = nt, n = 1,2,... Com isso, e usando a
normalizag@o para u(r) obtemos

2 . 22
o (r) = \ﬁsmﬂ, Ewo=""2, n=123.
a a 2ma

Veja que o estado fundamental de fato é aquele com n = 1, os outros ja sdo estados excitados mas com [ = 0. Assim,
como a funcdo de onda é dada por ¢, (7) = ””’T(r)Y 7'(0, ) temos que as fungdes de onda normalizadas para os casos
[ =m=0sido

= —k*u = u = Asin(kr) + Bcos(kr)

21 nnr 1 1 nnr n’n2h?
n = ——si _YO 0, = — si ) En = A5 5 > =1,2,..
Wnoo(P) \/; p sin P 06, 0) N sin p T n

E interessante notar que Y,u00(0) = n /% (Iembre que lim,_,o sin x/x = 1) e, portanto, a probabilidade de encontrar

a particula em r = 0 ndo € zero. Isso se deve ao fato de que apesar de u(0) ser zero, R(0) = lim,_ u(r)/r ndo é
necessariamente zero, € neste caso de fato ndo é.
No caso das solugdes com [ # 0, reescrevendo a equagio novamente em termos de
u du 2

d-u
R=2= L _Rewr, ZL 2R + R
r:'dr 4 dar? 4

temos que
I+ 1)
2

rR"’ + 2R - ( - k2) rR=0= r’R” +2rR' —I(l+ DR + (rk)*’R = 0,

I

que € a equagdo esférica de Bessel, cujas solucdes sdo as fungdes esféricas de Bessel (jj(kr)) e as funcdes esféricas de
Neumann (n;(kr)): Ri(r) = Ajj(kr) + Bn(kr). Essas fun¢des sdo definidas como:

I . .
i) = (—x)’(li) =L W= —(—x)’(li) cos ¥
xdx X xdx X

Exemplos dessas funcgdes sdo:

. sinx | cosx sinx COS X sinx Ccosx
Jo(x) = — Ji(x) = - a2 no(x) = — , m(x) = T

Fazendo uma expansio de Taylor em torno de x = 0 para essas fun¢des, obtem-se os seguintes limites:

o @n! 1
TRyt T Ty e P s

que mostra que j;(x) € finita na origem, enquanto que n;(x) diverge em x = 0.
Como queremos R(r) finita na origem = R;(r) = A ji(kr). A outra condi¢do de contorno: R(a) = 0, determina os
autovalores:

Ji

V2mE

Jitka) =0 = ka = a =B,

onde 3,; sdo os zeros da funcio esférica de Bessel de ordem /. Na Fig 6 nés mostramos algumas das fungdes esféricas
de Bessel. Como essas funcdes oscilam, elas possuem um niimero infinitos de zeros, como pode ser visto pela figura.
Com isso a solug¢do do pogo esférico infinito é dada por:
2 @2
h ﬂnl
=,

Ql’nl'n(?) =Au jl(ﬂnlr/a) Ylm(e, 0, Ey=—

=1,2,..
2m a "

onde a constante A,; é determinada impondo-se a condicao de normalizacdo. Alguns dos zeros das funcdes esféricas
de Bessel estdo dadas na Tabela 1.
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n 1 2 3
Bu B Bai
Bro n 2r 3r
Bu | 4493 | 7.725 10.904
Bz | 5.764 | 9.095 12.323
Buz | 6.988 | 10.417 | 13.698

W= O~

Table 1: Os trés primeiros zeros das fungdes esféricas de Bessel de ordem [, 8, paral =0, 1, 2 e 3.

Figure 6: Grafico das quatro primeiras fun¢des esféricas de Bessel.

19.2. Particula livre
O caso da particula livre se reduz ao caso anterior, sem a imposic¢ao da condi¢do R(a) = 0, ou seja:

) h2k2 p2
lplm(?) = Al ]l(kr) Ylm(e, ‘10)9 E=——= A~
2m 2m
onde a constante A; é determinada impondo-se a condicao de normalizacdo. Na verdade, como os estados com valores
diferentes de / e m sdo degenerados, a autofuncdo mais geral é dada por

©0 [
p( = D D ALjilkr) Y6, ).

1=0 m=—1
Por outro lado, sabemos que a solug@o do problema da particula livre € dada por uma onda plana:
1 ~ik.7
Y(7) = Rt
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onde a constante de normalizagdo foi escolhida para que

f dEry (PP = 8(x — X )6y — y)d(z = 2).

Assim, dessas duas solugdes temos que

o
v = Qr )2/3 e ZZAI Jitkr) Y'0,¢), E =

=0 m=-1
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20. Aula 16: O atomo de hidrogénio

Vimos que para um potencial central e para ¥(7) = @ Y]"(0, ¢), a equagdo radial € dada por:

R d*u (Rl + 1)
L Gt - Eu.
2m dr? ( Iz V(r)) e

Para a interacdo Coulombiana:

V(r) e’ 1
r)=-— -,
dney r
multiplicando toda a equacao radial por % e chamando
2mE
2 _
K= 0

jaque E > V,,;, e pode, portanto, ser negativa, temos:

ldzu_( (+1) e? 1)

—— = — +
12 dr K272 dzeEr)"
Chamando ) 5 )
e 2me me
—kr, e B =k - = 150
PR PO T neoE ~ Anegh?kE | 2meohk (150
d? I(1+1
du_ (1, 0+D pod (151)
dp? p? P
Vamos analizar o comportamento assintético dessa equagdo. Quando p — oo = % ~ u. Assim, quando
p— 0= u—=Ae’.
Por outro lado, quandop — 0 = % ~ l(f;zl)u, ou seja, quando
p—0=u=Colt.
Vamos definir a fungdo
u(p) = e *pv(p), (152)
onde v(p) deve ser finita tanto para p — 0 quanto para p — co. Vamos usar (152) em (151). Para isso vemos que
d
A e (—p”lv + (1 + Dply +pl+'v') =e” (plv[(l +1)-p] +pl+1v’) =
dp
d2
d—l; =e? (—plv(l +1=p) =p*"W + "I+ 1 -p)+ PV U+ 1-p)—plv+ 1+ D +pl+1v”) ,
o

(+1)

ep(plv(—l— 1+p+ —I-D+pV[-p+I+1—p+1+1] +pl“v”)

(+1n

e*p! [(—2(1+ D+p+ T)v+2(l+ 1—pW +pv"|. (153)

Usando (153) e (152) em (151) =

I(l+1
= (1 + ( +2 ) _ p—o)e"’pl”v,
p p

)v+2(l+ 1-p +pv”

oo [(—2(1 F 1) 4p+ l(l; D
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ou seja

d?v

d

pEY w20+ 1= 4oy =20+ v = 0. (154)
dp? dp

Vamos usar o método da série de poténcias para resolver a Eq. (154). Para isso supomos que

(o]

v(p) = Z cip’,
Jj=0
e usamos isso em (154) =

[eS)

D ciiG=1p T+ 20+ 1=p) Y- cjip’™ +Ipy =2+ D] Y ejp’ = 0.

j=0 =0 j=0
Agrupando os termos com mesma poténcia em p =

00

DleiliG=1D+20+ Dl + " ejlpy = 2+ 1) = 2jlp’ = 0.

J=0 j=0

Veja que na primeira dessas somatdrias o termo com j = 0 ndo contribui e, portanto, a somatdria pode comecar em
Jj = 1. Fazendo uma mudanca de indice nessa somatéria e usandoi = j— 1 =

Deiili =1+ 20+ Dl =Y e+ 1) + 20+ 2)p',
j=1 i=0

Chamando novamente i = j e juntando as duas somatdrias temos que
Z[cjﬂ(j +D(G+20+2)+ci(po —2(1+ j+ 1))]pj =0.
j=0

A tnica forma dessa relac@o ser verdadeira para qualquer valor de p € se os coeficientes de poténcias diferentes de p
forem zero, ou seja cjy((j+ D(j+2[+2) +cj(po —2(l+ j+1))=0=

el 20+ j+ 1) —po
HECGE DG 20+ 2)

(155)

Essa equagdo determina todos os coeficientes da série a partir de ¢y, ou seja, determina v(p). Apesar da série ser
convergente para qualquer valor de p j4 que

j+1
cjr1p’

cjp’

20+ j+1)—po

I -
e |G D +20+2)F

Jj—oo

-0,

o que deve ser finito quando p — oo é u(p) = e Pp!*'v(p). Por isso vamos olhar o comportamento de ¢j quando
J — 0, ja que para p — oo sd0 0s termos com j — oo que dominam. Portanto:
2j 2
— Cj=—Cj.
JG+n7 g1

j—)OO:>Cj+1~

Na equagio acima foi mantido, por conveniéncia, o (j + 1) no denominador, para podermos expressar ¢; em termos
de ¢g. Assim temos

c1 = 200
Cy = C1 = 26‘0

2 4
c3 = §C2 = §C0
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Cq = ZC3 = ﬁCO
.2j
Cj = ﬁCO.

Assim, para

00

J
0 — 00 = v(p) o C()Z 27,0/' = coe*.
=0 0
Isso mostra que
lim u(p) = lim e *p'"'v(p) — oo,
p— p—
o que ndo ¢ aceitavel. Portanto, temos que truncar a série! Da relacdo de recorréncia em (155) vemos que é possivel
truncar a série se pp = 2n para algum valor de n inteiro. Com isso determinamos o valor de j,,, na somatéria que é
dado por
20+ jpax + 1) =2n= jpgr =n—-101-1. (156)

Dessa equacdo temos que n = jyux + [+ 1 € como jye =0, [ >0 = n = 1,2,3.... Por outro lado, para um n fixo
=1=0,1,.n—1.
A escolha py = 2n também fixa os autovalores do problema ja que de (150)

me? me? Zm( &2 )2 1

— = :>E—__ - )
po 2neoh’k  2pegh V—2mE h? \4neo) pg
¢ portanto
m (& V1 136
En=--—|—|) = =-—2¢eV, n=1,2,3.. 157
2h? (47rso) n? 2 e

Essa é a famosa formula de Bohr que é um dos resultados mais famosos da mecanica quéntica. Bohr obteve esse
resultado em 1913 através da quantizacdo do momento angular. No modelo de Bohr o elétron sé podia estar em
orbitas nas quais o momento angular fosse um nimero inteiro de 7: L = nh. Usando uma combinacdo de fisica
classica com essa quantizagdo de L, Bohr derivou o resultado na Eq. (157). Hoje sabemos que o momento angular
que tem como autovalores um nimero interio de /2 € a projecdo L, do momento angular total. Além disso, o nimero
quéntico associado a L, é m — nldmero quantico azimutal, e ndo n — o ndmero quantico principal. As autofungdes
sao dadas por
Wouim(P) = R11l(r)Y[m(97 ®),

onde R,(r) = @ e de (152) u,(p) = e”’p”lv,,z(p) com p = k,r. Usando a defini¢do de E,, em (157) temos que

vV-2mkE, me? 1 1

k, =

h T dneghin  an’
onde )
4nsoh
a="202 20,529% 107 m, (158)
me

€ o chamado raio de Bohr. Assim, podemos escrever

1, (r) o F L r
Rnl(r) == , com uy(r)=e (_) Vin|— )
r an na



com c; determinado em fung¢@o de ¢ pela relagio de recorréncia:

2(j+1+1-n)
il = . 159
HEGEnG 22 (159)
O estado fundamental temn = 1, [ = 0, m = 0. A energia do estado fundamental é: E; = —13.6 eV, e a funcdo de
onda é Yr100(P) = Rio(r)Y; (6, ¢) com
PN .
Rio(r) = Lot (f) =9,z
r a a
A constante ¢ é determinada impondo-se a condi¢@o de noramlizacao
* lcol? fm _»  leola 2
1= dr P*|Rio(rf = —- drrie « = =c=—,
fo IR10(r)l 2 ), ) "=
onde usei
* —br n!
; drre™ = e (160)

Assim, como YJ(6, ) = 1/ Vdr temos

e’ E, =-13.6eV.

1
Yri00(r) = e

O primeiro estado excitado temn = 2. Nesse caso/ = 0,1 comm = Oparal =0em = -1, 0, 1 para/ = 1. Assim,
esse estado tem degenerescéncia 4. O estado com n = 2, [ = 0 tem fungdo de onda dada por y00(7) = Rzo(r)Yg(Q, ©¥)

e
1 . r
1 r r r\/ e 2 r
R = —¢ 2| — d—1) = — .
20(r) re : (Za);CJ(Za) 2a (C0+612a)

Usando (159) = ¢ = S£¢o = —co, € portanto

Co _r r
Ryo(r) = ie % (1 - E)'

Novamente

00 2 00 ) 2 2 0o . 3 4
| = f dr PRaP = 9 [ gy e (1 4 ) _ [aol f dre (r2 - r—)
0 0

T 4a® C2a) T 4a? a  4a

|CO|2 3 3 4! 3 |C0|Za 2
lzm 2a’ = 3la +le = 2 = Cy = ;

,. r 13.6eV
(1-L), By =- — 34V,
€ ( Za)’ 2 4 34e

e com (160) =

Portanto

Rao(r) = e % (1 - L)’ e Ynoo(F) =

1
V243 2a

Como para um dado / temos 2/ + 1 estados degenerados, a degenerescéncia de um nivel n qualquer é

8nad

n—1

d(n) = Z(21+ 1) = n?.

=0
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21. Aula 17: O atomo de hidrogénio

21.1. Os polinémios de Laguerre

Os polindmios
n—I-1

v (0) = Z i,

j=0
com c; determinado em func¢do de ¢y pela relagdo de recorréncia na Eq. (159):

e 2(j+1+1-n) .
M GrDG+21+2) "

sdo, a menos de uma constante, os Polinomios associados de Laguerre:
21+1
va(p) = L,7_1(2p),

onde

N AN
Lj_k(x)_( 1) I Lj(x), (161)

dy .
Li(x) = e"(a) (x’e™), (162)
sdo os Polinomios de Laguerre. De (162) temos que
Lix)=1, Li(x) =—=x+1, Ly(x)=x*—4x+2, Ly(x)=—x +9x*> - 18x+6, ...

Veja que de (161) temos diretamente que
Lj(x) = L;(),

para os outros polindmios associados de Laguerre, usando (161) obtemos

L) =1, LX) =2 L}x)=6,..,
LI(x) = -2x+4, LI(x)=-6x+18, L}(x)=-24x+96, ...,
Ly(x) = 3x* — 18x + 18, L3(x) = 12x* — 96x + 144, L3(x) = 60x* — 600x + 1200, ... (163)

Em termos desses polindmios as fun¢ées de onda normalizadas do atomo de hidrogénio sio dadas por:

Wi (7, 0, 0) = 2) m—i-Dr o-rina 2 I[L”*1 Qr/na)| Y}'(6, ¢) (164)
il 0 @ na) 2nl(n+ DI na) Ln-i=1 158
onde a é o chamado raio de Bohr: )
drey B
a="T22 -0,529%107 m,
e m
e as autoernergias sao:
2 \2 2
1 1 13.
E - | m1l__ M1 _ 136,
4mey | 2R% n? 2ma? n? n?

Essas fun¢des de onda obedecem as relacdes de ortonormalidade

der lp:;]m(r’ 6: Qo)wn’l’m’(r» 0, 90) = 6nn’ 611’ 6mm’ .
Como aplicagio vamos fazer os exercicios 3 e 4 da lista 6:
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3) a) Mostre que no estado fundamental do 4&tomo de hidrogénio obtemos: (r) = 3a/2 e (r*) = 3a?, onde a é o raio de
Bohr.
Resp. No estado fundamental do 4&tomo de hidrogénio temos que

P S e

1 1 0 4 a n+3
— -rla - 2.n ,=2rla _ +2 ,=2r/a _ (&
b= = S 0 = fdgfo dr*r e o | e —a3(n+2).(2) .
Assim, no estado fundamental temos

(ry = %3! (3)4 = Ea, e ()= i4g (f)s — 342

2 ad \2

b) Mostre que no estado fundamental do 4&tomo de hidrogénio obtemos: (x) =0e (x?) = ¢?. Dica: esses calculos nio
requerem novas integracdes. Observe que > = x* + y* + 7% e explore a simetria espacial do estado fundamental.
Resp.
— 1 f - —-2r/a _
(x)y = — dxdydz x e =0,

na’

o

jaque x e = x e7? Vehy?+2/a ¢ yma fungio fmpar em x. No caso de (x?), como a funcio de onda é simétrica em
X,y € z temos que (x%y = (%) = (z%) = (r?)/3, e usando o resultado do item a) temos que (x?) = a?.

¢) Mostre que no estadon = 2, [ = 1, m = 1 obtemos: (x?) = 12a>.

Resp. Nesse estado temos

1 1 )
Yor = — —re5ing e = (3P = ¥ sin @ dr do de (rsinfcos <p)2r2 e %sin? g,
\/— 8 2 64na’
ma 8a a-
ou seja
2 & 2 ! 20 [ 6 -rla 1 1 2 1 7 2
(x7y = 6dna Jo dpcos” ¢ . d(cos 0)(1 — cos” 6) | drr’e = P 527r 2 - §2+ 52 (6!la’) = 12a”.

4) Mostre que o valor mais provavel de » no estado fundamental do 4tomo de hidrogénio é exatamente o raio de Bohr:
r=a.

Resp. No estado fundamental do 4tomo de hidrogénio: o9 = # e7"1%, a densidade de probabilidade de encontrar
o elétron entre » e r + dr é dada por

4 4
P = Y100 4nr? dr = = e 212 dr = p(r) dr = p(r) = —3r2 e~la,
a a

O valor mais provavel de r: r,,, € aquele para o qual a probabilidade p(r) ¢ maxima:

dp(r)
dr

4 2
=0= — (Zrm - 2r—m)e2’m/“ =0,
a a

T'm

ou sejar, = a.

21.2. O espectro do hidrogénio
Quando o elétron muda de um nivel com n = n; para um nivel com n = ny ele emite um f6ton cuja energia €

_ (VN m (1 1

Como, de acordo com Plank, E, = hv temos que

2 \2
o nC o (L) m (L1
A 4rey) 2h2 n; nlz
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o que fornece

1 1 1
Z=R|l=-—], 165
A (n? nlz) (165)

onde

4rey | 4mhic

¢ a constante de Rydberg. O resultado na Eq. (165) é conhecido como formula de Rydberg para o espectro do
hidrogénio, e foi desoberta empiricamente no século XIX. Esse foi o maior trunfo do modelo de Bohr: ser capaz
de explicar a formula de Rydberg, e determinar a constante de Rydberg em termos das constantes fundamentais.
As transi¢des para o estado fundamental: n, = 1, estdo no ultravioleta e sdo conhecidas pelos espectroscopistas
como série de Lyman. As transi¢des para o primeiro estado excitado: ny = 2, se encontram na regido visivel e sdo
conhecidas como série de Balmer. J4 as transi¢cdes para ny = 3 estdo no infravermelho e sdo conhecidas como série
de Paschen. Na Fig. 7 essas séries estdo reoresentadas.

0

6‘2 2 m
R:( ) =1.097 x 10’ m™!,

10 YY Y

—20 Pasc_hen
series

ARG T TR

-3.0 YYYYY

_ - Balmer
4.0 series

=50 -
—6.0 |-
~7.0 -
-8.0

Energy (eV)

-90 —
-10.0 [~
-11.0
~-120 ¢+

-13.0 —
Y \L YYYY 1

-14.0 = Lyman series

Figure 7: Grafico das transi¢cdes no dtomo de hidrogénio.

Para fechar o estudo sobre o d4tomo de hidrogénio vamos fazer os exercicios 9 e 10 da lista 6:
9) Usando o teorema do virial tridimensional para estados estaciondrios:

AT) = (RVV),

mostre que nos auto-estados do atomo de hidrogénio, |¢,,), se obtem 2(T) = —(V) = —2E,. Com esse resultado
determine (1/r).
Resp.:
21 217 o 21
V) = - - > ¥V = — =1 e portanto 7.VV = £ oy
4ney v dney r* r dreg 1
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Assim temos que 2(T) = —(V). Agora, E, =(T)+(V) = E, = (V)/2. Como
e /1 1 drey e m 1 1
V = ——( - — :—ZEn—:———:—’
V) 4re <r> - <r> 2 dme h*n?  an?

E - ANV om1 4rey B
"7 \dne )

onde usamos

10) Partindo da parte radial da hamiltoniana do dtomo de hidrogénio:

G A

" T 2mar? 2mr? 4rey 1’
use o teorema de Feynman-Hellmann
OE, " 0H v
ar \""loal™[”

para mostrar que nos auto-estados do 4tomo de hidrogénio:

1 1
& <;>=@

OH, 1 1 1 <1> IE,

Resp.: Veja que

S -2
Oe drey r dreg \ r de

Usando E,, e a dados acima temos que
1 4 207 m 1 1
-)=dreg————5 = -
r 0 (4ney)? 2R* n®2  nla
1 1
b) (5)=————7—
) <r2> n3(Il+ 1/2)a?

O0H, Q1+ 1) - RQI+1) [ 1 _ 0L,
ol 2mr? 2m Sl
Entretanto, aparentemente E, ndo depende de [. Porém devemos lembrar que quando truncamos a série na resolucio

da equacdo de Schrodinger para o 4tomo de hidrogénio usamos j,,,. = n—1[— 1, ou seja, podemos usar n = jux +1+ 1
em E, e, como iSso

Resp.: Veja que

72

OE, ezzm1:>1_ 2m &2 m1 2
ol ~ “\dne)) 21% 3 2] R2QL+ 1) \dney) R2nd T @21+ D3’

82



22. Aula 18: Spin

Figure 8: Aparato de Stern-Gerlach.

A experiéncia de Stern-Gerlach foi realizada em Frankfurt em 1921 e pode-se dizer que foi devido a essa ex-
periéncia que se observou a existéncia do spin. O experimento de Stern-Gerlach consiste em passar um feixe de
atomos através de uma regido onde existe um campo magnético nao homogéneo. Nessa época ndo se sabia da e-
xisténcia do spin, mas se os elétrons estavam em Orbitas circulares, como previsto no modelo de Bohr, entédo eles
teriam um momento de dipolo magnético associado a esse movimento, como uma espira de corrente. Devido a esse
momento de dipolo magnético orbital os elétrons interageriam com o campo magnético externo, sendo desviados de
sua trajetéria inicial. Como numa Orbita a orientagdo do momento de dipolo magnético seria aleatdria, esperava-se
observar desvios em todas dire¢des, como mostrado na Fig. 8. Entretanto o resultado obtido foi totalmente diferente
disso, e observou-se que o feixe inicial era desviado apenas em duas dire¢des, como mostrado na Fig. 9. Como o

2

Figure 9: Resultado obtido no experimento de Stern-Gerlach.

potencial da interacdo do momento de dipolo magnético, fi, com um campo magnético, B,éV = —ﬁ’.ﬁ o resultado da
experiéncia de Stern-Gerlach mostra que existe apenas dois autovalores possiveis para u, (supondo B = B?) e isso ndo
€ consistente com um momento de dipolo devido ao movimento de rotag@o do elétron na 6rbita. O momento de dipolo
magnético de um elétron em momvimento circular é proporcional ao seu momento angular: f = —ﬁf, veja Fig. 10.
Assim, esse momento de dipolo observado deve ser proporcional a algo que se comporta como momento angular,

Figure 10: Momento de dipolo magnético devido a0 movimento do elétron em 6bita em torno do niicleo.
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ou seja, possui a mesma algebra, e foi chamado de spin. Dai vem a idéia de que o spin fosse devido ao movimento
circular do elétron em torno do seu eixo, mas isso ndo faz nenhum sentido para um particula elementar, que ndo tem
tamanho. Como s6 dois autovalores sdo observados, isso € equivalente a um spin 1/2! Lembre-se que da dlgebra do
momento angular poderiamos ter valores inteiros e semi-inteiros para /, e foi a expressdo matemdtica dos operadores
L? e L. que restringiram os valores de [ e m a inteiros. Assim, mais uma vez, vemos que o spin nio estd associado a
um movimento de rotagao.
. =4 . ’ N 2
Seja S o operador spin de uma particula. Temos que S% = S2 +§ }2 +S ? e esses operadores obedecem a algebra
do momento angular:
. 2
[Si,S ;] =iheiuSk, [S S1=0. (166)
Os autovalores de autovetores de S? e S, sdo dados por
S2sm) = h2s(s + D|smy, S.|sm) = mhl|s m), (167)
com s = 0, %, 1, %, ..e—s < m < s variando de 1 em 1. Podemos também definir os operadores levantamento,
S+ =S8,+1iS,, e abaixamento, S_ = S, — i, tais que

Silsm>=h\/s(s+1)—m(mil) |s m=+1). (168)

Vamos, para recordar, provar a relagio na Eq. (168) para S ,. Lembrando que podemos escrever S S, = §2—S 3 —-hS,
(veja Eq. (113)) e que st = S, definindo S, |lsm) =cilsm+ 1) =

(smIS_S s my = (S (s mIS (s m)) = les* (s m + s m+ 1) = |c,*.
Por outro lado

(sm|S_S.|sm)=(sm|S? - Sz2 —hS |sm) = [R2s(s + 1) = hW2m? — R2ml(s mls m) = B2[s(s + 1) — m(m + 1)]

o que fornece ¢, = Avs(s + 1) —m(m + 1).

22.1. Spin 12

O caso mais interessante € o caso das particulas de spin meio, que € o spin das particulas que constituem os atomos
(e portanto a matéria) como os elétrons, os prétons e os neutrons, e também os quarks e 1éptons em geral. Particulas de
spin semi-inteiro (1/2, 3/2, ...) sdo chamadas de férmions e o nimero de férmions é conservado em qualquer processo
fisico. Ja os bdsons, particulas de spin inteiro (0, 1, 2, ...) como os f6tons e os pions, podem ser criados e destruidos,
ndo obedecendo a nenhuma lei de conservacao.

No caso de s = 1/2 hd apenas dois estados possiveis, jA que m = —1/2,1/2:
|% % que € chamado de spin para cima e é também representado como |T)
L — Ly que € chamado de spin para baixo e € também representado como || )

)
Esses estados podem ser representados pelos vetores

|ﬂ=(é),|w=(?),

e qualquer estado, |y), nesse espago pode ser representado pelo vetor

0=( 5 J=al o J+o( ] )=am+om,

com +/|al? + |b|? = 1 se o estado estiver normalizado. Com isso definido podemos achar a representa¢do matricial dos

operadores de spin 1/2. Por exemplo, sabemos que
1 1 1(1 1 1 3,01 1
~ - )=r=|= 1'——— == -2).
2 2> 2(2+)2 2>4 272

L1\ 11 \[11\ 3,11
2__=2__ __=_2__ 2
S 22> h2(2+1)‘22> 4" 22>,eS
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Usando a nota¢do matricial =

1 3 1 0 3 0
s? =-h? , e S? ==h? ,
[o)=(o oo (T)=5s
ou seja, S 2 ¢é diagonal nessa base e é dada por

Szzéhz( 10 ) (169)

()44) 59140,

0 que mostra que S ; também ¢é diagonal e é dada por

S.:i—i(l 0 ) (170)

Para S ; temos

0 -1

Para S ., usando a expressdo em (168) temos que S .|1/2 m) = hv3/4 — m(m £ 1)[1/2 m £ 1) e portanto
1 0 1
S+(O)_0,eS+(1)_h(O)

a b a b 1 a ‘
S+_(C d)=>S+|T>—(C d)(o)—(c)_o, ouseja, a=c=0,

b 0 b 1 .
S+|l>=(i d)( 1 )=(d):h(0), ouseja, b="h, =d =0.

Usando

Portanto obtemos

0 1
S+_h(0 0). (a71)
Analogamente
0 0
_= . 172
S h(l 0) (172)
ComoS,=S5,+iS, =
1 h{O 1 1 h{0 —i
so=58+50=5( o) e smgsi-s=3(7 7)) .

Veja que os operadores S2, S., S.e S y s@o todos hermitianos, como devia jd que sdo observaveis, e que S, = S T
Sy SyeS;podem ser escritos em termos das Matrizes de Pauli

U U S T N W D B¢
Nro) i o) o )

Vamos determinar os autovalores, a., € 0os autovetores, |y, +), de S . Para isso usamos:

_ai h/z

h
B2 —a. 2

Salrx £) = aslyy £) = det[S, —a.] =0, ouseja, a2 -(h2)}=0=a, ==

b}
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0 que mostra que os autovalores de S, sdo os mesmo de S, como devia, ja que ndo existe nenhuma dire¢do preferen-

. . [0
cial. Para determinar os autovetores usamos |y, ) = ( 8 ) =
+

{0 1 . _7_1
S*"‘*i>:5(1 0)(ﬁ+)_2

Normalizando obtemos

(ai ):)aiziﬂi.

- (1) ()

Como exemplo de aplicaciao dos estados de spin vamos considerar um elétron que esteja no estado de spin dado

I+ .
por ly) = \/Lg( ) ) Veja que

by =< (1-i 2)( 1”)— Lipsiteay=1,

2 |76

N =

ou seja, o estado estd normalizado.
a) Qual € a probabilidade de se medir S, e obter //2?
Resp:

1 Pol+ip
P+=|<X|T)|2=‘%(l—i 2)((1))‘ L

Naturalmente a probablidade de se medir S, e obter —h/2¢é P_ =1—- P, = %
b) Qual é a probabilidade de se medir S, e obter /2/2?
Resp. Neste caso temos que usar o resultado dos autoestados de S , dados acima. Com isso

_ |1 . L (1\ _B+iP 5
Px+_|</\/l)(x+>| —|%(l—l 2)%(1)‘ = 2 —6.

¢) Qual o valor médio de S, nesse estado?
Resp.

h . 1 0 1+i_h . 1+ _E___F_i
(SZ)=<)(|SZ|)(>:m(1—z 2)(0 _1)( 5 )—E(l—z 2)( S )_12(2 4=

Esse valor negativo para (S ,) pode ser entendido pelo fato de que a probabilidade de se medir —#/2 é o dobro da
probabilidade de se medir //2, numa medida de S ,.

d) Qual o valor médio de S, nesse estado?

Resp.

h , 0 1)\[1+i)_nh . 2 \_2h . ~_h
(S = ISy = 52 (1~ 2)(1 o)( )_—(1—1 2)(1”)_5(1 i+1+i)= 3.
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23. Aula 19

23.1. Elétron em um campo magnético

O momento de dipolo magnético, [, de uma particula com spin S ¢ dado por g = y§ , onde a constante y €
chamada de razio giromagnética (no caso do elétron a razdo giromagnética é: y = e¢/m). Quando um momento
de dipolo magnético é colocado numa regido onde existe um campo magnético B, ele sofre um torque que tende a
alinhé-lo na direcdo de B.A energia potencial associada a essa interagdo é

V=-iB=-ySB

Imagine uma particula livre, de spin 1/2, colocada numa regido aonde existe um campo magnético orientado na
N ~ =2 4 . N . ’
direcdo z: B = Bok. Nesse caso o operador hamiltoniana do sistema é dado por:

Boh( 1 0
H:—yBOSzz—yTO(O _1).

Isso mostra que os autovetores de H sdo os mesmo de S',, e os autovalores sdo dados por :

_ 1 __)/B()h
|T>_(O)’ E+_ 2 ’

_ 0 _)/B()h
Il>—(1), E.=—

Se a particula estiver inicialmente no estado |y) = ( Z ) = a|T) + b||), devido a equagdo de Scrodinger dependente do
tempo:

.0

lﬁalx(t)) = H|x(®))

temos que

iyBot/2
_ . _iE.t/k —iE_t/hy |\ _ | @€ 7
() = a e M) + b eI = ( poivBui? )

Para um estado normalizado +/|al> + [b|*> = 1, e podemos escrever, sem perda de generalidade a = cos(a/2), b =
sin(a/2), onde o 2 foi escolhido apenas por conveniéncia. Assim

iyBot/2
cos(a/2) e ) (174)

sin(a/2)e~Bo/2

(@) = (

Nesse estado temos que

h - . . 0 1 COS(a//Z) einUt/Z
= — tyBot/2 iyBot/2 .
(S 5 ( cos(a/2) e sin(a/2) e )( - )( Sin(a/2) e-Bul?
h i . , sin(a/2) e~ Bo/2
= — iyBot/2 iyBot/2 A
5 ( cos(a/2) e sin(a/2) e )( cos(@/2) ol
h . —iyBot , iyBot
= 5 cos(a/2)sin(a/2) (e7Bor 4 £7B)
h .
=3 sin & cos(yBot).

Similarmente obtemos

h
S, = 5 sin a sin(yByt?).
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No caso de S, temos

(S2)

NS NS

1 0 )( cos(a/2) eBo/2 )

(cos(a/2) e B2 sin(a/2) evBurl2 )( 0 -1 J\ sina/2) o

(cosz(a//2) - sinz(a/Z)) = g cos .

Isso mostra que (§ ) estd inclinado de um angulo constante @ (esta ai a convenéncia de termos escolhido /2 na
parametrizagdo de a e b) em relagdo ao eixo z, e precessiona com frequéncia

w = yBy

em relagdo aos eixos x e y, como mostrado na Fig. 11. Essa frequéncia é chamada de Frequéncia de Larmor, e esse

/
L'
|

(S)

Figure 11: Precessdo do spin num campo magnético uniforme orientado na direg@o z.

fendmeno € conhecido como precessdo do spin ou Precessao de Larmor.

Com esse estado definido podemos calcular as probablidades de se obter um dos autovalores das componentes
de § em medidas dessas componentes. No caso de S, a probabilidade de, numa medida de S, obtermos /2 é
P.. = [{Tly(®)I>. Usando o resultado em (174) =

P, = ‘( 10 )( cos(a/2) e"P? )

sin(a/2)e""Bot/2

2
= cos’(a/2).

Claramente a probabilidade de numa medida de S, obtermos —h/2 é P,_ = L) = sinz(a/Z). Nocasode S,, a
probabilidade de obtermos 7/2 numa medida de S, é

2

1 , ,
Py = 5 leosta/2) 72 + sin(a/2)e "4

! cos(a/2) e7Hl?
[ +H )P = 5‘( 11 )( sin(ar/2)e-rBil2

% (cosz(a/2) + cos(a/2) sin(a/2) (7B + ¢~Boty 4 sinz(a/2))

1
3 (1 + sina cos(yByt)) .

Vamos agora fazer o exercicio 8 da lista 7:
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8) Considere uma particula de spin 1/2 em repouso numa regido onde existe um campo magnético oscilante dado por
3 -
B = By cos(wh)k

com By e w constantes.
a) Construa a matriz hamiltoniana para esse sistema.
Resp.:
S Bohcos(wt) [ 1 0
H= —y§.B = —yByS ; cos(wt) = _70—() .

2 0 -1
b) Se a particula estd inicialmente (em ¢ = 0) no estado spin para cima com respeito a S, (ou seja, [y(0)) = |yx +)),
mostre que |y (¢)) nos instantes subsequentes € dado por

(@) =

1 ei(}/Bot/Ztu) sin(wt)
%( e~ {(yBot/2w) sin(wr) )

Resp.: Como H ndo é independente do tempo devemos usar diretamente a equacao:
L0
Hl(0)) = ih— (1)

a(t)

para determinar |x(?)). Seja |x(¢)) = ( b(t)

) onde a(0) = b(0) =1/ \/Ejé que [x(0)) = |xx +) = %(IT) +[1)). Assim

HIy (1)) = _yBohcos(wt)( 1 0 )( a

o 0 R
2 0 - b)z’hal"(m"h(z'a):>

yBohcos(a)t)( a ) . (a)
_YPoReostol) =in( ¢ ).

2 -b b
ou seja,
. By cos(wt)
ia = ———a
2
ib = vBy c;s(wt)b'

Portanto as duas equagdes sao iguais, a menos de um sinal, e basta resolvermos uma delas. Para a temos

d B B
aa@ _ i% cos(wt) dt = In(a) = i)% sin(wt) + constante
w

ou seja
ivBy .
a(t) = a(0) e 7 SM@D,

Analogamente obtemos _
b(1) = b(0) ¢~ 2 @),

Usando os valores de a(0) e b(0) temos finalmente
1 E% sin(wt)
be®) = @[ o2 s ]
¢) Mostre que a probabilidade de obtermos o valor —72/2 numa medida de S, é:
B
sin’ (u sin(wt)) .
2w
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Resp.: A probabilidade de obtermos o valor —A4/2 numa medida de S , é

iyBy . 2
e sin(wt) 1 iy sin iyBy - 730
_ . = _|e 2 SINWN) _ mogsin(n 2 _ o102 (770 e
( 1 1 )( ~ 780 gin(wr) e e | s (Zw sin( t))

1
P = (v~ = 3

e 2o 3

d) Mostre que o menor valor de By necessdrio para que haja uma inversdo completa de S, é By = nw/y.

Resp.: Haverd uma inversdo completa de S, quando P,- = 1 = 72—135’ sin(wt) = 2n+ /2, n=0,1,2,... Assim,

. . By - . L. . .
o menor valor de By para que isso ocorra vai ser quando % sin(w?) = 7/2 e sin(wt) for méximo, ou seja, sin(wt) =
2w
1 = By = wn/y.

23.2. Sistema de duas particulas de spin 1/2
Considere um sistema de duas particulas de spin 1/2. Qual € o spin total, s, desse sistema? Como cada uma dessas
particulas pode ter 2 estados de spin, o sistema pode ter quatro estados diferentes de spin:

D12, Dill2, WMz, D1l
Comopara§ =S + 5, temos queS,;=S1;+S, =
SADIT2 = (S1z+ S22 = S 1ADDM + 11 1(S2:0)2)
SBNID + A2 = AT,

Isso mostra que o estado |T){|T), tem m = % + % = 1, ou sejam = m; + my. Fazendo o mesmo para os outros estados
obtemos:

estado m
12 1
Tl 0
It 0
Wil -1 (175)

Se o spin total do sistema fosse s = 1 = deveriamos ter apenas trés estados possiveis de spin:
[L1), [10), |1 =1).
Olhando os estados em (175), podemos identificar os estados
LD =TT, e [1 =1 =1l

Entretanto, os outros dois estados: [T)1|l)2, [L)1|T)2, s@o compativeis com |1 0), mas esse é apenas um estado!
Assim, temos um estado a mais para o sistema, que nao é compativel com spin total 1. Como sabemos que S _|s m) =
h/s(s + 1) — m(m — 1)|s m — 1) podemos determinar o estado |1 0) & partir de |1 1):

1
S_|11)=~h+1(1 1—11—110=\/§h10 10)= —S_|1 1).
111y =h+/1(1+ )= 1(1 - D1 0) |>:»|>\F2h|>

Como S_ = 8- + S, temos que

1 1
10y = —(S,_ +S-_ = — (S, S,
[10) \/ih( 1= + S22 an ((S1=ITYDIT2 + ITHi(S2-IT)2))
1 3 1 3 1
= E [h 1 + Z|l>1|T>2 +h 1 + Z|T>1|l>2]
1
= — . 176
N ULy + [XilT)2] (176)
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A Eq. (176) mostra que o estado com spin total 1 e projecdo m = 0 é, na verdade, uma combinacdo linear dos
estados possiveis de spin com m = 0 em (175). Com isso vemos que os estados com s = 1 sdo dados por:

L1 =Tl
1
10) = —
110) N (D2 + 1UhIT)2]
=1 = hlide, (177)

e sdo chamados de tripleto de spin.
Veja que a combinacdo na Eq. (176) é simétrica, ou seja, a troca dos estados das duas particulas ndo muda o
estado:

D82 + 1921 <5 [l + 102l = DL + Wi I1al.

O mesmo acontece para os estados |1 1) e [I — 1), o que mostra que os estados no tripleto de spin sao todos
simétricos pela troca das duas particulas. Podemos construir uma combinagéo antissimétrica dos estados possiveis
de spin com m = 0 em (175): [IT)1l{)2 — LnIT)2]. Veja que

T2 = izl = U201 = D201l = =112 = [ T2].

O ponto importante aqui é que as combinagdes simétrica e antissimétrica sao ortogonais:

[T+ i LRI Y2 = D] = 1T T 2 D2 = 1T 2 D2+ 1 T 2T D2 = 1A 2T T2 = 0,

o que significa que essas duas combina¢des representam dois estados independentes. O estado antissimétrico norma-
lizado representa um estado com spin total zero:

1

00)=
|>\/z

[ITH2 = lT-], (178)

conhecido como singleto de spin.
Isso nos mostra que quando adicionamos spin, ou analogamente momento angular, o valor final do spin total s
permitido para o sistema é dado por:
[s1— 2| < s< s+ 5.

Para provar que o estado singleto de spin representa de fato o estado |0 0) vamos fazer o exercicio 1 da lista 8:
1) a) Sabendo que S? = (§1 + §2)2 e que §1 . §2 pode ser escrito em termos de S ;. € S;; com j = 1,2 onde
S+ =8 jx £iS j,, mostre que
82 =82 +853+25,80, +51:82- +8§1-S0:

Resp.: S2=(§; +5,)? = ST+83+ 28-S, i que [S1,5,] = 0. Como 0 8 j. =S jx % iS ;, vemos que
S1482- = (S 1x +iS 1) 2x —i82)) = S 1820 + S 1382y — i85 1:52y + iS5 1,8 21,

analogamente
S1-824 = (S 1 — i8S 1)(S2x +iS2y) = 8 1:82x + S 1382y + iS5 1682y — 513 25

Portanto § 1+S2_ +S 1_S2+ = 2(S leZX +S 1ySQy). Assim
28185 =212+ S1yS1y + 81252.) = S 1482 + S1-S 24 + 251,52,
e obtemos
S?=82+83+51,82 +8,-S2 +25.5..

¢) Mostre que o estado
1
V2
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é auto-estado de S2, com autovalor apropriado.
Resp.:

1
520 0y = E[S% +85+ 81482 +S1-8S2 +25 1,52 1(1L = 11).

Como S2[1/2 my = ¥2(1/2 m), S .11/2 m)y = mh|1/2 m), Six 1= S 1= 0,8, 1= h L e S, L= T temos que

3n2 3R 1
[S?+535+281.82, +81:52 +851-S2.]1 1= (— +— - 2712(5

2
2 _ 52 2
1 7 )]Tl+ﬁ =h"TL+h7 17

362 3hK2 1
[ST+535+281.82 +81:82 +81-S2:]1 11= [— + — —2712(5

2
2 2 2
7 2 ))lT+h N=h" 1T+ 7L,

o que fornece
[ST+53+251:52 + 851282 +51-S2.](TL = LD =0,

ou seja,
$210 0) =0[0 0),

que mostra que [0 0) € autoestado de S Zcom s =0.
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24. Aula 20: Particulas idénticas

24.1. Sistema de duas particulas
Considere um sistema de duas particulas (inicialmente sem spin) interagindo através de um potencial V = V(r7, 13, 1)
onde 7] e 73 representam as posi¢oes das particulas 1 e 2 respectivamente. O Hamiltoniano do sistema é dado por:
R _, m_,
H = _Z_n’llvl - 2—sz + V(V_]),V_z),t). (179)
A fung¢do de onda que representa um sistema de duas particulas, \P(r7, 13, £), obedece a equacdo de Schrodinger de-
pendente do tempo:

0
HY(A,5,10) = iﬁa‘I’(r_f, 7, 1).

Se a intera¢do ndo depender do tempo, ou seja se V = V(rq,73), sabemos que a solug¢do da equagio de Schrodinger
dependente do tempo nos fornece os estados estaciondrios

W(r, 73,0 = Y7, 73) e EIR,
onde E € a energia do sistema dada pela equacdo de Schrodinger independente do tempo

Hy(r,13) = EY(ri, 13). (180)

24.2. Bosons e férmions

Considere um sistema de duas particulas ndo interagentes. Se a particula 1 estd no estado ¢, e a particula 2 estd
no estado ¥, =

W1, 73) = Ya(MYs(3). (181)

Claramente isso s6 € possivel se as particulas 1 e 2 forem distinguiveis, como por exemplo um préton e um elétron.
Entretanto, se tivermos duas particulas indistinguiveis (dois elétrons, ou dois prétons, ou dois fétons...) ndo saberemos
dizer qual estd em ¢, e qual estd em ¢,. Classicamente € sempre possivel distinguir duas particulas, mesmo que
tenham a mesma massa, porque podemos “marcar” uma delas de alguma forma, e isso ndo altera a particula. Mas
quanticamente ndo € possivel diferenciar um elétron de outro elétron (ou um préton de outro) ja que se tentarmos
“marcar” um deles estaremos interferindo no sistema que deixa de ser o que era. Assim, a fun¢do de onda em (181)
ndo ¢ apropriada para descrever um sistema de duas particulas idénticas. Entretanto, podemos criar duas combinacdes
desses estados

Y (i1, 72) = A[WaDY(12) £ Ya(R)Y()] (182)

que podem representar um sistema de duas particulas indistinguiveis. A constante A em (182) € uma constante de
normalizagdo. Veja que . (1, r3) é simétrica pela troca 1 & 2 : ¥, (r3,r1) = ¥, (1], 12), enquanto que ¥_(r1,73) é
antissimétrica: y_(r3, 1) = —¢_(F1, 13).

Existem dois tipos de particulas indistinguiveis: bésons e férmions. Os bdsons s@o particulas de spin inteiro, e
os férmions sdo particulas de spin semi-inteiro. Os férmions sdo especiais porque obedecem a lei de conservacao
do nimero fermionico e obedecem ao Principio de exclusao de Pauli: dois férmions idénticos ndo podem ocupar
o mesmo estado. Notando que se a = b em (182) = ¢ _(r{,73) = 0, vemos que a combinacdo antissimétrica € a
combinagfo apropriada para descrever férmions, enquanto que os bésons sdo descritos pela combinacgio simétrica.
Dessa forma chegamos a uma conclusdo muito importante sobre a funcdo de onda de um sistema de particulas
idénticas:

A funcio de onda de um sistema de férmions idénticos é antissimétrica pela troca de quaisquer duas particulas,
enquanto que a funcao de onda de um sistema de bésons idénticos é simétrica pela mesma troca.

Vamos considerar, como exemplo, um sistema de duas particulas nio interagentes, de massa m, presas num pogo
quadrado infinito de comprimento a. As auto-fungdes e auto-energias de particula Unica sdo:

2 22
Yn(x) = \/jsin(gx), E, = nzﬂ—, n=1,2,3,..
a a 2ma?
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Se as particulas forem distinguiveis as auto-funcdes e auto-energias do sistema sdo dadas por
2h2
4 2, 2
l//n]nz(xls-xz) = wn](-xl)l!/nz(x2)s En]nz = En1 + En2 = W(”] + n2)$ n17n2 = 1929 39 eee
O estado fundamental tem
252
mh 2 . (m . (T
Ey =2E, = —, e ynlx,x) =yi(x)yi(xn) = - sm(—x,)sm(—xz).

ma a a a

Existem dois primeiros estados excitados
Y12(x1, x2) = Yi(x)Pa(x2), € Yar(xr, x2) = Ya(x)i(x2),

2 h?
2ma? "

que sdo degenerados com Ej, = E) = Ej+ E; =5E; =5
Se as particulas forem idénticas entdo

W) (x1,%2) = A [Yy ()W (%2) £ Yy 6O, (02)] s Enyny = Eny + Ey = (n] + m)E;

Para bésons o estado fundamental tem E|; = 2E; e a autofungio é
W, x2) = Y e (),

que é a mesma que no caso de particulas distinguiveis. Neste caso a constante de normalizacdo é A = %, ja que como
,(x) esta normalizada, E,J,r,)(xl,xg = Y, (x) ¥, (x2) também esta. O primeiro estado excitado € Gnico:
p
1
V2

com Ej; = 5E;. Agora, a constante de normalizacdo é A = % (veja exercicio 5 da lista 8). O segundo e terceiro

U5 (1, x0) = —= [P () (x2) + Y ()P ()] s

estados excitados t€m respectivamente E,, = 8E1, e E13 = 10E; cujas fungdes de onda sdo dadas por
1
111(2;)()61,)62) = Ya(xY2(x2), € 'J/(l;)(xl,xz) = Vi (1 (o3 (x2) + 3 (xgn (x2)]

respectivamente.

Para férmions sem considerar o spin, o estado fundamental é dado por
_ 1
') (xr, x0) = N (1 oo (x2) = o (x) ()],

com Ey; = SE;. O primeiro estado excitado terd
1
V2

com Ej3 = 10E;. O segundo e terceiro estados excitados t€ém respectivamente E,; = 13E, e Ej4 = 17E] cujas
fungdes de onda sdao dadas por

W (1, 00) = — [P (s (x) — Y3 (DY ()]

_ 1 _ 1
W) (xi, x0) = 5 (Y2 (eW3(x2) — Y e (2)], e 7 (1, x0) = ——= [ (e (x2) — Yra () (x2)]

v 2

respectivamente. Nenhum desses estados € degenerado.

Para férmions com spin temos que levar em conta que ¢ a fungéio de onda total, Y, u, sm = Wan, (X1, X2)Is m), que
tem que ser antissimétrica. Assim, se a parte espacial for simétrica, € necessério que os dois férmions estejam num
estado antissimétrico de spin, e vice-versa. No caso de fémions de spin 1/2, o estado antissimétrico de spin € o estado
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singleto dado por |0 0), ou seja, spin total do sistema igual a zero. Para dois férmions de spin 1/2 no estado singleto
de spin a funcdo de onda espacial tem que ser simétrica. Neste caso a fung¢do de onda total é dada por

Y00 = W), (X1, X2)[0 0).

Para férmions de spin 1/2 no estado tripleto de spin (|1 m), m = —1,0, 1), ou seja, spin total do sistema igual a um, a
funcao de onda espacial tem que ser antissimétrica, ja que os trés estado no tripleto de spin sdo simétricos. Neste caso
a funcdo de onda total € dada por

Wningtm = W (1, X)L my, m = 1,0, 1.

A energia nos dois casos continua sendo dada por E,,,, = E,, + E,, = (n% + n%)E 1, j& que as particulas ndo interagem
e, portanto, o spin ndo altera a energia das particulas. Como o caso com n; = n, = 1 sé € possivel se a parte espacial
da funcdo de onda for simétrica, o estado fundamental tem E;; = 2E, e a funcio de onda é dada por

Yri100(x1, x2) = Y (x P 1(x2)|0 0).

O primeiro estado excitado, com E|, = 5E|, tem degenerescéncia igual a 4, e as auto-fungdes desses quatro autoesta-
dos sdo

1 1
Y1200 = —= —
V2 V2

O segundo estado excitado € nao degenerado com E;, = 8E| e

(Y1 (eY2(x2) + Yo (x )Y 1 (x2)]10 0), Yrio1m = [1 (e W2(x2) — Yo (x Y1 (x2)] 11 my, m = -1, 0, 1.

Y2200 = Y2(x1)P2(x2)10 0).
O terceiro estado excitado também tem degenerescéncia igual a 4 e Ej3 = 10E; com os 4 autoestados dados por
" 1
13,00 = —=
V2

Como exemplo vamos fazer o exercicio 7 da lisa 8:

1
5 [¥1 (e Wa(x2) — Y3(x)y1 ()] 11 my, m = -1, 0, 1.

(Y1 (xDY3(x2) + Y3 (x)y 1 (x2)]10 0), Yi3.1m = N

7) Considere dois quarks (particulas de spin 1/2) de massa m interagindo com um potencial harménico confinante:
V(x1,x2) = mw*(x; — x2)?/2. Qual é o menor nivel de energia do estado dos dois quarks neste potencial no caso que:
a) os quarks se encontram no estado singleto de spin?

Resp.: O Hamiltoniano é dado por

hz 62 hz 62 + 7 (X1 - XZ)Z

2mo  2mod 2

>

e para resolver esse problema temos que fazer uma mudanca de varidveis para as coordenadas do centro de massa
X = (x; + xp)/2 e relativa x = x; — xp. Com isso temos x; = X + x/2 e x, = X — x/2 e podemos escrever

9 X9 xd 13 9 P (1a a)(la a)_mz s

(Tm_a_)anJra_Max_EﬁJraﬁa_ﬁ:EﬁJra 20 Tax) " aoxz T ae T xex
analogamente
0? 1 6 o o? o 9? o? B (1 8% 6
— =t = - 5-——|—=+—|=-|z=— +2—|.
axz  40X?  ox*  0x0X 2m\9x?  0x2 2m\29X> Ox?
Assim, H pode ser escrito como
9 9 2x2

T2emaxt  2miyoe M
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que é a soma de dois Hamiltonianos ndo interagentes, um para a coordenada do centro de massa para uma particula
livre de massa M = 2m e outro para a coordenada relativa, para uma particula com massa m/2, que € a massa reduzida
do sistema: y = m/2, submetida a um potencial de oscilador harmonico de frequéncia V2w:

B n o 2
H=Hy+H, Hy=-——, H =——— 2w)? ==,
A AT 2uax2+“(\/_“’) 2
Assim,
X1 +x
U, x2) = YOO = (2022 (- ),

onde ¥Y(X) = sz;TheiKX ¢ a fun¢do de onda da particula livre, autofungdes de Hy,, que sdo ondas planas com energia

22 . ~ ~ ~
Ecy = hz—AIfI, que descreve o movimento do centro de massa. ¥,(x), autofuncdes de H,, sdo as autofuncdes do
oscilador harménico de frequéncia w’ = V2w para uma particula de massa y:

174

Uw 1 Hw’ w2
n = Hn e s
¥al) ( nh ) V2'n! [ x)e

(H,(¢) sdo os polindmios de Hermite) com autoenergias E,, = hw'(n + 1/2). Portanto, a energia total do sistema é

P? 1
E=Ecy+E, = 4—+h\/§w(n+§),n=0,1,2,... e P=FhK,
m

onde P é o momento do centro de massa, que pode assumir qualquer valor real.

Resp.: No estado singleto de spin: |0 0) = %(IT)IL) —[IT)), que € antissimétrico, a parte espacial da funciao de onda
tem que ser simétrica. Como ¥(X) = ‘P(%) é simétrica = ,(x) = ¥,,(x; — xp) também tem que ser simétrica.
Como a fung¢do de onda do estado fundamental do oscilador harmdnico :

1/4
maw mV2w "
Yo(x) = Yolx) — x2) = ( ) et i)

\2nh

¢é simétrica = o menor nivel de energia dos dois quarks, no estado singleto de spin, nesse potencial é

P2 V2
E=Ecy+Ey=1—+ \é_‘”.

b) os quarks se encontram no estado tripleto de spin?
Resp.: Os estados tripleto de spin: |1 m), sdo todos simétricos. Assim, como a parte da funcio de onda do centro de
massa € simétrica temos que ter agora ¥,,(x; — x) antissimétrica. Como

1/4
2 o 5
Y1(x) = Yi(x — x2) = ( J;wh) \/#(M — xp)e )
T

¢ antissimétrica = o menor nivel de energia dos dois quarks, no estado tripleto de spin, nesse potencial é

P? N 35 V2w

E=FEcy+E = —
M= am 2

24.3. O centro de massa

No caso particular em que V(ri,73) = V(5] — r3), podemos fazer uma mudanca de varidveis e trabalhar com as
. g
coordenadas relativa, 7, e do centro de massa, R:
- >
5 o o ->_m1r1+m2r2
r=r—-rn, R=——m.

my; +mp
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Sejam M e ¢ a massa total e a massa reduzida do sistema respectivamente:

1 1 1 npmp
M=m+m, —=—+—=u=
M ny niy M
Veja que podemos escrever

D - > > > - >3 Mo
MR + my¥ = myri + myri = Mri = ri = R+ —VF,

ny

3 - M
MR —mi? = mas +mi3 = M = 7, =R - —F.

ny

Com isso temos que

. 4 ORI O uo o
Vi=—s="—S—+—=7==—"V+V,
"Ton T O0RgR onar my ©
Analogamente
V,= L0, -V,
m
Ou seja,
> o H
Vi=Vi-Vi=5Ve+Vi+ —Vi-V,,
m2 np
2
Vi=V,-V,=Eviivio K6, ¥,
my
e com isso 5 ) R R , ,
_7_1&4_2 __E H + H Vz _+i V2 _h_z_h 2=>
2\m m 2 {\mm3 ~ mim, B \my  my) " oM R ooy
hZ h2
=—=—Vi-—V; : 183
AL (183)
Esse H pode ser resolvido pelo método da separagdo de varidveis. Supondo que
W, 1) = U (DR, (184)

e usando (184) e (183) em (180) =

h?
Hy(r,73) = lﬂr( V?sz) ¢R( Vzlﬂr) + V(Dryr = EYriy,.

Divindo essa equag@o por Yy, podemos escrever

1 n? 1 n?
-— —V2y, +V
(g Vi) + (- 5%+ V0 = .
Essa equagdo s6 pode ter solucdo se cada um dos termos entre paréntesis no lado esquerdo dessa equagdao forem
constantes, ja que R e 7 sdo varidveis independentes. Chamando E = Eg + E, obtermos duas equacdes:

h?
oM

G, v, = B, (186)
2u

~— Vi = Exp, (185)

A Eq. (185) nos mostra que o centro de massa do sistema obedece a equacdo de Schrodinger da particula livre,
cujas solugdes sdao ondas planas. Ja a Eq. 186 representa a equacdo de uma particula de massa u cuja posicado é dada
por 7, sujeita ao potencial V(7).
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25. Aula 21: Atomos

O 4atomo mais simples de todos é o dtomo de hidrogénio com apenas um préton no nicleo, e um elétron. Usamos
os nimeros atdmico Z, e de massa A, para identificar os 4tomos. O nimero atdmico nos informa a carga, ou seja, o
nimero de prétons ou elétrons (eles sdo sempre iguais uma vez que os 4tomos sao neutros) no dtomo. O nimero de
massa nos informa a massa (em unidades de massa atomica), ou seja, o nimero de prétons mais neutrons no nucleo.
O hidrogéniotem Z = 1 e A = 1. O préximo elemento quimico na tabela periddica tem Z = 2 e A = 4, com dois
prétons e dois neutrons: o Hélio. Os dtomos com Z = 1 e A = 2,3 s@o os isétopos do hidrogénio: deuteron e tritio
respectivamente. Atomos com mesmo Z e diferente A sdo chamados de is6topos. Atomos com mesmo A e diferente
Z sdo chamados de isébaros.

O Hamiltoniano para os elétrons de um dtomo com nimero atdmico Z (colocando-se o nucleo na origem do

referencial) é
z z
Z 2 Zer 1) 1 Z |
H = (——Vlz - ¢ ) + = e—ﬁ
— 2m 4dreg r; 2 pry dneg |7 — 7l

O termo de intera¢do na primeira somatéria é devido a atracio entre o niicleo (com Z prétons) e cada um dos elétrons.
O termo de interag¢@o na segunda somatdria é devido a repulsao entre os elétrons, e o fator 1/2 € para ndo considerarmos
duas vezes o mesmo termo. Esse € um problema de muitos corpos sem solugdo analitica. Métodos numéricos devem
ser empregados na solucdo desse problema e, em geral, aproximacdes terdo que ser feitas. Como os elétrons sdo
férmions idénticos, a fun¢do de onda total do sistema

Y, 13, . 12X (ST, $3, ...57),

(onde x(si, $3, ...57)) € a fungdo de spin do sistema de elétrons) tem que ser antissimétrica pela troca de qualquer dois
elétrons.

25.1. Atomo de Hélio
No caso do dtomo de Hélio (Z = 2, A = 4) o Hamiltoniano fica

h_2V2_ 2¢? 1 h? V2 2¢% 1 é? 1
2m ' 4meo

H=(- (187)

2m % dneyra 4ney |71 — 7|

Se nao fosse pelo dltimo termo, a equagao acima seria separavel nas varidveis r; e r, e a solugdo da parte espacial do
problema seria o produto das funcdes de onda de dois d4tomos tipo hidrogénio, apenas com a troca e*> — Ze?. Isso
alteraria o valor do raio de Bohr nas solu¢des do dtomo de H para
a
AHe = =

2

dngy 12 4 . . 4 ~ 4 . A
onde a = % % € o raio de Bohr. Assim, se pudéssemos desprezar a repulsdo entre os elétrons no dtomo de Hélio, a

energia dos elétrons seria dada por
R? 1 1 1 1 1 1
Enlnz =5 (—2 + —2) =-4x 136(—2 + —2] eV = —544(—2 + —2] eV.
2may, \ny  n; ny n; ny  n,

Se a funcdo de onda de spin for antissimétrica, ou seja, se os elétrons estiverem no estado singleto de spin, os dois
elétrons podem estar no estado espacial simétrico com n; = n = 1, que € o estado fundamental. A funcio de onda do
estado fundamental seria

- > 8 —=2(r1+nr)/a
Uitoo = Y100(F100()0 0) = —e An+nlajg gy,

e a energia do estado fundamental seria
Ej1 ~ —109eV.

Entretanto, observa-se experimentalmente que a energia do estado fundamental do dtomo de Hélio € E{; = —78.975
eV, o que mostra que a energia de repulsio entre os elétrons nao pode ser desprezada! Podemos chegar a um valor
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préximo do experimental usando a Teoria de Perturbacio que estudaremos a seguir. Entretanto, s6 para termos uma
idéia do poder desse método, vamos fazer o exercicio 10 da lista 8:

10) Considerando que a fun¢@o de onda do estado fundamental do 4tomo de hélio é dada por:

8 _
Yo(P1, ) = Yioo(F )W 100(P) = ﬁe 2(r1+r2)/a’

mostre que a)

Dica: use coordenadas esféricas tal que

e integre primeiro em 7.

Resp.
2 2 2 ~4r,/a
A f iy g WOPLTIP (8 f Pry enla f &, e
Iy — 72l 7 — 7l na’ \/

rl2 + r% —2rirpcos 6,

Vamos chamar a segunda integral na equagdo acima de /. Como nada depende de ¢, nessa integral temos:

2 2
00 1 00 — |y +r>—2rircosf
d(cos 8 \/ 1t 12 )
271,[ drgrg e—4rz/af ( 2) = Zﬂ'f d”zi’% e—4r2/a

0 -1 \/ 0

rr
rf + r% —2r1r; cos 6, 172

cos =1

~
Il

cos O,=—

00 00

o _ o _

27rf dr,—= e~¥la (— \/rf +73=2rr + \/r% +r5+ 2r1r2) = 27rf dry= e 19—|r| = 1| + 11 + 12).
0 r 0 r

Como |r1—r2|=r1 —rzparar2<r1e|r1 —r2|=r2—r1 parary > rp =

'l 7 00 I% 1 Ty 00
1=2r (f dr2—2 e 42lap, 4 f dr2—2 el | = 4n | — f dr2r§ e~nla f dryr, e=*2/4) .
0 r r ry rr Jo r

0 o d (—er|” d (e 1
frl drr e = drehrz——( ¢ =_%(6b ):(%+ﬁ)eb",

frl drrZ e—br (9_2 frl or e—br _ 6_2 _e—br r _ (9_2 1— e—brl _ 2 rle—brl 1-— e—brl
o an? J, o?\" b |\ b

2
_|.n no_2) e, 2
—(‘Z‘Zﬁ‘ﬁJe e

Como

usando b = 4/a =

a ar, 2a* _a 24> ary,  da*\ _ 1 _ a2 a a
I=dn|-—— (P +2— + == |e ¥/ - | +|— + = e/ = 4n |-/ = + — |+ —|.
”[ 4n ((’1 4 16)8 16 4 716)¢ |7 16 " 251, )" 25,

Ou seja,

1 (8 2fd3r e~dnla = 8 2(4n)2£f°°dr 2 »_ I P Ry
A | - \na? 16 Jo ]1> 2r 2r '
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1 S
< - > = f dry [—(Zr% +ary) e 8/ 4 ar 6_4”/“].
0

drre? = — =
0 bn+1

Usando agora
1 23 a\’ a\2 a?| 2°( & & & 1 5
)= ex2(5) —a(g) val3) | =S F -t)m 2+ = o
<|71—72|> at 8 “\8 N4 a*\ 27 26 24 4a( ) 4a

b) Use o resultado de a) para mostrar que a energia de interagcdo dos elétrons no estado fundamental do d&tomo de hélio
€ dada por

2
(Hip) = €—< ! >= 34eV.

drey \IF) — 72l
Resp.
€2<1>:6‘zi:62§m€2:(62)2£:_5ﬂ
4rey \|F) — P 4neg da  4dney 4 dneyh? 4drey | 4R2 2
Como E;| = —13.6 eV temos finalmente

(Hi) ~ 34 €V.

Este € o resultado para a correciio da energia em primeira ordem da teoria de perturbacdo. Se somarmos isso aos
-109 eV (obtidos como a energia do estado fundamental do dtomo de hélio quando desprezamos a energia de repulsio
entre os elétrons), obtemos (34-109) eV = -75 eV, muito préximo do valor experimental -79 eV.

25.2. Teoria de perturbacdo: caso ndo degenerado

A teoria de perturbacdo € muito ttil no caso em que conhecemos a solugdo completa de um dado Hamiltoniano,
H), e temos que resolver outro problema onde H = Hy + H’ onde, por algum motivo, H’ pode ser considerado como

uma pequena correc¢do ao problema original dado por Hy. Sejam EQe Iz,b(no) ) os autovalores e autovetores de Hy:

Holyy = EQ ). (188)

Nosso problema é determinar os autovalores e autovetores de H, que sdo dados pela equacao de Schrodinger indepen-
dente do tempo
HWrw) = Enlpn)- (189)

Para iSSO vamos eSscrever
H = Hy+ AH', (190)

onde no fim tomaremos A = 1, e escrevemos assim para podermos fazer uma expansao em A.

Na verdade, se pudermos identificar em H’ algum pardmetro adimensional A tal que 1 << 1, podemos de fato
justificar que AH’ representa uma pequena corre¢do a Hy. Veja por exemplo o caso que acabamos de analisar do
atomo de Hélio. Escrevendo a Eq. (187) como H = Hy + H' com

H h? V2 2¢% 1 . n? V2 2% 1 o e’ 1
=|-=—V7i - — -—V5 - —, e H=——5—7,
0 2m ' dreyry 2m % dneyry drep |11 — 12l

vemos que para r; ~ r, ~ |[F] — /3| os termos da interagéo de atracdo entre o nicleo e os elétrons é o dobro da replusao
entre os elétrons, representada por H’. Esse fator 1/2 em H’ nos permite considerar a repulsdo entre os elétrons como
um pequena corre¢do ao Hamiltoniano original, e resolver o problema usando a teoria de perturbagdo.

A teoria de perturbacdo parte da hipdtese de que podemos expandir tanto E, quanto |i,,) em uma série de poténcias
em A

E, = E9 + AE" + PED + .,
W) = W) + Ay + 2Py + . (191)
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onde os termos multiplicados por A representam as corre¢des de primeira ordem, os termos multiplicados por A2
representam as correcdes de segunda ordem e assim sucessivamente. Usando (190) e (191) em (189) =

(Ho + AH )"y + A0y + 2y + ) = (P + A + PED + . 0(0)) + Ay + ) + .0,
e organizando os termos com mesma potécia de A temos

Holy®) + A(H' ) + Holy ")) + 2 (H'ly + Holy)) + ... = EQW®) + A(EQD) + EPWw))
+ 2 (EQWPy + EP) + EPp)) + .(192)

Da Eq. (192) podemos obter uma equacio para cada ordem em A:

222 Holy®y = EQ?y
A HW) + Holw"y = EDW) + ELV )
2 H YDy + HolyPy = EOl@y + EDyDy + EP Oy

e assim por diante. A partir daqui podemos voltar a tomar A = 1, ou seja, H = Hy + H’.

101



26. Aula 22: Teoria de perturbacio: caso nao degenerado

Para
H=Hy+ AH',

onde conhecemos as solucoes de Hy:
Holy) = EX ),

na aula passada mostramos que usando as expansoes

E, = EV + 2EV + PE? + .,
W) = W) + Al + 2P + oy

podemos obter uma equagao para cada ordem em A:

A Holy”) = EPWL) (199)
AL H WD) + Holy) = B ) + EP ) (194)
2 H'WD) + HlwDy = EX WSy + EVWi) + EP ) (195)

e assim por diante.

26.1. Teoria de perturbacdo em primeira ordem

A Eq. (193) nada mais € do que a solucao de Hy que conhecemos. Fazendo o sanduiche da Eq. (194) com (wﬁ,o)l =

WO WY + WOH DY = WOLEQ WD + O ED D),
como (W |Holw"y = EX iy e WIES Wy = Y =
EL = WO IH [yD). (196)

O resultado na Eq. (196) € o resultado fundamental da Teoria de perturbacio em primeira ordem e diz que
a correcdo em primeira ordem da energia do sistema é o valor esperado do Hamiltoniano de perturbacio, H’, nos
autoestados do Hamiltoniano ndo perturbado, Hy.

Para determinar Iwﬁ,l)> vamos fazer a expansdo desse estado na base de Hy:

=" e, (197)

J#n

Veja que nao hd necessidade de se incluir j = n na somatéria na Eq. (198) uma vez que o primeiro termo na expansao
em (191) j4 inclui |zp510)). A Eq. (194) pode ser rescrita como

(Ho — EMy'Dy = —(H' = ED)ly),
e usando (197) nessa equagio temos:

(Ho— E™) Y ey =~ - EV)y¥)

Jj#n
D HEY —EDW) = ~(H — EDyi).
Jj#En
Fazendo o sanduiche dessa equa¢do com <t//§(0) | =

D GED - ENwI W) =~ IH — EPlY)

J#n
D ilEY — EP)ay

Jj#En

~WIH "y + B W),
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e para k # n temos
_ W)

Ck(E](CO)_E;gO)) <¢’(O)|[17/|‘ﬁ(0)>:> EO _gO -
n — By

Com isso obtemos que a correcao em primeira ordem para a funcio de onda é dada por

WPH W)
UREDY G 0, (198)
EO _ E;O) J

Jj#n n

Veja que é fundamental que j # n nessa somatdria, e que os estados ndo sejam degenerados. Com as corregdes em
(196) e (198) os autovalores e autoestados de H = Hy + H' em primeira ordem em Teoria de Peturbacio sdo:

Ey = EY + W, \H'I,”),

W\ '|w‘°>>
) = W+ ) — G By .

jEn n

Observa-se que enquanto as corre¢cdes em primeira ordem na energia levam a valores muito proximos dos exatos,
as correcdes em primeira ordem na funcao de onda sdo, em geral, ndo satisfatorias.

Como exemplo vamos considerar um sistema de dois niveis cujo Hamiltoniano é dado por H = Hy + H' com
Hy = —&[1){1|+&l2)2| e H = 5|1){1]+ 5[1){2|+ 512)(1|, onde & € um nimero real com dimenséo de energia. Veja que
os termos de H’ sdo metade dos termos de Hj e, portanto, a teoria de perturbagdo faz sentido. Em notag¢ao matricial

temos
£ 0 £
= ’ = 2
Hy ( 0 s)’ H ( O)'

|1<°>>=( . ) |2‘°>>=( ; )

com autovalores Ego) =-ge¢ E;O) = & respectivamente. As correcdes em primeira ordem na energia sdo dadas por
(196):

[ ST ST}

Os autoestados de Hy sdo

(1) <1(0)|H/|1(0)> — ( 0 )(

[STICR ST}

S—
—_—
S =
S —
Il
—_
—_
(=)
~—
—_
[STICR ST}

2 _ 0 M _
)_E:El_El +E) =2

E(l) <2(0)|H'|2(0)> _ ( 1 )( ) 0= E, E(O) + E(l)

O NI

)0 )=C0 1 ]

Neste caso podemos comparar com os resultados exatos ja que para
) k

& £ 3&?
4 2 4

SR ST (o)

&

H:H0+H’:( 2
b

M I,

os autovalores sdo determinados pela equacdo det[H — E] =0 =

£

£
2

—gE ‘z(E_s)(EJ“;)_

ou seja, £, ~ 1.15¢, E_ =~ —0.65¢, que sdo valores bem préximos dos obtidos usando teoria de perturbar¢cdo em
primeira ordem.

As corregdes em primeira ordem para os autoestados sao dadas por (198):
QO 11Oy s 1 ROy = 1{0
0)\o o4\ 1

(0)> =
(0) (0)
El - Ez

o) =

“) —
—
e
[
SN—

—_

[ST[CNS][v)



O1120)
wy - AR o _ L 0 0y L[ 1
20y = £0 g0 1 =2(10) =210 )

e com isso temos que os autoestados em primeira ordem em teoria de perturbacdo sdo dados por

O NIy

SJILR ST (o}

1
11y = 1Oy 4 11Dy =( _11 ) 2) = ROy + Oy :( A} )

4

Veja que esses estados nao estdo normalizados. Esse € um fato quando se usa teoria de perturbagdo, porque os estados
sdo nomalizados apenas até a ordem da expansdo, e o fator 1/4 nesses estados ja é de segunda ordem na correcao.
Veja que o fator de normalizagdo seria % ~ 1. Apesar desses estados ndo serem normalizados, eles sdo ortogonais.

Fica como exercicio calcular os autoestados exatos do problema.
Vamos agora fazer o exercicio 1 da lista 9:

1) Suponha que se coloque um “calombo” na forma de uma fung¢ao delta de Dirac no centro do pogo quadrado infinito:
H = adé(x - al2),

onde a € constante.

a) Encontre a correcdo de primeira ordem para a energia. Explique porque as energias nao sofrem corre¢des para n
par.

Resp. No pogo quadrado infinito, com V = 0 para 0 < x < a, as auto fungdes e autovalores do Hamiltoniano nao

perturbado sdo:
2 . nax n?n?
w;o)(x) = \/;SIH 7, Ei,o) = Wﬂz’ n=1,2,3,..

“ 2a¢ . , nm 0 paran par
EWV = (W O\H |y Oy = f dx W0y 8(x —a/2y O (x) = = sin* = =
N W 1 H W,y | x () (0)ad(x — a/2),” (x) P sin > 20 para n fmpar

a

ou seja

2a
(1) _ I _ _
E2n - O’ Ezn_1 = 7, n= 1,2,3,...

Como para n par 1//20) (a/2) = 0 = a particula ndo sente H’ e, portanto, sua autoenergia nao ¢ alterada.
b) Encontre os trés primeiros termos nao nulos para a expansao da corre¢io da fungdo de onda do estado fundamental.
Resp.

WOHEWY  oma (1 \2a [ :
lﬁ(ll)(x) = ch zﬁ(.o)(x), com c¢; = J L7 _ cnd ( )—af dx sinﬂ o(x—al2) Sil’lﬂ,
J 0 a a

(0) ©) T B2.2 _ 2
#1 EY - E_/ Rr> \1-j2) a
ou seja
dmaa 1 Vg T 0 para ] par

ci=——|—— sin—sinj— = —4"2"1(; (—_l .2) paraj= 3,7,...

e \1-2)7 27 2 o M

J dmaa 1 i=5.9

s (1_].2) para j =35,9, ...

Assim, os trés primeiros termos ndo nulos da expansao sdo dados por

W, _ 4maa [2(1 . 3ax 1 . Smx 1 . Tnx
l,bl (x)— 202 2 gSlHT—ﬁSIHT'F&SIHT'F... .
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