Maquina de Turing

A maquina de Turing possui um dispositivo de entrada,
que é representado por uma fita de capacidade infinita a
direita e limitada a esquerda, dividida em células
enumeraveis e enderecaveis. Possui ainda um cabecote
de leitura e gravacdo, que permite a maquina ler e
escrever na fita. O controle das fungGes da maquina é
realizado através de uma unidade especial, que opera
como um autdbmato. Esquematicamente tem-se a
seguinte figura:
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Os valores encontrados na fita sdo definidos pelo
alfabeto da maquina de Turing, este alfabeto inclui um
simbolo especial (“#”), para marcar uma célula sem
simbolos (espaco em branco). Uma cadeia que se
encontre na fita de uma maquina de Turing antes do
inicio de sua execug¢do é chamada de cadeia de entrada,
e a cadeia produzida pela maquina ao fim de sua
execucao, cadeia de saida.

O cabecote de leitura e gravagdo pode mover-se para a
esquerda ou para a direita, de acordo com o estado da
maquina, apenas uma célula por vez.

A unidade de controle é composta de um conjunto de
estados (em que ha& dois estados especiais, 0 estado
inicial e o estado final), e uma funcédo de transferéncia.

Neste modelo o préximo estado € uma fungdo somente
do estado corrente e do simbolo encontrado em sua fita
de entrada. Na troca de estado, caso a funcdo de
transferéncia mapeie a partir do estado atual, e do
simbolo na fita, o estado especial final (h - “halt”,
parada), a maquina termina sua execucdo e fica parada.

As agbes possiveis para uma maquina de Turing séo:

escrita de um simbolo na posicdo corrente da fita,
movimentacdo da cabeca de leitura e gravacdo uma
posicdo para a direita, movimentacdo da cabeca de
leitura e gravacdo uma posicdo para a esquerda.
Somente estas acBes sdo permitidas.

Definicdo Formal da Maquina de Turing
Uma méquina de Turing M é uma quadrupla M=(K, Z,
3, s), na qual:
K é um conjunto finito de estados, que ndo contém o
estado final h;
¥ é um alfabeto, incluindo o simbolo branco (#), mas
excluindo os simbolos L e R;
s e K, é o estado inicial;
8 é a funcdo de K x X para (K w {h}) x (X U {L, R}).

Ac0es possiveis:

R - Movimenta a cabeca de leitura e gravagdo uma
posicédo para a direita;

L - Movimenta a cabeca de leitura e gravagdo uma
posicéo para a esquerda;

o - Escreve o simbolo o na posi¢do corrente da cabeca
de leitura e gravacgéo na fita;

SegepeK beXU{L R} acXedqa)=(p,b),
entdo a maquina de Turing quando estiver no estado g e
encontrar o simbolo a, mover-se-4 para o estado p, e
tomard a acdo designada por b. Se b for um simbolo,
entdo a maquina escreve esse simbolo na fita (sobre o
simbolo a anterior), se b representa o simbolo L ou R, a
méaquina move a cabeca de leitura e gravacdo uma
posicdo na dire¢do de b. Como & é uma funcdo, a
operacdo da maquina de Turing é deterministica, e
parard somente quando a maquina entrar no estado final
(h), ou tentar mover o cabecote de leitura e gravagdo a
esquerda da Gltima posi¢do da fita (limite da esquerda).
Caso a maquina atinja esse limite, e continue tentando ir
a esquerda diz-se que ela estd presa ou travada,
(“hanging”).

Configuracdo de uma Méaquina de Turing
Uma configuragdo de uma méquina de Turing M = (K,
%, 8, 5) é membro do conjunto: (K U {h}) x " x T x

(- v D).

Uma configuracdo de uma méaquina de Turing pode

também ser representada de forma reduzida ou
abreviada, como (g, wau) sem os separadores, em vez de
(g, w, a, u) e o elemento sublinhado indica a posicdo da
cabeca de leitura e gravacdo da maquina em questao.

Pode-se definir passo de uma maquina de Turing como
uma seqiiéncia de duas configuracBes, uma anterior a
uma acdo, e outra posterior. Define-se sobre o conjunto
das configuracdes a relagdo [y , que indica um par de
configuragbes  sucessivas  durante 0  processo
computacional.

Def.: Seja uma maquina de Turing M = (K, Z, §, s), €
sejam (g;, W1, ai, Up) € (q2, Wo, 8,, Uy) configuragdes de
M, entdo um passo de M ¢é definido como:
(91, Wi, g, Up) [ (2, Wo, @y, Up)
se e somente se, para algum elemento b € (£ U {L, R}),
8(qy, a1) = (02, b) e uma das opcdes para b ocorre:
DbeX w=wy,U=Uya=b;ou
2) b =L, w; = wsa,, e uma das opgBes abaixo ocorre:
a) Uy = ajUy, Se a; = # 0U Uy # €;
b)u,=¢,sea;=#eu;=¢;0u
3) b =R, w, = wja;, e uma das op¢les abaixo ocorre:
a) Uy = ayly,
b)u,=¢g, U =cea,=4#

Defini¢do de Computacéo

Uma vez que se tenha definida a fungdo de passo da
maquina de Turing, é possivel entdo definir a forma de
se atingir uma determinada configuracéo final, partindo
de uma configuracgdo inicial, apés alguns passos. O que é
importante aqui é que esta se generalizando o conceito
de passo, transformando a computacdo em uma
seqUiéncia finita de passos.

Def.: Computagdo. Para uma maquina de Turing
qualquer M, o simbolo [~ representa o fechamento
transitivo e reflexivo de(y; diz-se que uma
configuracéo c, leva a uma configuracéo c, se ¢, [y Cy.
Uma computagdo por M € representada por uma
sequéncia de configuracbes cqC1Cs...Cn, para algum n > 0,
que indicam a seqliéncia de passos da maquina para
executar a tarefa, de forma que: o[ v ¢l wm G2 w ...
Fm Cn. Neste caso diz-se que a computacdo tem
comprimento n, ou tem n passos.



Computando com Maquinas de Turing
Adota-se a seguinte politica para apresentacdo de
entradas as maquinas de Turing: A cadeia de entrada
deverd estar entre dois brancos, e € escrita nas células
mais a esquerda da fita; o cabecote devera estar
posicionado na célula contendo o primeiro branco apés a
cadeia de entrada; a maquina devera estar em seu estado
inicial.

Def.: FuncGes de cadeias computaveis em maquina de
Turing. Sejam X, e X, alfabetos que ndo contém o
simbolo #. Seja f uma funcdo de X, para ¥,". Uma
maquina de Turing M = (K, Z, 8, s), é dita capaz de
computar f se %, 3, < T e para qualquer o € g, se
f(w) = v e 2., entdo (s#0k) [y (h#uk). Se existe tal
maquina de Turing entdo a funcdo f é dita Turing-
computavel.

A definicdo estabelece também uma regra de convencao
para apresentacdo da saida da computacdo. Esta
convencdo exige que o cabecote de leitura e gravacao
esteja, apos a computacao, a direita da cadeia de saida da
maquina, ¢ que haja sempre um simbolo “#” (branco) a
esquerda da cadeia.

Caso a funcdo a ser computada em uma maquina de
Turing possua mais de um pardmetro a ser passado
como argumento, procede-se entdo de forma similar a
anterior, ou seja, trata-se 0 conjunto de n parametros
como se fosse um Unico pardmetro, porém, dentro do
conjunto, cada pardmetro individual é separado dos
demais através de um espaco em branco. Assim:

se, f(O)l, W2, ey Cl)n) =v ..

(s, #attost.. o) v (h, #o#)

Funcdes Numéricas Computaveis em MT

Caso a fungdo a ser computada em uma maquina de
Turing possua um Ou mais parametros numericos
(nimeros Naturais) a serem passados como argumento,
procede-se entdo de forma similar a anterior.

Seja f: N —» N, e admita-se que 0s nimeros serdo
representados em uma maquina de Turing em unario, o
que faz com que o alfabeto de simbolos que pode
representar um valor numérico restrinja-se a um Unico
simbolo, “I” (o n® “2” € representado por II, um n°® “n”
por 1I").

Uma méquina de Turing M = (K, X, 3, s), é dita capaz de
computar f se e somente se M computa a fungdo
Y > {Y e £(1" = V™ para cada n € N. Se
existe tal maquina de Turing entdo a funcdo f é dita
Turing-computéavel.

Linguagens Decidiveis em Maquinas de Turing

Um conceito derivado de computabilidade e igualmente
importante diz respeito as chamadas linguagens “Turing-
decidiveis”, isto é, linguagens para as quais existe uma
maquina de Turing que é capaz de decidir se as cadeias
entradas pertencem ou nédo a linguagem em questao.

Seja ¥, um alfabeto que ndo contém #, faca-se Y e N

dois simbolos ndo presentes em X,. Entdo a linguagem L
c 3, é Turing-decidivel se e somente se a funcéo
xL i % — {¥, N} é Turing-computéavel, em que para
cadaw e 3y

(@)= Y sewel
WY7IN sewel

Se y. é computada por uma méquina de Turing M, entdo
se diz que M decide L, ou é um procedimento de deciséo
para L.

Outra forma de se utilizar a maquina de Turing é na
construgdo de aceitadores. Diz-se que uma méaquina de
Turing M aceita uma cadeia € L (Linguagem
especifica), se M para (“halt”) com a entrada ®. Entéo,
seja X, 0 alfabeto gerador de L, e L = %,, M aceita L se
e somente se L = {o € ¥, : M aceita w}, e uma
linguagem é dita Turing-aceitavel se ha uma maquina de
Turing que a aceita. Qualquer linguagem Turing-
decidivel é também Turing-aceitavel, porém o oposto
ndo é verdade.

Lema: Seja M uma maquina de Turing e (g, miau;), para
i =1, 2, 3, configuragdes de M. )

Se (g1, 013;U1) '*_M* (92, ®z32Uy), €

(G, ©282U2) ™ (0, ©383U3),

logo: (d1, m1ayus) v (@, ©0333U3).

Combinando Maquinas de Turing
Def.: Um esquema de maquina de Turing é uma tripla

(M, n, Mg), no qual M é um conjunto finito de
maquinas de Turing com um alfabeto comum X e
conjuntos distintos de estados.

My € M é a maquina inicial;

n é uma funcdo parcial de um subconjunto de M x X
para M.

Def.: Seja M = (My, ..., M;)), com n > 0, no qual para i
= (0, ..., n), tem-se M; = (K|, %, &;, Sj). Sejam o, ..., Om
novos estados ¢ K;. Entdo se (M, 1, M) € um esquema
de maquina de Turing, diz-se que este é representativo
da maquina de Turing M = (K, Z, §, s), na qual:
K=KyUK;uU... Ky {do, -y G}

S = So;

d é definido como:
1)Se0<i<m,qeK;aeZ,edq,a)=(p, b), emque
p = h, entdo 5(q, a) = 3i(q, a) = (p, b);
2)Se0<i<m,qeK;aceZ,edq,a=(h b),entdo
8(a, &) = (aii, b);

3)Se0<i<m,qeKj;aeZ, en(M,a)ndo é definida,
entdo 5(q;, a) = (h, a);

4)Se0<i<m,qeK;,aceZ enM,a =M, esea
di(sj, @) = (p, b), entdo:

(p,b)se p=h
6(q;,@)= _

(g;,b)se p=h
Maquinas mais importantes:
R#, L#, O, etc.

Extensfes Possiveis para Maquinas de Turing
Algumas extensbes para a maquina de Turing foram
propostas no sentido de ampliar sua capacidade
computacional, entretanto pouco ou nenhum resultado
consideravel foi obtido neste campo, assim tem-se:

1) Fita infinita & esquerda e a direita.

2) Multiplas fitas.

3) Mulltiplas fitas e cabegas de leitura e gravagdo
independentes.

Teorema: Qualquer uma das maquinas anteriores pode
ser reduzida ao caso classico estudado.

4) Maquina de Turing ndo deterministica.

Teorema: Qualquer problema resolvido por uma
méaquina de Turing ndo deterministica também o €é por
uma maquina de Turing deterministica.



