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Exercicios (respostas na pagina 394)

1.5, Determine o deslocamento, u(x, Ej, de uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extremidades,
com coeficiente a = 2, solta do repouso de forma que o deslocamento inicial seja dado por

X, se )< x < 10
flx) =4 10, se 10 < x < 30
40 —x, se30<x <40
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I.3. Temos que resolver o problema

[ du _4321;
HZ  oxZ

u(x,0) = f(x), %{LU] =0, 0<x <40

| u(0,t) =0, u(40,t) =0

A solucdo é entdo

HITY nrrt

g
u(x, t) = E Cn sen — o 0

n=1
em que ¢y sdo os coeficientes da série de senos de f(x), ou seja,

1 40 HITX
- Iy
o Eﬂfu f(x) sen(Zg-)dx
(1) (0 0] (1)
= 2 (bu (fo.1/4-40) + 10bn (£ ;:a;,zmr 40) + 40bn(f3 41, 40) — bn U3;4,1r4[]})
ni 3nn
- DT T n=123...
T n
Portanto a solucao é dada por
80 = senL psendL  yay  pm
u(x,t) = FE — sen — o cos —o
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//Exercicio 1.3

m=100; L =40;

X=linspace (0,1, m+1)*L

nk=100

£=20

a==:

u = zeros(m+l)

for n = 1:nk
cn= 2*L* (sin(n*%pi/4)+sin(3*n*ipi/f4))/(n*2*3pi*2)
U =u + cn*sin(n*ipi*x/L) *cos (n*a*tpli*t /L)

end

plot (x,u)
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4.1.2 Com Deslocamento Inicial Nulo

C u 0%
o " a2
. du
u(x,0) =0, E{I’D) =g(x), 0<x <L
. u(0,t) =0, u(L,t) =0

Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcao de x por uma
funcdo de ¢, ou seja,
u(x, t) = X(x)T(t)

Derivando e substituindo-se na equacao obtemos
a’X" (x)T(t) = X(x)T" ().
Dividindo-se por a?X(x)T(t) obtemos

X"(x) 1T"(t)
X(x) — a2 T(t)
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() primeiro membro depende apenas de X, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 € possivel se eles forem iguais a uma constante

X"(x) 1T _
X(x) 2T

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias, uma com condigdes de fron-
teira e a outra com condicio inicial:

X"(x)—AX(x) =0, X(0)=0, X(L)=0 (4.7)
T"() — @AT(£) =0, T(0) =0 (4.8)
As condigdes X(0) = X(L) = 0 decorrem do fato de que a corda esta presa nas

extremidades, ou seja,
0=u(0,t)=X(0)T(t) e O0=u(Lt)=X(L)T(t).
A condigdo T(0) = 0, decorre do fato de que o deslocamento inicial é nulo, ou seja,

0 =u(x,0) = X(x)T(0).
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A equacgdo (4.7) com as condigdes de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condi¢des homogéneas - equagao (3.1) na pagina 275 - e tem solucio
nao identicamente nula somente se

n?me

A= 7

., m=1,273...

e tem solugdes fundamentais

Xn(x) = EnLﬂF, paran =10,1,23,....

Substituindo-se A = —%g—: na equacao (4.5) obtemos
240222
T"(t) + 2 ’;f T(t) =0

Para resolver esta equagio temos que encontrar as raizes da sua equagao carac-
teristica:

5 atn*m? anm
r —=0 & r=x I.
L= L
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Logo a solucio geral da equagio diferencial para T(t) é

anit anit
+ C7 sen I

Usando a condigao inicial T(0) = 0 concluimos que a equacio diferencial para T(t)
com a condicdo inicial T(0) = 0 tem solugées fundamentais (verifique!)

T(t) = cqcos

Tult) =Sen%ml, parah =1,23,....

La:-gn:- o pmhlema

atz oal (4.9)

u(0,¢) =u(L,t)=0; u(x,0)=0,0<x <L
tem solucoes fundamentais

HTTX anit

Up(x,t) = X, (x)Ty(t) = sen sen 7

paran =1,2,3,.... (4.10)
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chamadas modos normais (ou naturais) de vibracio, ondas estacionarias ou

2L

harmonicos e 0 seu peric-d::- fundamental na varidvel x é igual a - e & chamado

comprimento de onda do modo normal. Os modos normais de vibragiao podem ser
anitt

L

vistos como senos com amplitude variando de forma senoidal Ry(t) = sen

aniT o .
chamadas frequencias naturais da corda. Portanto, neste

L
2L

caso, os periodos fundamentais da corda sdo Ty = o Observe, também, que cada

com &Equéncias

modo normal uy (X, t) tem n — 1 pontos fixos no intervalo 0 < x < L (quais sio?).

Assim vamos supor que a solucdo do problema de valor inicial e de fronteira seja
uma série da forma

L e i_
u(x, t) = Z Cplin (X, ) = Z Cp Sen Hfi Sen ﬂﬂ;{ . (4.11)
n—1 n=1
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d
Para satisfazer a condigao inicial —u{:r 0) = g(x), devemos ter
du = ani nTx
g(x) = E{I,ﬂ} = ”Z:l ¢ — (4.12)

Esta ¢ a série de Fourier de senos de g(x). Assim, pelo Corolirio 2.5 na pagina 184,
se a funcio g : [0, L] — IR é continua por partes tal que a sua derivada ¢’ também
seja continua por partes, entio os coeficientes da série sdo dados por

_HHT.,:" =T [ {I]sen—ﬂTIdI n=1275..

Observe que a solugdo do problema de valor inicial e de fronteira

= HITX anit
u(x,t) = ZE,,sen TL sen E

2L

para cada ¥, é periddica com relacdo a f com periodo fundamental T = — seCy = 0.
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—xemplo 4.2, Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas ex-
tremidades, com coeficiente @ = 2, sem deslocamento inicial mas com uma veloci-

dade inicial dada por
(x}z x/10, sel < x <20
& 1_x/10, se20 < x <40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

i H'Eu_481u
HT Al

] u(x,0) =0, 'Z (x,0) = g(x), 0 < x < 40
u(0,1) =0, u(40,1) =0
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A solucdo é entdo

= nTX n i
u(x,t) = Y cysen sen
1 40 20

em que 3oy sdo os coeficientes da série de senos de g(x), que sdio os coeficientes
obtidos para f(x) do Exemplo 4.1 na pigina 341 dividos por 10, ou seja,

nT 1 4% HITX
ﬁcﬂ = E > g[l'] = | de
16sen &t
= 2 n=1,223
b i
Cy = 32[?75;; Z n=1,23

Portanto a solucio é dada por

n — 320 = senff n'fr;r n it
uixt) = T E TE 30 " p
320 = (—1)" (2n+1)mx  (2n+1)mt

s uzu {En+1 P T 0



A !
Y t=0 g t=5
10+ 10—+
| | E | -':..;
] | ] |
20 40 20 40
10—+ -10—+
1 L
Y t=15 Y t=20
10—+ 101
/—\ X | | x
| il T =
20 40 20 40
10+ 10+
by Ly
t=230 t=235
10+ 10—+
| | .}_{ | I.'_:.;
| i | bl
20 40 20 40
A0—+ -10—
Figura 4.6 — Solucio, ), do PVIF do

|
d t=10
104+
X
| -
40
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|
d t=25
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X
40
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by
L t=40
104+
X
a
40
0+

vemplo 4.2
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[.5. Determine o deslocamento, u(x,#), de uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extremidades,
com coeficiente 4 = 2, com deslocamento micial nulo solta de forma que a velocidade mmicial seja dada
por

X, se < x <10
g(x) =« 10, se 10 < x < 30
40 —x, se30 < x < 40
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Coeficientes das Séries de Fourier de Funcoes Elementares

L L
filrLL =R -1<c<d<1 | a(fl)=1 [ f(t)cos"a bu(F,L) =T [, (t)sen " a
(0) 1, sete [CL dL] (fc( )'L) = d—c (0) nmtd

fea (t) = { 0, caso contrério an(f9,L) = :Lsens nrd bn(fog L) = — 5z coss e
nmic
1
a0(feg L) = §(d— ) , B
(1) t, sete [CL,dL] (‘11) L) — "(fc,d’ ) =
foq(t)= . a"(fc L) = nrmd
c,d 0, caso contrdrio nred 2 _ (—scoss + sens)
—£ (s sens + coss) e nc
nrmc
2
2 w(f3 L) = 5@ - ) -
510 ={ £, set € |cL,dL] a,.(f‘z’ L) = e .
0, caso contrdrio nnd W (2ssens + (2 —s?) coss)
L° ((s* —2) sens +2s coss) - nre




1.5. Temos que resolver o problema

PP
2 T 9x2

u(x,0) =0, ou {x 0)=g(x), 0 <x <40

| u(0,t) =0, u(dﬂ,f} =0

A solucao é entdo

B i - cen HITX cen ntt
- " 40 20

em que 55y Sa0 os coeficientes da série de senos de g(x), ou seja,

n 40 nmx
207" T 2{}/ §(x) sen(—gg-)dx
80 se i'J"'I 317
= 3 m n=1273...
1600 sen 2T + sen 247
O = — L = n=123...
T "
Portanto a solugao é dada por

1600 & sen 4T + sen 2 pmx  nmt

u(x, t) = — Z sen —— sen ——
Hn=
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//Exercicio 1.5

m=100; L =40;

x=linspace(0,1,m+1)*L

nk=100

t=30

a==:

u = Zeros (m+l)

for n = 1:nk
cn= Z2*L*L* (sin(n*%pi/f4)+sin(3*n*ipi/4))/(a*n™3*ipi®3)
U =1u + cn*sin(n*ipi*x/L)*sin(n*a*%pi*t/L)

end

plot (x,u)
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41.3 Caso Geral

([ Fu 0%
oz~

du
u(x,0) = f(x), E(I’ﬂ} =g(x), 0<x <L
u(0,t) =0, u(L,t)=0

Como observamos anteriormente a solugao deste problema é a soma da solucdo do
problema com apenas f(x) nao nula, que vamos denotar por 1/} (x, t), com a solucao
do problema com apenas g(x) nao nula, 18 (x, t), ou seja,

%

u(x, t) = uP(xt)+u®(x,1)
B i‘f con X nant_l_ i i con X nart
— (i L L M L L

H= n=1

em que ¢, e “77d, sdo os coeficientes da série de senos de f(x) e de g(x), respectiva-

mente, ou seja,

2 L niTx
= = —d =1273...
Cn L/E: f(x)sen T X, H L2,

nam 2 L nTx
Td” = EL g{x}seanx,n:LE,S...
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2L
Para cada x, a solucdo, u(x, ), é periddica com relacdo a f com periodo T = —
[
As funcoes
Uy (x,t) = ¢y sen 17 cos narnt +dysen 2 sen nart
M r | L L H L L

sdo chamadas modos normais (ou naturais) de vibracao, ondas estacionarias ou
harmonicos. Substituindo-se (¢, d, ) = (R, cosdy, Ry sendy, ) os harmonicos podem
ser escritos como (verifique!)

up(x,t) = [R” Cos (HﬂLﬂf — ”)] sen ?

Portanto, os modos normais de vibracao podem ser vistos como senos com amplitu-

des R, cos (””L’T* — {5”] e frequéncias “7= chamadas frequéncias naturais da corda.

Logo os periodos fundamentais sdo T, = % Cada modo normal u, (x,t) temn — 1

pontos fixos no intervalo 0 < x < L (quais sdo?).
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Exemplo 4.3, Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas
extremidades, com coeficiente # = 2, com deslocamento inicial f(x) e com uma

velocidade inicial g(x) dados por

x, sel < x < 20, (x) fl(g)_

f':I}:{:;lD—x, se 20 < x < 40, —

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

[ 0%u _4821.:

Jt2 oxZ

u(x,0) = f(x), %ﬁx,ﬂ} =g(x), 0 <x <40
| u(0,t) =0, u(40,t) =0
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A solucdo é a soma das solucdes dos problemas dados nos Exemplos 4.1 e 4.2, ou
seja,
nix nit nmx nrt

Zrusen—ccrﬂ——l— E dpy sen —— sen ——

n=1 20 n=1 40 20

em que ¢, € %g—d” sdo os coeficientes da série de senos de f(x) e de g(x), respectiva-

mente, ou seja,

161:’ HT
Cp = 2{]/ flx) senmdx— ;E;T,H:I,E,S...
nit 1 40 niTx 16 sen 5
S = EL g(x)sen Tty = =L n=1,23...
320sen &F
“,n=1,2,3...

n — 33
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Portanto a soluc¢ao € dada por

160 &2 sen &F N7TX nt 320 & sen i NiTX nt
t) = — = —
u(x,t) g D sen — 5= Cos —o + 3 ”‘gl 3 Sen — -sen—g
160 = (=1)" (2n +1)mx (2n + 1)t
= ELEr T @ T
320 & (=1)" (2n +1)mx (2n+ 1)t
T LG w0 T



Ay

104

-104

10

20

-104

104

20

¥

-10-4

20

10+

104

10+

20

104+

10+

10+

Figura 4.7 — Solucao, u(x,t), do PVIF do Exemplo 4.3.
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