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Grab your guitar! This beginner guitar chord chart introduces you to 16 of the most popular
guitar chords, and will get you playing your favorite songs in no time.
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O - Indicates open string
X - Indicates that the string is not played
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string instruments

-
violin viola cello double bass harp

Vibrating String
Bridge

Sound Board
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st.ring\

K (
Considerando um K sin(6,), ( I
trecho da corda de ! o = 0) K sin(6;)
comprimento dx T Ttar
P Force diagram for length dz string element

A forca vertical (f) é flz+dx/2) = Ksin(f))+ K sin(62)

verti |
igual a componente ~ K [tan(6,) + tan(6,)]
da tensdo da corda = K[/ (2) + ¥ (z + dr)]
(K) na direcao ~ K [—y'(;r) +y'(z) + y"(l‘)d;r)]
vertical. Ky (z)dz
A forca vertical (f) é
igual ao produto da Ky'(t,z)dz = (edz)ij(t, )
massa do trecho pela
aceleracao vertical. densidade linear de

massa da corda

O que resulta na EDP: Ky"(t, z) = €ij(t, )

https://ccrma.stanford.edu/realsimple/SimpleStrings/String_Wave_Equation_Derivation.html
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4] Equacao da Onda Unidimensional

4.1 Corda Elastica Presa nas Extremidades

Pode-se mostrar que o deslocamento vertical de cada ponto de uma corda elastica
homogénea como funcao da posicao e do tempo, u(x,t), satisfaz a equacao diferen-
cial

°u  ,0%u

o " a2
chamada equacao da corda elastica. Aqui a > 0 é uma constante que depende do
material que compode a corda e mostraremos que é a velocidade de propagacio das

ondas na corda.
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Vamos determinar o deslocamento vertical em funcio da posicao e do tempo, u(x, t),
de cada ponto de uma corda de comprimento L presa nas extremidades, sendo co-

nhecidos o deslocamento inicial de cada ponto da corda, f(x), e a velocidade inicial
de cada ponto da corda, ¢(x), ou seja, vamos resolver o problema de valor inicial e

de fronteira (PVIF)

( °u  ,0%u

o a2

u(x,0) = f(x), %{x;ﬂj —g(x), O<x <

u(0,t) =0, u(L,t) =0

.
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A solucao deste problema é a soma da solucao do problema com deslocamento ini-

cial nulo (f(x) = 0),

(*u 0%
_ ﬂ —_—

at2 dx?

u(x,0) =0, %{x, 0)=glx), 0<x <L

| u(0,t) =0, u(L,t) =0

com a solu¢io do problema com velocidade inicial nula (g(x) = 0),

-

([ *u  ,0%u

AT
u(x,0) = f(x), (x,0)=0,0<x<L

ot

u(0,t) =0, u(L,t) =0.

.
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411 Com Velocidade Inicial Nula

Vamos determinar o deslocamento vertical em funcao da posicao e do tempo, u(x, t),
de cada ponto de uma corda elastica de comprimento L presa nas extremidades,
sabendo-se que o deslocamento inicial de cada ponto da corda é dado por f(x), e
que a velocidade inicial de cada ponto da corda é nula, ou seja, vamos resolver o
problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)

([ Pu  ,0%u

a2

. du
u(x,0) = f(x), ﬁ{x;ﬂ] =0, 0<x <L
| u(0,t) =0, u(L,t) =0

Vamos procurar uma solucao na forma de um produto de uma funcao de x por uma
funcao de t, ou seja,

u(x, t) = X(x)T(t).

Calculando-se as derivadas parciais e substituindo-se na equacao diferencial obte-
maos

X(x)T"(t) = a® X" (x)T(t).



Dividindo-se por a*X(x)T(t) obtemos MAP2320

X"(x) 1 T"(t)
X(x) ~ a2 T(t)"

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto sO é possivel se eles forem iguais a uma constante

X"(x) 1 T"(t) _
X(x) a2 T(t)

Obtemos entao duas equacdes diferenciais ordinarias com condicoes de fronteira:

X"(x)—AX(x)=0, X(0)=0, X(L)=0 (4.1)
T"(t) —a*AT(t) =0, T'(0)=0 (4.2)

As condigdes X(0) = X(L) = 0 decorrem do fato de que a corda esta presa nas
extremidades, ou seja,

0=u(0,t) =X(0)T(t) e 0=u(L,t)=X(L)T(t).
A condicao T'(0) = 0, decorre do fato de que a velocidade inicial é nula, ou seja,

dut ey
0= E(I’ﬂ} — X(x)T'(0).
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A equacao (4.1) com as condicdes de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condi¢cdes homogéneas - equacao (3.1) na pagina 278 - e tem solucao
nao identicamente nula somente se

2
[z’

A= — n=123,...

e tem como solucbes fundamentais

X” {I:I — 52n ?
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| i |

Substituindo-se A = — ”}jf na equacao (4.2) obtemos
a*n?m?
T'(t) + 5 T(t) =0.

Para resolver esta equacao temos que encontrar as raizes da sua equacao carac-

teristica: 2 5 s
A“n=7T AN .
rz 1 =0 o r = +——1I.
[2 L

Logo a solucdo geral da equacao diferencial para T(t) é

anmt 1o se antt
n
I 2 I

T(t) = c1cos

Com a condicdo inicial T'{0) = 0 concluimos que a equacao diferencial para T(t)
com a condicao inicial T'(0) = 0 tem solugbes fundamentais (verifique!)

anit

T,(t) = cos r




Logo o problema MAP2320

" u Hzaiu
¢ at2 dx2 . (43}
(0, ) = u(L, ) = 0; a—’:{x;{:}} ~0,0<x<L

%

tem solucoes fundamentais

HITX an it
COs

L L

uy(x,t) = X, (x)T, (t) = sen paran =1,2,3,.... (4.4)

Para cada 1, a solucao fundamental (4.4) do problema (4.3)

anit nitx

) —
Uy(x,t) = [cos T | sen 7

& chamada modo normal (ou natural) de vibracao, onda estacionaria ou harmonico

2 )
e 0 seu periodo fundamental na variavel x é igual a ? e é chamado comprimento de

onda do modo normal. Os modos normais de vibracao podem ser vistos como senos

animt
com amplitude variando de forma cossenoidal R, (f) = cos

7+ chamadas frequeéncias naturais da corda. Portanto, neste caso, os periodos

2L
fundamentais da corda sao T,, = - Observe, também, que cada modo normal

uy (x,t) temn — 1 pontos fixos no intervalo 0 < x < L (quais sao?).

com frequéncias
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Ay n=1,t=0 LY n=21t=0
X X
| i~
L L
Ly n=31t=0 Ly n=41t=0
X X
[ —=
3 L UUQ 3\\/
: _ | i An Tt nx . .
Figura 4.1 — Modos naturais de vibracao uy(x, f) = cos —— sen —, paran 1,2,3,4et = 0.

|
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t=0 ¥ t=1L"32a ¥ t=2Lf32a
X x X
| - ] - | -
\_\/2 3:\\/‘ L 2 3 uvl 3'5\/"-
t=3L32a v t=4L32a ¥ t=5L32a
| | | | | . -
I I I I o 1
M :aM. Li4 L2 aLM L \_,A‘H L.M4 L
t=8LMA2a by t=7LM32a b t=8L32a
X x X
| | 1
4 L 4 L/ 4 L 4 4 L
_ _ _ damt 4rx _ L
Figura 4.2 — Modo natural de vibracao ug(x,t) = cos sen —, para f =0
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Combinacdes lineares das solucdes fundamentais sio também solucio (verifiquel),

- - niTx an it
H{I, t:l'= ZC"H"{I,H — Z Cy SEHTEES L

Mas uma solucao deste tipo ndo necessariamente satisfaz a condicio imicial
u(x,0) = f(x), para uma funcio f(x) mais geral. Assim vamos supor que a solugio
do problema de valor inicial e de fronteira é uma série da forma

-~ i nIx anit
H{I, t:l' = Z C"H"{.T, fj = Z Cyp 5en .:IL CiDs £
n—1 n—1

(4.5)

Para satisfazer a condigio inicial u(x,0) = f(x}, temos que ter

nix

flx)=u(x,0) = ”il C, sen T

Esta é a série de Fourier de senos de f(x).
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Assim, pelo Corolario 2.5 na pagina 184,
se a funcao f : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também
seja continua por partes, entao os coeficientes da série sao dados por

n = — / fx}senﬂdx n=123..

Observe que a solucao do problema de valor inicial e de fronteira

. nmx anmt
u(x, t) Z Cn Sen —— c0s —

n=1

2L
para cada x, é peri6dica com relacao a t com periodo fundamental T = — e =+ (0.
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Coeficientes das Séries de Fourier de Funcoes Elementares

L L
filrLL =R -1<c<d<1 | a(fl)=1 [ f(t)cos"a bu(F,L) =T [, (t)sen " a
(0) 1, sete [CL dL] (fc( )'L) = d—c (0) nmtd

fea (t) = { 0, caso contrério an(f9,L) = :Lsens nrd bn(fog L) = — 5z coss e
nmic
1
a0(feg L) = §(d— ) , B
(1) t, sete [CL,dL] (‘11) L) — "(fc,d’ ) =
foq(t)= . a"(fc L) = nrmd
c,d 0, caso contrdrio nred 2 _ (—scoss + sens)
—£ (s sens + coss) e nc
nrmc
2
2 w(f3 L) = 5@ - ) -
510 ={ £, set € |cL,dL] a,.(f‘z’ L) = e .
0, caso contrdrio nnd W (2ssens + (2 —s?) coss)
L° ((s* —2) sens +2s coss) - nre
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=xemplo 4.1, Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas
extremidades, com coeficiente 4 = 2 solta do repouso de forma que o deslocamento
inicial seja dado por

x) = X, se ) < x < 20,
F) =9 40_x se20<x <40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

[ 0%u 921

a2 o2

u(x,0) = (), %(x,m 0,0 < x < 40

u(0,t) =0, u(40,t) =0

3
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A solucao em série é dada por

HiTXx nit
cos ——

40 20

u(x,t) = Z Cy Sen
n=1

em que ¢, sao o0s coeficientes da série de senos de f(x). Usando a tabela na pagina

202, multiplicando por 2 os valores obtemos:

40 nnx
Cyp = Eﬂf f(x)sen( ]dx
— 2 ( " fﬂ,lfl"’ 4{]} ‘|_‘:.I:Ub” Urlle*’ j E'-'IH' {’fl,-"lz 1 4{:};})
S0 nm/2 80 T 80 7T
= 3 (—scoss+sens) o 0S5 R s (—scoss +sens) n/2
160 ( nit os HT e mr) N 80 os nit
— — — n— C
n2m? 2 2 2 HIT 2
16{]5&11%
— ’ H —= 1.,.2;3. . oa

n2 e
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Entretanto coeficientes de indice par sao nulos:
Cop — 0

. 1e0(-1f
21T 2k +1)2m2

Portanto a solucao é dada por

160 & sen &F | hmx nITt
uxt) = 27 "0 70
=
160 & 3 {ErH—ljlfrx (2n 1)t
Tz ”Zﬂ zn+1 PN T T 20
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Figura 4.4 — Solucao, u(x,t), do PVIF do Exemplo 4.1.
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u=1u + cn*sin(n#* *x/L)*cos (n*a* *L /L)

0012 end
0013 plot(x,u)
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