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ORDEM DO DIA

@ MAIS TOPOLOGIA...

© PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

Q EM R?

O EMR3
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COMPACTOS?

E um andlogo ao conceito de intervalos fechados na reta real.

@ Um conjunto fechado ja sabemos o que é.

@ Um conjunto A C IR" é limitado se existe R > 0 tal que
A C Bg(0,0)1.

@ Dizemos que um conjunto A C IR"” é compacto se for limitado e
fechado.?

@ Existe uma definicdo equivalente a essa em R”, que se aplica em
situagcdes bem mais gerais (veja aqui).

@ Exemplos: um intervalo fechado é compacto em IR, a reunido finita
de intervalos fechados (podem ser dijuntos) é compacto.

@ Uma bola fechada em IR? é compacto.

@ é compacto e R? n3o é compacto.

1Bola aberta, centrada na origem e de raio R > 0
2Nosso interesse é em n =2 ou n = 3.
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PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

FUNCOES DEFINIDAS EM COMPACTOS

@ Nosso objetivo é estudar maximos e minimos de fungdes definidas
em conjuntos compactos de R? ou R3.
@ No Célculo | vimos o Teorema de Weierstrass:

Sejam | um intervalo fechado e f: | — IR uma fung¢do continua. Entdo f
assume valor maximo e minimo em |, ou seja, existem xg, x1 € | tais que
f(xo) < f(x) < f(x1), para todo x € I.

@ Para encontrar esses pontos de maximo e minimo global,
procuramos candidatos no interior de /, J = int(l), usando o

TEOREMA (FERMAT)

Sejam J um intervalo aberto e f: J — IR um fung¢do derivdvel. Se xq € J
é ponto de maximo ou minimo local de f entdo f'(xg) = 0.

@ Em seguida comparamos o valor de f nesses candidatos com o valor
de f, na fronteita de /, ou seja, nos extremos de /.

ALEXANDRE LYMBEROPOULOS MAT-2454 - MAXIMOS E MINIMOS EM COMPACTOS




PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

GENERALIZANDO...

O intervalo fechado / é um compacto, pode-se entdo provar a
seguinte generalizagdo do teorema acima:

TEOREMA (WEIERTRASS)

Sejam A C IR" um compacto e f: A — R um fun¢do continua. Entdo f
assume valor maximo e valor minimo em A.

@ A fim de encontrar tais pontos de maximo e minimo, procedemos
como antes: localizamos os candidatos em int(A) e comparamos o
valor de f neles com o valor de f nos pontos de dA.

@ Como vimos anterioremente, os candidatos a maximo ou minimo no
interior de A s3o aqueles pontos onde o gradiente se anula.

@ O contraste é que antes d/ tinha, tipicamente, apenas dois pontos e,
agora, A tem uma quantidade infinita de pontos3.

3Abordaremos o caso em que dA é uma curva ou superficie razoavelmente regular.
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EXEMPLO NO PLANO

Sejam A= {(x,y) € R?: x> +y? <1} e f(x,y) = xy.
Determine, se existirem, os pontos de maximo e minimo de f em A.
O conjunto A é limitado (contido numa bola de raio 2) e fechado
(seu complementar é aberto), portanto é compacto. A fungdo f é
continua em todo o plano, portanto sua restricio a A também o é.

@ Existem pontos de maximo e minimo de f sobre Al Quem s3o?

Tais pontos, se estiverem no interior, devem verificar
Vf(x,y) = (0,0). Nesse caso, o dnico pontos que satisfaz tal
condi¢do é a origem e temos f(0,0) = 0.

A fronteira de A é o circulo unitdrio
A= {(x,y) e R?: x* +y*> =1}.

Como detectar os candidatos em 0A?
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EM R2

METODO 1: PARAMETRIZANDO 0A

@ Neste caso é facil parametrizar a fronteira de A:
y(t) = (cost,sint), t € [0,27].
@ Ao longo da fronteira o valor de f é o mesmo da fungdo
g:[0,271] — R dada por g(t) = (foy)(t) = costsint, que é uma
funcdo continua num intervalo fechado. Calculo 1!
@ Seus candidatos a pontos de maximo e minimo sdo os extremos do
dominimo (0 e 277), além daqueles no interior:
krt

g(t)=0 < cos(2t) =0 < t= T'k €{1,3,57}.
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EM R2

METODO 2: GRADIENTES E CURVAS DE NIVEL

@ a fronteira de A é a curva de nivel 0 da funcdo g: R?2 — RR, dada
por g(x,y) = x> +y%> — 1.,

@ As curvas de nivel de f sdo xy = ¢ (¢ = 0: eixos coordenados;
¢ # 0: hipérboles);

@ O maior valor de f serd aquele dado pela curva de maior nivel que
intercepta JdA:

V(o y1)

FIGURA: Gradientes paralelos nos pontos de maximo e minimo.
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EM R2

CONDICAO NECESSARIA

TEOREMA (MULTIPLICADORES DE LAGRANGE I)

Sejam A C R? um aberto, f: A— R uma funcio diferencidvel em A e
g:R? = R uma funcio de classe C! em A, tal que Vg(x,y) # (0,0),
para todo (x,y) € B = {(x,y) € R%: g(x,y) = 0}. Se (xo,¥0) é um
maximo ou minimo local de f em B, entdo {Vf(xp, y0), Veg(x0,y0)} é
linearmente dependente®.

“Nesse caso temos Vf(xp, vo) = AVg(xo, ¥0) e A é chamado Multiplicador de
Lagrange

@ Este teorema da uma condigcdo necessaria para que um ponto
(x0, ¥0) seja maximo ou minimo local de f, quando restrita a uma
curva, dada como curva de nivel de outra fungdo, em seu dominio.

@ Tipicamente, na nota¢do acima, a funcdo f é chamada funcdo
objetivo e a curva de nivel g71(0) é chamada restricdo.
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EXEMPLOS

. N . 2 .
@ Determine a reta tangente 2 elipse x2 + VT =1 que, junto com os
eixos coordenados, forma um tridngulo de drea minima.

@ Determine o ponto da curva xy = 1 mais préximo da origem.

@ Determine, caso existam, os valores maximo e minimo de
f(x,y) =y + x3, sobre a curva y — x3 = 0.

o Idem para f(x,y) = x? 4 y? — 2xy, sobre a curva x> +y? = 1.

@ Um pouco de 3lgebra linear: Seja Q: R?2 — R dada por

Qix,y) =[x ] {Z lc)] [ﬂ Mostre que os valores maximos e

minimos de Q sobre o circulo x2 + y2 = 1 s3o exatamente os

b
autovetores unitdrios associados a cada um desses autovalores.

. la b . .
autovalores da matriz [ c} e que tais valores s3o atingidos nos
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EM R3

TRES VARIAVEIS, COM UMA RESTRICAO

@ Agora vamos encontrar uma condi¢cdo necessdria para que um ponto
(x0, Y0, 20) seja maximo ou minimo local de uma func¢io
f: ACIR3 — R sobre uma superficie de nivel.

@ Como no caso anterior, olhando para as superficies de nivel de f,
concluimos que o gradiente da fun¢3o objetivo deve ser paralelo ao
gradiente da restrigdo.

@ Exemplo: determinar os pontos do elipsoide x2 + 2y2 + 322 =1,

cuja soma das coordenadas é maxima®.

“
7 cresce

ﬁ, 20)
(0r 01 20)

4tem soluc3o, pois o elipsoide é compacto e f(x,y,z) = x+y+ z é continua

ALEXANDRE LYMBEROPOULOS MAT-2454 - MAXIMOS E MINIMOS EM COMPACTOS



EM R3

CONDICAO NECESSARIA — UMA RESTRICAO

TEOREMA (MULTIPLICADORES DE LAGRANGE II)

Sejam A C R3 um aberto, f: A— R uma funcdo diferencidvel em A e

g:R3 = R uma funcdo de classe C' em A, tal que Vg(x,y,z) # (0,0,0),
para todo (x,y,z) € B={(x,y,z) € R%: g(x,y,2z) =0}. Se (x0,y0.20) é
um mdximo ou minimo local de f em B, entdo {Vf(xp, y0,20), V& (x0, 0. 20) }
€ linearmente dependente®.

?Novamente temos, como antes, Vf(xo, y0,20) = AVg(x0, y0,20)-

@ Este teorema da uma condigc3o necessaria para que um ponto
(x0, ¥0) seja maximo ou minimo local de f, quando restrita a uma
superficie, dada como superficie de nivel de outra fungdo, em seu
dominio.

@ Na notagdo acima, e como antes, a fungcdo f é chamada fungdo
objetivo e a superficie de nivel g71(0) é chamada restricdo.
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EM R3

EXEMPLOS

Verifique se cada um dos problemas abaixo tem solu¢do. Resolva-os em
caso afirmativo.
@ Dentre os pontos da superficie xyz = 1, determinar o ponto no
primeiro octante mais préximo da origem.
@ Determinar, dentre todos os paralelepipedos retos de volume V
fixado, aquele de drea maxima.
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EM R3

TRES VARIAVEIS, COM DUAS RESTRICOES

@ Agora vamos encontrar uma condi¢c3o necessaria para que um ponto
(x0. Y0, 20) seja mdximo ou minimo local de uma fung¢3o
f: ACRR3 — R sobre a intersecio de duas superficies de nivel®.

@ Em analogia, olhando para as superficies de nivel de f, concluimos
que o gradiente da fung¢do objetivo deve linearmente dependente dos
gradientes das fun¢bes que definem as restrigdes.

Exemplo: Justifique a existéncia
e determine o valor maximo de
f(x,y,z) = 2z, sujeito as res-
trices

x2+y2—|—z2:1ex—|—y—z:0.

5Tipicamente uma curva em RR3.
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EM R3

CONDICAO NECESSARIA — DUAS RESTRICOES

TEOREMA (MULTIPLICADORES DE LAGRANGE III)

Sejam A C R3 um aberto, f: A— R uma funcdo diferencidvel em A e

g h: R® = R funcbes de classe C* em A, tal que {Vg(x,y,z),Vh(x,y,z)} é
linearmente independente, para todo

(x,y,z) € B= {(X,y,z) € R3: g(x,y,z) = h(X,y,z)O}. Se (x0, Y0, 20) € um
mdximo ou minimo local de f em B, entdo

{Vf(x0,¥0.20), Vg(x0. ¥0,20), Vh(x0, ¥0. 20) } € linearmente dependente?.

?Neste caso temos Vf(xo, ¥0,20) = AVg(xo0, yo,20) + #Vg(xo, o, 20)-

Na notagdo acima, e como antes, a fun¢do f é chamada funcdo objetivo
e o conjunto g~ 1(0) N h~1(0)® é chamada restricio.

%0 teorema da funcio implicita garante que, numa vizinhanca de X0,Y,20), é uma
curva regular
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EM R3

EXEMPLOS

@ Verifique por que existe, dentre todos os pontos comuns ao
semi-espaco x + y +z > 0 e a bola x2 + y? 4+ z2 < 4 pelo menos
um em que a temperatura, dada por T(x,y, z) = 100x°yz, é
maxima. Determine tais pontos.
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