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0 QUE E PLASTICIDADE E ENCRUAMENTO?

*Plasticidade e encruamento sdo fendmenos
associados tipicamente a resposta de
materiais metdlicos, identificados nos
grdaficos da relagcdo tensdo-deformagdo
obtidos em ensaios experimentais de tragdo
ou compressdo uniaxial. Ambos os
fendbmenos se manifestam para além do
regime eldstico. A plasticidade se
caracteriza pelo aparecimento de
deformagdes irrecuperdveis, ou
permanentes, enquanto que o encruamento
fica evidenciado pelo ganho de resisténcia
com o crescimento da deformacgdo.
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RELACAQ CONSTITUTIVA ELASTOPLASTICA

UNIDIMENSIONAL

A versdo unidimensional do modelo matemdtico que descreve a relagdo constitutiva
de um meio elastopldstico é de formulagdo mais simples e permite evidenciar

aspectos conceituais importantes para a compreensdo da modelagem bi e /ou
tridimensional.

Nos modelos elastopldsticos é necessdrio

o N conhecer a ‘histéria prévia’ da deformagdo
pldstica para se determinar a intensidade de
Y tensdo correspondente a certa intensidade de
deformagdo
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POLIIs=

| RELACAO CONSTITUTIVA PARA
ELASTOPLASTICIDADE PERFEITA

No regime elastopléstico: a deformacao total é sempre composta de

uma parcela elastica e outra plastica.

0- /\ V4 " €
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POLIIE
MODELO NAO LINEAR

Carregamento pldstico Descarregamento eldstico

*Corresponde a acréscimos imediatos, de  *Corresponde a niveis de deformagdo

deformagdo pldsticq, pldstica constante.
*O material continuard em processo de *O descarregamento vird acompanhado
escoamento, com aumento da de recuperacdo eldstica.

deformagdo pldstica.

E importante que o modelo matematico inclua essas possibilidades
de modo a registrar corretamente a historia de deformacao plastica.

Nesse sentido, € necessario exprimir a relacao constitutiva em
termos de variac¢oes (infinitesimais) de tensao e deformacao:
do = E de€ = E(ds — de&P)
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PROBLEMA 3D

A decomposigdo aditiva do tensor de deformagdes totais em g= g€ + gP ( &, = a; + z—,‘é’

uma parcela elastica e em outra plastica '

Lei constitutiva o=C(c—¢P)

O critério de plastificacdo f(q. O'y) = q — 0, (P) q: tensdo equivalente

A lei de evolucdo das deformagdes pldsticas, ou lei de éP = Ar(o,p) r um tensor que estabelece a
plastificacdo, “direcdo” do fluxo plastico

O encruamento fica descrito pela lei de evolucao adotada : -

para &P P ¢ eP = Ah(o,&P) h é um vetor que determina

uma “direcao” para o vetor

) de encruamento
A € um escalar que fica determinado a partir das condicoes

gerais de complementaridade e de consisténcia, 1>0/|/s011fA4=0



POLIs
LEI CONSTITUTIVA

Para pequenas deformagdes, o tensor de deformagdes
pode ser decomposto de forma aditiva como, _ 011 T 032 + 033

B - cP
Ey = &1 T &2 T £33

O tensor de tensdes é dado por,

Okk
{‘TL‘? = S-ij -+ ?(51_}
o =D(e—¢eP)=2Ge; + Kejl
Tk
Sij — Oij ?6” — 045 — IJ(S.I;'
_ E = E
3(1 — 2v) 2(1+v) [311 S12 513 011 012 013 [P 0 U-I [011 —p 012 013 -‘

S31 S32 533 031 032 033

[321 522 523} = {-’721 22 023}



POLIIE=
FUNCAO DE ESCOAMENTO

f(q,9y) =@_ gy (&P)

Vimos que 0 escoamento em uma barra ocorre quando a tensao causada pela carga real atinge o limite de
tensédo do material. A correlagao da tensao real com a tensao de escoamento é direta neste caso,
porque ambas sao uniaxiais. Mas como podemos correlacionar o estado de tensao triaxial em um
componente - cuja resisténcia do material € medida em testes uniaxiais - para avaliar a tendéncia de
escoamento?

Postulamos algum atributo do estado de tensdes para definir esse estado como um todo — um atributo como a
tensdo maxima ou a energia especifica - €, em seguida, comparamos os valores desse atributo para o estado
triaxial fornecido com o teste uniaxial. Este postulado é o critério de escoamento baseado no atributo
especifico selecionado; s6 € uma teoria Util se suas previsdes forem confirmadas por experimento.




POLIIs=

Uma superficie de escoamento € a fronteira
entre o regime elastico e o plastico.

Caso unidimensional

c=0 | Elastico % Plastico o©
| >
%
No caso unidimensional, a tens&o equivalente é |o|. A regido ™.,
eldstica é uma linha e a superficie de escoamento é um ponto. .
o= O



Para 3D, a tensdo equivalente é uma combinagdo dos principais po LI U\IDI:

valores de tensdo. A regido eldstica agora é definida por uma
superficie.

Von Mises yield surface ,
p

I
& — _
/0 =0y =04

]
'--..._.I__- ) )
!nr—plane (deviatoric plane)
- ﬂ'l + ﬂ':_}_ + (T3 = D



POLIIs=

POR EXEMPLO, VON MISES! {,}»

: o 1
Energia de deformacao, U=y o161 + 058, + 0385]

por unidade de volume

|
Relagdo tensdo-deformagdo € = — [0 — v(oy +02)]
(Lei de Hooke) 1 - .
€y = —|oy —v(oy +07)
. E L . .
| _
€. = z 0, — v(oy +0y) |

LI 5 S S 3
=5 [f:r] + 05 + 03 — 2v(0102 + 0203 +6361)]
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i POLIS e

u = 5F [crf + crg + ar% — 2v(0102 + 0203 + ﬁzﬂ'l)]

Energia volumétrica (obtida substituindo oy, 0,, 05 por
Om),

_ 3oy
- 2F
=2y

iy — F (012 + 022 + 032 + 20107 + 20003 + 2030'1)

(1 —2v)

iy

Energia desviadora,

1+v [(al - 02)2 + (0p — 03)2 + (03 — 01)2]

Ug = U — Uy =

3E 2
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POLIIs=

1 4+v [(01 — 02)* + (02 — 03)° + (03 —01)2}
Ug = U — U, =

3E 2

Energia de deformacao desviadora em ensaio de

_ L+ ¢2  tragdo uniaxial:
Ug = 3_E y o
g =5,e0,=03=0- Om ==

1/2

|:(01 — 02)* + (03 — 03)” + (03 — 01)2]
2

@ Tensdo equivalente de von Mises.

L [wl — 02)? + (02 — 03)% + (03 — 61)2]1/2

i
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POLIpe

01 A  \on Mises
Yield Surface .

Tresca
Yield Surface

g3

™~ gr-plane
(Deviatoric Plane)
oy +o2+o03=0
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RESPOSTA EXPERIMENT

Fig. 13. Yield-surface sections for an iso-
tropic material: (a) in the ‘m-plane’ con-
sisting of the diagonal deviatoric stresses
(whether principal or not); (b) in a subspace
spanned by any two shears; and (c) in a
space of two normal stresses, assuming the
third one to be zero.

AL X MODELG

823J3

POLIIs=

Um material
isotropico tem a
superficie de
escoamento
entre Tresca e
von Mises.



T=]H] 5P
LEI DE ESCOAMENTO PLASTICO

Relaciona os incrementos de deformagdo pldstica com os incrementos de tensdo, depois do

inicio da plasticidade.
&P = Ar(o,p)

Para que a lei & = C(& — €P) = C®P £ resulte em um tensor C¢P simétrico, I ndo pode ser
arbitrdrio. A simetria é obtida quando r =f; e a adogéo desta hipétese denomina-se
associatividade. A associatividade também implica na chamada regra da normalidade, pois o
tensor taxa de deformacgdo pldstica passa a ter a dire¢do da normal a superficie de

plastificagdo

r=fr - &P = Afr



POLIs
LEI DE ENCRUAMENTO

Kinematic Hardening Isotropic Hardening
o3 o3

Current yield surface

N
Current yield surface

-

Initial yield *
3 surface -~
o, [Initial yield surface o1 S .-

Lei de encruamento associativa, por deformagdo pldsica acumulada:

«

. . 2

& = jh(o,&") = |3 €”]
N




POLI[IE:
INFLUENCIA DO ENCRUAMENTO NA FLAMBAGEM@

Aluminium tubes impacted against a rigid wall

| # E=2,2kJ, (b) V,=5m/s ... (e) V,=100m/s




LISP
VON MISES COM ENCRUAMENTO ISOTROPO {,}»

Lei linear eldstica,
G = C(é — &P) = CP¢

Fungdo de escoamento,

tensdo equivalente de von Mises: q = /3]
f(o,€) = /3], — 0y, (EP) i
Lei de evolugdo pldstica associativa, Lei de encruamento associativa,
[ N
_ : . |3 s : 2 :
EP=)AN =1 |=— P = |=||EP|| = A
J2Tisl XE




€ _ _etrial
E-n+1 o E-n+1
__ trial
On+1 =01
—p __ =ptrial
“n+1~ “n+1l
trial

Ty n+1 = Uu n+1 — Tyn,
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Ae =€,y — €

getrial = g€ 4 Ae

=p trial __ - trial =P —
C;‘?‘:—I—I p :> Ty n+1 _Jy(:n) = Oy

tual Df’ e trial

n,-i-l o n+1
trld.l e trial trial __ e trial
n+1 =2G €4 n+1: Pn+1 = K Ey n+1

fF(onss 0y,) 0

Sim Ndo

En—}—l — E'n—f-l
—F' _I_ Aa

=P

n—{—l

_ =p V3 J2(8n41) —

\.-r.‘.

POLIIs=

3 Spq

— Ay = ———
| 2 ||5n+1||

=
(}‘u( n-|-1) U
for &5, 4, &, 4 and A~ and where

Sn+1 = Snt+1(en41) = 2G devle;, 44|
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LSP
VON MISES — FASE DE CORRECAO

€ e trial
— trial
€ n+1 € n+1 Pn+1 = p”l_l'_"1

etrial A~ 3 Sn+1

. 3 s
€ — _ gtrial N n+1
Ea’ n+1 Ed n+1 Sp+1 = n+1 - A ) 2G a m
= n+
o1
2
- updated
yield surface V3p
3 Ay 2G Cinl -
a g ” Sn41 = Sn-l—l
~“n
+1 initial
yield surface

g trial

Sn+: : 5 i
n+1 n+1 Tensoes desviadoras e de

H3n+1H H H_}_lll” tentativa sdo colineares!




Sn+1
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_ s L3 A6
‘ S;il;ll?ill ‘ 2 S-n-l-l”

3 Ay 2G

trial

S
2 [|striaf) )

A’-‘f :_]l (—'r

. r‘rIml b”+1'
f”—|—1

Jtrial

trial _ trial
An+1 = \/3]2(Sn+1

= S

POLI

trial
n—+1

M+]

T-plane

updated surface —/
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(1) Elastic predictor. Given Ae and the state variables at t,,, evaluate the elastic trial state

egtiel .— g2 4+ Ae

=ptrial ,__ =p

“n+1
trial ,__ - _etrial trial ,__ o e trial
n4+1 -— I"‘- “wv n+1 Sr?+1 = 20 Eq 141

" i
trial ./

3 gtrial . gtrial
Unt1 -= 'V{ 3 Sntl Snyl

(i1) Check plastic admissibility
trial —p trialy _-
IF ulnl-li-11 _ nyli,: it—;i1 J i 0
THEN set  (+)ns1:= (-} and EXIT
(i11) Return mapping. Solve the equation

f(Ay) =g —3G Ay — 0y, (8h + Aq) =0

for A~ using the Newton—Raphson method — GOTO Box 7.4 — and update the state

variables |
. trial, q —— 1 Aﬂf d{j qtl‘j‘.u.]
P41 = Pt D4l = — ——— | 8u+i
rirn+l
fTr1+1 L= S”-FI +IJH—|‘—1 I
. = o 1l .etrial
€nt+1 =355 Snt1+ 3 evntid
gl = gt 4+ Axy
(iv) EXIT
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POLIIs=

EXEMPLO {,}»

Lei constitutiva

vl 1
3 | EK/(E + K)
\vARE K=1
E =100
1
v \ Plasticidade de von Mises com

b F N encruamento linear:

— — ‘P)<
Considere: / 3/ (0}0 +Ke” )< 0

Deformacao plana
v=03et=1



POLIIs=

N4

Deformagdo plang,

o = D¢
o, = 1-v v 0 g,
] = 1- 0
o, (1+v)(l—2v) 1% 1% e &, ¢
Ty 0 0 ; Yy |
o, :_é(o-x +Gy)



POLIIs=

Funcoes de interpolacao:

h(r,s)=@1-r-s)
hZ(r’S):r U(r,S)Z(l—r—S)u1+ru2+Su3
hs(hs):S X(r’s’):(l—"—S)X1+rX2+s.x3
u' =[u u, u, v, v, V] ou
OX
¢=Bu o @
-1 1. 0 0 0 O = oy
i ou oV
Pt 6y+ax
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. POLIISE

Deslocamentos ndo nulos: U; =U, =0,052

0 )
Deformacao: o — 0
| -0,052,

Estado de tentativa: o passo é elastico

0 Tensao de tentativa:
trial _p,trial 0
8:? - B O 81p - :O trial e trial
~0,052 o, =D& =0
—2
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POLIIs=

Para nosso exemplo trial trial
em particular: o, =39
o 3 wiatia 3
3] ;rlal _ > SitjrlaISitjrlaI —"4=6
2 2

|/ =6 = (3+1x0) = =0,5505 < 0




int

O — |

O —

B¢ drds =

£ = pint _pexf — O

Reagdes

ext

POLIIs=

9




F=2 pDLI Llf)p

Deslocamentos néo nulos: u; =u, =0,104
(0 ) (0 )
Deformagio: &= 0 Ae,=| 0
. —0,104 ) | —0,052
Estado de tentativa: o passo é eldstico
0 0 0
esfal g ihe,=| 0 |+ O |=| O g™ =0
~0,052) |-0,052) (-0,104

Tensdo de tentativa:




‘f”’"’/=\/ﬂ—(3+1xo)=1,8989>0 pOLI LISP

Fase de corregdo:

S 1.8989 100
Ay = = =0,0163 G= = — 38,4615
"T3GTK  3x384615+1 20v+1) 2(03+1)

£/ =0,0163

Ay3G - 0,0163x3x38,4615

0

0
82: O :GZ

—2,4629




(0 Y ( 0 pOLl Llép

.1 1
g =—s= 0 |=| 0
2G~  2x38,4615
(-2,4629) | -0,032,

0 NY( 0 N ( 0 )

& =¢-&= 0 |-| 0 |=]| O
(-0,104) |-0,032) |-0,072,

4 0 \ (0)

1,23145 2

L p™ = 8

05 1,23145

~1,23145 | oo 0
| 1,23145 0/



(0
—0,76855
0

0
0
N 0

\

y

POLIIs=

9




1,23145

1

Proximo passo...

0,052
0,104

€=-0,104

POLIIs=

pint=1,23145

T~ Lei

constitutiva

* 0=-2,4629




>
o
|

(0
0,76855
0

o O O

\

Deformacao:

A&y,

(0
= 0

\

| —0,03996

‘ Auy = Al =0,03996

Deslocamentos ndo nulos:

(0
0
| —0,14396 |

POLIIs=

N4




POLIIs=

Estado de tentativa: o passo é eldstico

( 0 0 ( 0
e,trial _ e P .
&5 —822 —821 = 0 + 0 = 0
(—0,14396 ) (0,072 (-0,07196
Tensdo de tentativa: / O \
trial e,trial __ _ _
o, =D& " = 0 gs}j“a's}j”a' :27,6613:11,492

\—2,7679,

‘ £ = 11,492 — (34 1x0,0163) = 0,37369 > 0




Fase d corrsdo POLIp e

£ 0.37369

Ay = =
3G+ K 3x38,4615+1

=0,003211

52 =0,0163+0,003211803 =0,0195108

0
) | 1-A73G | yrial _ (1_ 0,003211x3x38,4615] )
V335 V11492 |- 2,7679

[ 0 \
So = 0 =09
| —2,46538 |



)
_ 1-r1
p™ = | jBTawhds:
00
\

0 A
1,23269
—1,23269
1,23269
—1,23269

1,23269

Reagdes de
apoio

(0)

POLIpe




POLIs
MATRIZ TANGENTE

fim(ll)
A
ff?itf
————71K
2 (D
| : I - 1(0)
- | |
n
- | I |
L |
] |
U W l >
ll(;?}r;: u, uﬂ}l ] ufl, cer Wy u

8 u(l) 8 u(?‘b
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LIS5P
EXERCICIOS

*Deduza a matriz tangente para o modelo linear de plasticidade de von Mises

- A~ 6G? o AA 1 _ _
DCP o D‘- _ - I( 4+ (;(7!2( _ _ ) N': ;R N
q}:—t—all l q}alj—zlf 3G + H nH el
| A~ 3G
=2G (] ~_trial ) la
qn—{—l
e =t L YN o Nop + KT T
D _1— i — - 1 < ' \ ) .
grel 3G H )T

*Faca um programa que resolva uma viga elastopldstica, por von Mises, utilizando a
matriz tangente consistente com método de Newton Raphson. Utilize elemento &
tensdo plana com condi¢cdes de contorno e carregamento nodais definidas pelo
usudrio. Vocé pode, se facilitar, definir constante o nimero de elementos na
horizontal e vertical, para discretizagdo. Seu programa deve apresentar os
deslocamentos nodais e, para cada elemento, gerar tensées, deformagoes,
deformacdo pldstica equivalente. Para validar seu programa, compare sua resposta
com a de um software comercial.



Von Mises POLIE

ANALITICO ALGORITMICO
G=D:é o, =6(Er &0t
- ; =0=4
4=0=y P=0= A o= 261, +[K-2G 1@ |¢
6=D:(é6-/N) D- oo 3
- e trial
N :% agn+1
oo
1 6G*
Dcomzze{u—gl ® |}+3C;+K NON+K(I®I)
Ay3G 1 A 1 _ _
Dalg :ZGEl_ g):rial j[u _§I ® I}+662(¢tr7i;l B 3G + KJNnJrl@ N+ K(I ® I)
(|®|)ijk|=5ij5k| N gl gotme
1 n+l Strial - 8e,trial

n+1 n+1

I4ijk| = §(5ik5j| +5i|5jk)



FIM DAS AULAS DE PLASTICIDADE [Eptasmemmery

2D até dia 21/11.
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