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NOMENCLATURA P4 ACOI\JUNTOSLMJR‘Z

ABERTOS, FECHADOS...

@ Dizemos que um conjunto A C R? é aberto se para todo ponto
(x0, ¥0) € A existe um r > 0 tal que

Br(x0.y0) = {(x,¥) € R®: ||(x,y) = (x0.y0)| < r} C A.

O conjunto B, (xp, yo) é chamado bola aberta de centro (xg, yp) e
raio r. A definicdo de um conjunto aberto em R” é anidloga.

@ Exemplos: bolas abertas s3o abertos, o vazio é aberto e R? & aberto.

@ Dizemos que um conjunto é fechado se seu complementar em R? é
aberto.

@ Exemplos: o vazio e o IR? sdo fechados (tinicos simultaneamente
abertos e fechados).
@ Um ponto (xg,yp) € AC IR2 é ponto interior se existe uma bola

centrada em (xg, yg) inteiramente contida em A. Todos os pontos
de um aberto s3o interiores.
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NOMENCLATURA P4 ACOI\JUNTOSLMJR‘Z

INTERIOR, FECHO, FRONTEIRA...

@ O interior de A, denotado por int(A) ou A é conjunto de todos os
pontos interiores de A, ou ainda, o “maior” aberto contido em A.

@ O fecho de A é o menor conjunto fechado que contém A, denotado
por A.
A fronteira de A é o conjunto A = A\ A.

°

o Observacdo: A ¢ aberto se e s6 se A= Ae Aéfechado se e s6 se
A=A.

@ Exemplos:

FAcCIL: Determine interior, fecho e fronteira de um disco fechado, de raio
1 e centro na origem.

MEDIO: Determine o interior, fecho e fronteira de Q x Q C R2.

DIFiCIL: Determine interior, fecho e fronteira em R? de (x,0),
x € R\ Q.

ESTRANHO: Determine interior, fecho e fronteira de @ e de R2.
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PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

DE NOVO?

Sim! Sé que agora para fungdes em vdrias variaveis.

O objetivo é fazer uma teoria andloga a vista em Calculo |, onde

estudamos maximos e minimos de fun¢des definidas em intervalos
abertos (que sdo um tipo de conjunto aberto em IR) e depois em
intervalos fechados (um tipo de fechado! em R).

@ Se f: ACRR" — R é uma fungdo dizemos como antes que (xg, ¥o)
é ponto de maximo de f se

f(x,y) < f(x0,y), para todo (x,y) € A.

@ Analogamente, (xp, yo) é ponto de minimo de f se
f(x,y) > f(x0,y0), para todo (x,y) € A.

@ Ainda, (xg, o) é ponto de maximo local de f se existe B,(xg, yo),
r >0, tal que f(x,y) < f(xo, ¥0), para todo (x,y) € B, (x0, 0)-

A definicdo de minimo local é andloga.

Iha verdade é mais que isso: é um compacto, veremos depois.
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PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

EXEMPLOS

@ A origem é ponto de minimo de f(x, y) = x* + y°.

@ Sejam A = {(x,y) ER2:x,y>0,y>x,x+y<3ef:A=R,
dada por f(x,y) = 2x — y. Vamos usar as curvas de nivel de f, que
sdo retas da forma y = 2x — ¢, para estudar maximos e minimos.
Nos pontos do interior de A a direcao de crescimento maximo é a do
gradiente, Vf(x,y) = (2, —1) (ortogonal as curvas de nivel).

O ponto de A que pertence
a curva de maior nivel é o
méaximo, a saber (3/2,3/2).
Analogamente, o menor nivel é
atingido no ponto (0, 3).

Analiticamente,
f(x,y) =f(0,3) =2x =y +3=3x+(3—-x—y)>0e
f(x,y) —f(3/2,3/2) =2x —y —3/2=—(3/2—x) — (y —x) <0.
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PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

MAIS UM?

@ Seja f: R2 — R dada por
X2+y2+1, sex?+y?<4
flxy) = 2_ 2 2., .2 :
6—x“—y°, sex‘+y >4
@ O gréficode f é

@ Vemos que (0,0) é minimo local, todo ponto da circunferéncia
2 2 g . ~ o
x“ + y< =4 é maximo (global) de f e ndo ha minimo global.
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PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

PONTOS CRITICOS

@ Vamos estabelecer uma condicdo necessaria para um ponto ser
maximo ou minimo local de f.

@ Seja f: AC RR? — R. Um ponto (xg, y) € int(A) é um ponto
critico de f se Vf(xp, yo) = 0.

TEOREMA

Sejam f: A C R? — R um funco e (xg, yg) € int(A) um ponto onde
Vf(xo, yo) existe. Se (xg, yo) € ponto de maximo ou minimo local de f
entdo Vf(xg, vo) = (0,0).

DEMONSTRACAO:

| \

Basta compor f com curvas paralelas aos eixos coordenados. Detalhes
serdo feitos na aula. O

@ Exercicio: compare os pontos criticos de f(x,y) = x2+y2e
f(x,y) = x2 — y2, quanto a serem maximo ou minimo local.
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PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

CRITERIOS DE CLASSIFICACAO DE PONTOS CRITICOS

@ Se f é de classe C2, é facil verificar a validade do

Sejam f: A C R? — R um fungo de classe C? e (xg, yo) € int(A) um
ponto de maximo local de f. Entdo, além de Vf(xg, yo) = (0,0), temos
fux (%0, ¥0) < 0 e fyy(x0,¥0) < 0.

Vocé pode inferir a condicdo andloga para pontos de minimos locais.

@ Estude a funcio f(x,y) = x3 4+ y3 — 3x — 3y quanto a maximos e
minimos locais.

@ Repita para f(x,y) = x2 4+ y2 — 3xy e conclua que a condic3o do
teorema acima ndo é suficiente. Por que?
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PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

HESSIANO - UMA CONDICAO “SUFICIENTE”

@ Definimos o determinante Hessiano, ou simplesmente Hessiano, de
uma funcdo que admite todas as derivadas de segunda ordem como

_ fxx(xv)/) ny(X,y)
Hrler) =4t | ey iyl

@ Se f é de classe C? a matriz acima é simétrica e portanto
diagonalizével. Com isso obtemos? o

TEOREMA

Sejam f: A C R? — R um funcio de classe C? e (xo, yo) € int(A) um ponto
critico de f. Entdo

Q Se fix(x0,¥0) > 0 e He(x0, yo) > 0 entdo (xo, yo) € ponto de minimo
local de f.

©Q Se fix(x0,y0) < 0 e Hr(x0, y0) > 0 entdo (xo, yo) € ponto de maximo
local de f.

© Se Hr(x0, y0) < 0 entdo (xp, yo) € ponto de sela de f.

2Veja a demonstracio aqui
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PONTOS DE MAXIMO, MINIMO OU CRITICOS

EXEMPLOS E CONSIDERACOES FINAIS

o Volte para a fungdes f(x,y) = x3 +y3 —3x -3y e
f(x,y) = x? + y? — 3xy e utilize o teorema anterior para estudar os
pontos criticos.

@ Idem para as funcdes f(x,y) = x* +y* e f(x,y) = x> + y°.

@ Construa uma caixa com o menor custo, com forma de

paralelepipedo e sem tampa, com volume de 1 m3, sabendo que o
material das laterais custa o triplo do utilizado no fundo.
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PONTOS DEM

Até a proxima aulal

lymber@ime.usp.br

BEROPOULOS 2454 - MAXIMOS E MINIMOS EM A



	Nomenclatura para conjuntos em R2
	Pontos de Máximo, Mínimo ou Críticos

