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Programação em Pythom para físicos: 
Integração: Integral Multipla e Derivada 



Integração Múltipla 
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onde	wi	e	xi	serão	calculados	pela	
função	gausswxab(N,a,b).	
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onde	wj	e	yj	serão	calculados	pela	
função	gausswxab(N,c,d).	

Observação:	a	quantidade	de	pontos	no	eixo	x	e	y	não	precisam	ser	iguais.	



Exemplo 1: 
Calcular a força gravitacional (dada pela expressão abaixo) entre um 
objeto pontual de 1kg a uma distância z de uma placa quadrada de 
densidade uniforme (σ) com espessura desprezível, lado de 10m e 
massa 100kg. Ver figura abaixo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considere G= 6.674 x 10-11 m3/kg s2. Varie z entre 0 a 30 m e use a 
quadratura Gaussiana com 100 pontos para calcular a integral. 
Faça o gráfico da força gravitacional variando com a distância z do 
objeto a placa. 

F (z) = G�z

Z Z L/2

�L/2

1

(x2 + y2 + z2)3/2
dxdy

<latexit sha1_base64="ZTxUXDM49xR0ptt+CkXFLbizw9c="></latexit><latexit sha1_base64="ZTxUXDM49xR0ptt+CkXFLbizw9c="></latexit><latexit sha1_base64="ZTxUXDM49xR0ptt+CkXFLbizw9c="></latexit><latexit sha1_base64="ZTxUXDM49xR0ptt+CkXFLbizw9c="></latexit>



Programa Parte	dos	cálculos	

Parte	gráfica	

Resultados	





Primeira Derivada 
•  O método de diferenças finitas no ponto central usa 

a definição de derivada considerando δx um valor 
muito pequeno, mas finito. 

•  Cuidado	com	a	precisão	numérica	como	discutido	antes.	
A	 sugestão	 é	 de	 no	 mínimo	 Δx=	 10-8	 na	 derivada	 para	
frente	e	para	trás	e	Δx=	10-10	no	ponto	central.	
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Derivada	para	frente	 Derivada	para	trás	



Seconda Derivada 
•  Aplica-se o método de diferenças finitas 2 

vezes. 
d2f
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Derivada Parcial 
•  Aplica-se o método de diferenças finitas em uma 

das variáveis  enquanto mantem-se a outra 
constante. 

@f(x, y)
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@2f(x, y)

@x@y
' f(x+, y+)� f(x+, y�)� f(x�, y+) + f(x�, y�)
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onde x+ = x+�x/2; x� = x��x/2;

y+ = y +�y/2; y� = y ��y/2;
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Derivada de dados com ruído 
•  Cuidado quando derivar dados com ruídos. 
Exemplo	de	dados	com	ruído	 Derivada	dos	dados	exemplificado	



Derivada de dados com ruído 

•  Para melhorar a derivada de dados com ruídos: 
 
1)  Aumentar o δx; 
2)  Ajustar uma curva próximo ao ponto da 

derivada; 
3)  Suavizar antes de aplicar a derivada. 



Exemplo 2: 
Processamento de imagem: considere que a luz que incide 
(  ) sobre uma superfície com vetor normal (  ) como mostra 
a figura abaixo. Calcule a intensidade da luz para os 
arquivos stm.txt in intervalo entre os pontos de 2.5 e 
altitute.txt com 30 km; para Φ= 45o e 15o faça os gráficos 
das imagens sem a luz e com a luz nestes 2 ângulos. 
 v	

a	

~v = (@z/@x, @z/@y, 1) onde z = h(x, y)
<latexit sha1_base64="8NOdIJJCvbOWlmGJL66kkIothRI="></latexit><latexit sha1_base64="8NOdIJJCvbOWlmGJL66kkIothRI="></latexit><latexit sha1_base64="8NOdIJJCvbOWlmGJL66kkIothRI="></latexit><latexit sha1_base64="8NOdIJJCvbOWlmGJL66kkIothRI="></latexit>

~a = (cos�, sen�, 0)
<latexit sha1_base64="4sQTiVfZ61YZ0mJTeix47Q3kJFc="></latexit><latexit sha1_base64="4sQTiVfZ61YZ0mJTeix47Q3kJFc="></latexit><latexit sha1_base64="4sQTiVfZ61YZ0mJTeix47Q3kJFc="></latexit><latexit sha1_base64="4sQTiVfZ61YZ0mJTeix47Q3kJFc="></latexit>

~a
<latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit><latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit><latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit><latexit sha1_base64="G30nvnJkyKBlKcCymNnrqTxJgV4=">AAACtXicjVLLSgMxFD0dX7VWrWs3g0VwVTJudCnowmUF+4BaZCZNa+y8TDJCKf6AWz9O/AP9C2/iCGoRzTAzJ+fec5KbmyiPpTaMvVS8peWV1bXqem2jXtvc2m7UuzorFBcdnsWZ6kehFrFMRcdIE4t+rkSYRLHoRdNTG+/dC6Vlll6aWS6GSThJ5Vjy0BDVvm40WYu54S+CoARNlCNrPOMKI2TgKJBAIIUhHCOEpmeAAAw5cUPMiVOEpIsLPKBG2oKyBGWExE7pO6HZoGRTmltP7dScVonpVaT0sU+ajPIUYbua7+KFc7bsb95z52n3NqN/VHolxBrcEPuX7jPzvzpbi8EYx64GSTXljrHV8dKlcKdid+5/qcqQQ06cxSOKK8LcKT/P2Xca7Wq3Zxu6+KvLtKyd8zK3wJvdJfU3+NnNRdA9bAWsFVwwVLGLPRxQG49wgnO00SHLER7x5J15t97dxz3wKuWF2MG34el34YWM3A==</latexit><latexit sha1_base64="3aINbN0d3qCnc5U1IiIbUz6gynE="></latexit><latexit sha1_base64="3aINbN0d3qCnc5U1IiIbUz6gynE="></latexit><latexit sha1_base64="KeU0KYb3TcYf84tuDXFD98rnEd4="></latexit><latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit><latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit><latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit><latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit><latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit><latexit sha1_base64="kibbSdIyXm+tWVNoBBynzlDTgXo="></latexit>

~v
<latexit sha1_base64="ljb+Qizcm93BueJzuJ8Uz3Cyl34="></latexit><latexit sha1_base64="ljb+Qizcm93BueJzuJ8Uz3Cyl34="></latexit><latexit sha1_base64="ljb+Qizcm93BueJzuJ8Uz3Cyl34="></latexit><latexit sha1_base64="ljb+Qizcm93BueJzuJ8Uz3Cyl34="></latexit>

I = acos✓ =
~a · ~v
v

= �
 
cos�(@z/@x) + sen�(@z/@y)p

(@z/@x)2 + (@z/@y)2 + 1

!

<latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit><latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit><latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit><latexit sha1_base64="G30nvnJkyKBlKcCymNnrqTxJgV4=">AAACtXicjVLLSgMxFD0dX7VWrWs3g0VwVTJudCnowmUF+4BaZCZNa+y8TDJCKf6AWz9O/AP9C2/iCGoRzTAzJ+fec5KbmyiPpTaMvVS8peWV1bXqem2jXtvc2m7UuzorFBcdnsWZ6kehFrFMRcdIE4t+rkSYRLHoRdNTG+/dC6Vlll6aWS6GSThJ5Vjy0BDVvm40WYu54S+CoARNlCNrPOMKI2TgKJBAIIUhHCOEpmeAAAw5cUPMiVOEpIsLPKBG2oKyBGWExE7pO6HZoGRTmltP7dScVonpVaT0sU+ajPIUYbua7+KFc7bsb95z52n3NqN/VHolxBrcEPuX7jPzvzpbi8EYx64GSTXljrHV8dKlcKdid+5/qcqQQ06cxSOKK8LcKT/P2Xca7Wq3Zxu6+KvLtKyd8zK3wJvdJfU3+NnNRdA9bAWsFVwwVLGLPRxQG49wgnO00SHLER7x5J15t97dxz3wKuWF2MG34el34YWM3A==</latexit><latexit sha1_base64="gRFz7kP/eJzTpxeo7jA6JmyjOzs="></latexit><latexit sha1_base64="gRFz7kP/eJzTpxeo7jA6JmyjOzs="></latexit><latexit sha1_base64="tAC5ni379inpGK41k90RGWJ4mUc="></latexit><latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit><latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit><latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit><latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit><latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit><latexit sha1_base64="nYoGsf9WaE1oK9YoSNfi/9TCKnI="></latexit>


