TEOREMAS DA DINAMICA — DESCRICAO VETORIAL

RENATO MATA MATARAZZO ORSINO

1. SISTEMAS DE FORGCA E SISTEMAS DE QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Forcas Quantidades de movimento
Definicdo F={(F,P),i=1,....,n}| Q={(mvV,P),i=1,...,n}
Resultante do sistema R = Z /5; p= Z m;Vi = mvg
i=1 i=1
Momento do sistema My = Z(P, —A)A F, Hy = Z(P, — A) A (m;v)
i=1 i=1
Mudanga de polo Mg =Ms+(A—=B)AR | Hg=Ha+ (A—B)A(mig)

2. TEOREMAS DA RESULTANTE E DO MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Calculando a derivada temporal da quantidade de movimento total do sistema:
df - .
E = Z m;a; = mag (1)
i=1

Da Segunda Lei de Newton: m;a; = /:_’,-ext + /f,int. Pelo principio da agao e reagao, pode-se
afirmar que o sistema de forgas internas ¢ equivalente a zero (ie. R™ = G e Mt = 0
para qualquer polo A), pode-se afirmar que Y ., m;a; = R™" e, portanto:

mé’G = ﬁeXt (2)

Esta ¢ a expressao do Teorema da Resultante (TR), também conhecido com Teorema do
Movimento do Baricentro (TMB).

Calculando a derivada do momento da quantidade de movimento do sistema, e re-
correndo novamente ao fato de que o sistema de forcas internas é equivalente a zero e,
portanto, Mi* = 0

n

W _ > (7= Va) A (miV) + i(Pi — A) A (m;a))

dt : ,
i=1 =1

= —Va A (Zm,\‘/;) +Z(,DI. —A)/\(/:_;.e"t+ l:—;_int)

=1 i=1
= — Uy A mig + M (3)

Assim, obtém-se a expressao do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento
(TMQ@M), também conhecido como Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA
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ou TMA):
dH ~
- tA + Ua A mig = ME (4)

3. TEOREMA DO MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO PARA UM CORPO
RIGIDO

Considere um sistema mecéanico constituido por um wnico corpo rigido e assuma que A
é um ponto que se move solidariamente a este corpo, de tal forma que é possivel explicitar
a velocidade V; de qualquer ponto deste corpo a partir da equagao de campo de velocidade
para um corpo rigido:

V=Vsa+@A(P—A (5)

O momento da quantidade de movimento desse corpo rigido pode ser calculada da seguinte
forma:

n

Aa=S (P = A) A (m¥)

i=1

_ {im,-(P,-—A)} AVA+i(R—A)A[m@A(Pf—A)1

(G = A) A Ta— 3" m(P,— A) AR — A) A ©)

i=1

Definindo o tensor de inércia desse corpo rigido com respeito ao poélo /Aﬂ

Ta=— S m(P - A LR~ A) Aol

:Zm, [P — AZ e —((P. — A) - &)(P, — A)] (7)
i=1
Pode-se entao escrever:
Ha=m(G — A) A Va+ Ja@ (8)
Portanto:
dH d
d—tA:m(VG—VA)AVA-i—m(G—A)/\z?A—i-d—t(JALU) (9)

Finalmente, substituindo em , obtém-se a expressao do Teorema do Momento da Quan-
tidade de Movimento (TMQM) para um corpo rigido:

d -
m(G — A) A aa+ &(JALU) = MZXt (10)

Pode-se expressar este teorema de forma alternativa de expressar este teorema, consi-
derando que:

Jai =Y (Pr=A)A[mi@ A (P = A=Y mi(P — A) A (Vi — Va) (11)

i=1 i=1

! Propriedade do duplo produto vetorial: &A (bA €) = (&-&)b— (& b)€
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e, portanto:

d d n
7 Jadl) = > mi(G = V) A (G = Ga) + Y mi(P— A) A (3 — da)
i=1 i=1

=S (R AN G B A+ S MR~ AN @A @A (R A)]

=1 =1

Y P A ABA R - A @A [im,-m—A)A[wA(R—A)]

=1

= Jal + @& A Ja@ (12)
Assim, o TMQM para um corpo rigido pode ser alternativamente expresso na forma:

M(G — A) A 8a+ Jaid + @ A Jpid = MG (13)
Casos particulares:

d — - — - ex

A=G E(JGM) =Jel + @A Jed = M (14)

g ~ g d 3 - = . _’ex

ar=0 ou (G—A) || aa E(JAUJ):JAwﬁ—w/\JAUJ:MAt (15)

4. TENSOR DE INERCIA DE UM CORPO RIGIDO

De acordo com a equagao (7)), o tensor de inércia de um corpo rigido com respeito ao
po6lo A aplicado a um vetor & resulta no seguinte vetor:

3@ =~ S m(B— A AP~ A) A

i=1

=S m[IP— AP@ — (P, ~ A) - @)(P, — A) (16)
i=1
Adotando a notagao:
@ = W T+ w,J+ wk (17)
(P = A) = xT+ yi + zk (18)

pode-se afirmar que:
n
Ta@ = Y i (F + V2 + Z2) T+ w, ]+ w.K)
i=1

— (XiWx + Yiw, + ziw,)(XT+ yJ+ zk) (19)

Sejam I = Uyl + Uy + Uk e W = wil'+ W, J + W,k dois vetores unitarios ortogonais
entre si, ou seja, - 0=w-w=1edd-w=0:
(a) O momento de inércia de um corpo rigido com respeito ao eixo Al é definido como:

Jag = U-Ja0

=Y " m[IP— AP = (R — A)- )]

n
= > mi[ (¢ 47+ 22) = (it + iy + z)?] (20)
i=1
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(b) O produto de inércia de um corpo rigido com respeito aos eiros AU e AW, por sua
vez, é definido como:

Jagw = —U-JaW = —wW - Jal0

=Y ml(R = A)- DR = A) 7)) =

n
= Z m; [(x,-ux + yiuy + ziug) (Xiwy + yiw, + Z,'WZ)] (21)
i=1
Em particular, os momentos e produtos de inércia associados aos eixos Ax, Ay e Az (no-
tagado padrao para os eixos Al, Aj'e Ak) definidos de forma candnica pela base ortonormal
positiva (7, k), sao dados por:

n n
2 2
Jax = E mi(y7 +z7) Jaxy = 5 miX;yi
i=1 i=1
n n
2 2
JAy = E m,'(X,- + Z; ) Jsz = E m;iX;Z;
i=1 i=1

n n
Jaz =Y mi( +y7) Jayz =Y miyiz;
i=1 i=1

A partir dessas defini¢oes, a equacao pode ser reescrita na forma:
Jadd = [Fdaxwx — Jaxywy — Jaxzw, ] T
+ [~ Jaxywx + Jaywy — Jayw,) T
+ [~ daxzwx — Jayzwy + Jazw] k (22)

Em particular, diz-se que os eixos Ax, Ay e Az sao eiros principais de inércia se 0s
produtos de inércia Jax, = Jaxz = Jay> = 0. Neste caso, a expressao de Jaw se reduz a:

—

JA(,U = JAX(,LJXT‘i‘ JAyny+ JAszk (23)

Finalmente, cabe determinar como o tensor de inércia de um corpo rigido com respeito
a um polo A genérico esta relacionado ao tensor de inércia com respeito ao centro de
massa G do corpo. Para tal observemos que, pela equagao (8):

Ha=m(G — A) A Vs + Ja@
Por outro lado, a partir da formula de mudanca de polo, pode-se considerar que:

Ha= (G —A)A(mis) + Hs = m(G — A) A Vg + Jo@ (24)
Subtraindo da ultima equagao a peniltima, tem-se:

(Ja = Jc)w = m(G — A) A (Vg — Va)

=m(G—A)A[TA(G-A)]=-m(GC-A)A[(G-A)AG] (25)

Portanto:

JA:JG—m(G—A)/\[(G—A)/\o} (26)

Nota-se que, por defini¢ao, —m(G —A)A[(G—A)Ae] corresponde ao tensor de inércia com
respeito ao polo A de uma particula de massa m, idéntica a do corpo rigido, localizada
na mesma posicao de seu centro de massa G. Em particular, considere que:

(G — A) = xgT+ yoJ + z6k (27)
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Assim, da definigdo apresentada na equagao (20)), pode-se afirmar que o momento de
inércia de um corpo rigido com respeito ao eixo Al esta relacionado ao respectivo momento
de inércia com respeito a um eixo G, passante pelo centro de massa G do corpo, por
meio da relagao:

Jag = Joa+ m|(E +yé + 22) — (xeux + you, + zGuZ)ﬂ = Joa+ Mdagga (28)

com dgzaz denotando a distancia entre os eizos paralelos A’ e GU.

Da definicao apresentada na equacgao , pode-se afirmar que o produto de inércia de
um corpo rigido com respeito aos eixos Al e AW esta relacionado ao respectivo produto
de inércia com respeito ao par de eixos G e GW, passantes pelo centro de massa G do
corpo, por meio da relacao:

Jaaw = Jeaw + m|(XcUx + YoUy + Zo Uz )(XeWx + YoW, + zgW;) (29)

As relagoes expressas pelas equagoes (28) e (29) constituem o Teorema dos Eizos Pa-
ralelos, a partir do qual, por exemplo, podem ser obtidas as relagoes entre os momentos e
produtos de inércia associados aos eixos Ax, Ay e Az e os momentos e produtos de inércia
associados a um sistema de eizos paralelos Gx, Gy e Gz com origem no centro de massa
G do corpo rigido:

2 2
JAX - JGX + m(yG + ZG) JAxy - Jny + mXgye
2 2

JAZ = JGz + m(Xé + ycz;) JAyz = JGyz + myszs
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