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SUPERFICIES DE NfVEL

AQUI E OUTRO NiVEL...

@ Vamos considerar agora fungdes do tipo
fTACR> - R
(x,y,z) = f(x,y,2)

@ Esse tipo de fun¢cdo pode modelar, por exemplo, quantidades fisicas
em ambientes tridimensionais, como a temperatura ou a pressao
num camara.

o O gréfico dessas funcdes estd em R*:

Grf = {(x,y,z, w) eER*: w= f(x,y,z)}.

@ Para entender melhor o comportamento da fun¢do, podemos olhar
para “cortes’ de seu grafico, w = ¢ € IR, obtendo entdo
subconjuntos do dominio de f:

Fe) = {(xy.2) € At Flxy.2) = c} |
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SUPERFICIES DE NfVEL

SUPERFICIES DE NIVEL

@ Sob boas condicdes, o conjunto de nivel f~1(c) é uma superficie, a
qual chamaremos! de superficie de nivel ¢ da funcéo f.

@ Exemplo: Considere a funcdo f: R3 — R dada por
f(x,y, z) = x*> 4+ y? + z°. Sua superficie de nivel é o conjunto dos
pontos que verificam a equacdo x2 + y? + z2 = c.

Q Sec<0,fc)é
vazio;

Q Sec=0,
FH(e) ={(0,0,0)};
©Q Sec>0, fl(c)éuma

esfera de raio +/c,
centrada na origem.

Imesmo que n3o seja uma superficie “regular”
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PLANO TANGENTE

PLANO TANGENTE?

e E claro! Podemos definir o gradiente de f, mas agora ele tera trés
coodenadas: Vf = (£, f,, f;).

@ O conceito de diferenciabilidade é andlogo ao para fun¢es em duas
varidveis, assim como a regra da cadeia e a derivada direcional?.

@ Nesse contexto, se 7y é uma curva cuja imagem estd na superficie de
nivel ¢ de f entdo

(foy)(t) =c = (Vf(7(t)), 7 (t0)) =0,

ou seja o gradiente é perpendicular a todas as dire¢cOes tangentes a
curvas contidas na superficie de nivel. Dizemos assim que o
gradiente em (Xo, Yo, 29) € Dr é (novamente) normal a superficie de
nivel de f que passa por (xg, Y0, 20)-

@ Deste modo o plano tangente a superficie de nivel ¢ de f em
(x0. Y0, 20) €

fx (0, Yo, 20) (x — x0) + £, (x0, Y0, 20) (¥ — ¥0) + fz(x0, 0, 20)(z — 20) = 0. ‘

2Inclusive com a férmula dada pelo produto escalar, agora em RR3.
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PLANO TANGENTE

EXEMPLOS E OBSERVACOES

Voltando para f(x, y, z) = x*> + y? + z?, temos

Vf(x,y,z) = (2x,2y,2z). As superficies de nivel ¢ é uma esfera.
O plano tangente a tal superficie num ponto (xg, yo, zg) é

2x0(x — x0) + 2y0(y — yo0) +220(z — 20) = 0, ou seja,

xoX + Yoy + z0z — ¢ = 0. Tente interpretar isso em termos de quem
é um vetor normal a esfera.

O gréfico de uma funcdo g: B C R2 — R é uma superficie, que
pode ser vista como superficie de nivel 0 da funcdo

f(x,y,z) = g(x,y) — z. Compare as equacdes dos planos tangentes
a esta sperficie, como grafico de g (j& vimos) e como superficie de
nivel de f (estamos vendo agora).

A situagdo acima nos motiva a seguinte pergunta: Quando uma
superficie de nivel é o grdfico de uma fung¢do de duas varidveis?

Essa pergunta é andloga ao caso no plano: quando uma curva plana
é o grafico de uma fungdo 7: R — R?

Nem sempre! A esfera e o circulo sdo contraexemplos para o
primeiro e o segundo casos, respectivamente.
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FUNGCOES DADAS IMPLICITAMENTE

TEOREMAS DAS FUNCOES IMPLICITAS - I

@ Mas nem tudo estd perdido! Localmente é possivel escrever certos
conjuntos de nivel® como graficos de funcdes. Para curvas de nivel:

TEOREMA (TEOREMA DAS FUNCOES IMPLICITAS - I)

Sejam F: A C R?> — R um funcio de classe C* tal que F(xp,yg) =0 e
Fy(x0.y0) # 0. Entdo existem intervalos abertos I, J C R, com xp € | e
yo € J, e uma funcdo de classe C1, g: | — J tal que F(x. g(x)) =0,
para todo x € |. Além disso,

3curvas ou superficies
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FUNGCOES DADAS IMPLICITAMENTE

TEOREMAS DAS FUNCOES IMPLICITAS - 11

@ Para superficies de nivel:

TEOREMA (TEOREMA DAS FUNCOES IMPLICITAS - II)

Seja F: AC R3 — R um funcdo de classe C! tal que F(xg, yo, 29) = 0
e F,(x0. Y0, 20) # 0. Entdo existem um aberto B C R? e um intervalo
aberto J C R, com (xg,yp) € B e zg € J, e uma fung3o de classe ct,
g: B — J tal que F(x,y,g(x,y)) =0, para todo (x,y) € B. Além
disso,

@ As demonstra¢des sdo um pouco sofisticadas, mas vamos estudar
casos lineares e muitos exemplos em sala para ajudar a entender o
significado desses importantes resultados.
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CURVAS E SUPERFICIES DE NfVEL

INTERSECAO DE SUPERFICIES DE NIVEL?

@ De uma mesma fun¢do é impossivel!

@ Mas superficies de nivel de funcdes distintas podem se interceptar, e

0 que se espera &, tipicamente uma curva®.

o Exemplo: Sejam f(x,y,z) = x> +y? e g(x,y,z) = x> —y? — z.
As superficies de nivel 1 e 0 s3o, respectivamente, um cilindro e um
paraboldide hiperbdlico:

Como determinar o vetor
tangente a esta curva?
Nesse caso parametrizar ex-
plicitamente é possivel, mas
vamos pensar numa alterna-
tiva mais geral...

4Pelo fato de dois planos n3o paralelos ou coincidentes se interceptarem numa reta
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CURVAS E SUPERFICIES DE NfVEL

PRODUTO VETORIAL?

@ A intersecdo pertence as superficies de nivel ¢; de f e ¢ de g.
Conforme observado no slide 5, o vetor tangente dessa intersecdo
estd contido no plano tangente a cada uma das superficies de nivel.

@ Deste modo ele é ortogonal a ambos os gradientes em cada ponto
da intersecdo, logo paralelo ao produto vetorial Vf X Vg nesses
pontos.

@ Vejamos as contas na situagcdo concreta acima, no ponto

(V3/2,-1/2,0) € f1(1) ng~1(0):
f(x,y,z) = x2 —l—y2 = Vf(x,y,z) =(2x,2y,0)
g(x,y,z) = -y -z = Veg(x,y,z) = (2x,2y, —1)

Se 4 : | C— R3 & uma parametrizacio da intersecdo, o vetor 7 (t)
é paralelo a

(VF x Vg)(V3/2,—1/2,0) = (-1, —/3,0).
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CURVAS E SUPERFICIES DE NfVEL

TEOREMAS DAS FUNCOES IMPLICITAS - 111

@ Quando uma curva dada pela intersecdo de duas superficies de nivel
pode ser parametrizada em fun¢do de um dos eixos?

@ A resposta estd ligada a determinar quais as varidveis livres e quais
as dependentes num sistema linear.

TEOREMA (TEOREMA DAS FUNCOES IMPLICITAS - IIT)

Sejam F,G: ACR3 — R funcdes de classe C' e P = (xg, y0,20) € A tais que

_ _ Fy Fz
F(P) = G(P) =0 edet {Gy G,
aberto | C R, xg € I, e fungbes y, z: | — R, de classe C1, tais que y(x0) = yo,
z(x0) =20 € F(X,y(x),z(x)) = G(x,y(x),z(x)) = 0. Além disso,

} # 0 em P. Ent3o existem um intervalo

det {gx gz} det {gy EX}

/ X z ! 'y X
V) = -t S = O

det [Fy Fz} det {Fy FZ]

G, G, G, G,
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CURVAS E SUPERFICIES DE NfVEL
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