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Analise de Fourier

= Analise de Fourier - representacao de funcoes por somas
de senos e cossenos ou soma de exponenciais complexas

= Uma analise datada da época dos babilonios para prever
eventos astronomicos, estudada por muitos cientistas
desde entao.

= Jean Baptiste Joseph Fourier, por volta de 1807,
completou um trabalho no qual observou que séries
senoidais harmonicamente relacionadas eram uteis na

representacao da distribuicao de temperatura de um
corpo.
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Analise de Fourier

= Fourier foi quem mais percebeu a potencialidade
dessa analise. Mas sofreu forte oposicao, i.e.
Lagrange.

= 1829 - P. L. Dirichlet desenvolveu a sustentacao
matematica para descrever um sinal periodico por
series de Fourier.

= Ferramenta mais importante nas analises de sinais.



Série de Fourier

Uma funcao periodica pode ser descrita por:

LY g
(b\f)(l) = ? -1-

la,, cos(nx) + b, sin(nz)]

N
=1

Em que q, a, b, sao os coeficientes de Fourier
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Fenomeno de Gibbs

= Onda quadrada descrita como soma de senoides:
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Representacao série de
Fourier

= x(t) pode ser expresso como uma combinacao linear

de exponenciais complexas harmonicamente
relacionadas.

= Sinal de tempo continuo e periddico.

+0C : +0C :

Kk=—oc k=—0oc
a :lf x(t)e"jk“’”"dt=-l—f x(t)e M2rTi gy f‘>
¥ Tdy TJr 1




-]
Exponenciais complexas de tempo discreto

- exp[j(wg +2n)n]=exp(jogh)exp(2rn)=exp(joy,n) = sinal exponencial na frequéncia wy +2n
€ 0 mesmo na frequéncia wy .

- O sinal de exponencial complexo nao tem uma taxa crescente na oscilagao com o
aumento do modulo o,.

- Condigdo para o sinal ser periédico |:> eJ@o(M+N) — ojwen
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Série de Fourier para sinais

discretos

x[n] = x[n + r.N] A frequéncia fundamental é

a)o=27T/N
1 & .f%"m Existem apenas N
xX[n]= _;; Xlkle , N=0,+1, .. exponenciais complexas
- de tempo discreto que
Wi i sdo periodicas com
1. . N periodo N
X[k]= xlnle oL,

n=0
Ver livro Oppenheim, Sinais e

X[k]=X[k+rN] sistemas, pgs 16 a 20



Transformada de Fourier

= As transformadas sao usadas para analisar uma
funcdao em um outro dominio.

= A transformada de Fourier, por exemplo, transforma

um sinal no dominio do tempo para o dominio de
frequéncia.

= Enquanto que a transformada inversa de Fourier
realiza o procedimento inverso. Dominio da
frequéncia para o dominio do tempo.
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Transformada de Fourier

= Existem muitas formas para se decompor um sinal.

= Um dos motivos para o uso de senoides € que esses
sao mais faceis de interpretar que os sinais
originais.

= Senoides e exponenciais complexas quando entrada
para sistemas LIT sao também saidas desses
sistemas.
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DFT - Discrete Fourier Transform

Transformada de Fourier Transformada inversa de Fourier
P — P2 awt = = l I | 2wt
Fw)=3{f()}= Jf(r)€ e f()=3 I{F(w)}zz—J.F(w)e"’z”dw
—00 ;r—c:o

Na computacao digital a transformada de Fourier precisa ser
corretamente adequada para sinais discretos. Consideremos uma funcao
x[n] periodica com periodo fundamental N.

x[n] = x[n + r.N] A frequéncia fundamental é
C()O=27C/N

NI 2z
In] = LZ_: X[k]é'j—?kn X[k] >Coeficientes da série
XEl = : fi =41 o discreta de Fourier.

k=0 Harmonicamente relacionados.

R
N-| — i kn
X[A] = Z x[n]e N x[n] >sequéncia discreta de um
; k=0,%1, ... sinal continuo no tempo x(t).
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Espectro de poténcia - DFT

= O espectro de poténcia S,,(f) de uma fungao x(t) € definido
como S,,(f) = X*(HX(F) = [X(H|*

X(f) = F{x(t)} > transformada de Fourier.
X*(f) > é o complexo conjugado X(f).

= No Labview, o espectro de poténcia € computado a partir de
rotinas de DFT e FFT (Fast Fourier Transform).

o _IFOP
xx = .'V:

= S, . > saida da VI espectro de poténcia.
N = numero de amostras na sequéncia de entrada X.




Espectro de poténcia
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X[k] = X/N-k]

« A maior frequéncia que pode ser
analisada pela DFT é f//2, que € o limite
de Nyquist.

f. > frequéncia de amostragem.

« O numero de amostras N da DFT
complexa ¢é igual ao numero de
amostras do sinal de entrada.

« A saida da DFT é espelhada na
frequéncia de Nyquist. Ou seja, na
amostra N/ 2 teremos a frequéncia de
Nyquist caso N seja par.

*Se o sinal for em Volts a saida do
espectro de poténcia tem unidade of
volts-rms ao quadrado (V, .2).
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fi(0;t)+f,(0,t)
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Notacao da DFT

Time Domain Frequency Domain

x[ ] Forward DF> Re X[ ] Im X[ ]
LLITTTTITTTTITTIT] LTI LTI TTTT]
0 ) N-1 0 N2 0 N2

N samples < N/2+1 samples N/2+1 samples
Inverse DFT {cosine wave amplitudes)  sine wave amplitudes)
Y e
SN
collectively referred to as X[ ]

N pode ser qualquer positivo inteiro, mas geralmente escolhe-se
valores que sao poténcia de 2 (64, 128, 256, etc ...).



Exemplo de DFT real
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Frequency Domain
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Calculando a DSP

2T

_J_kn N-1
1 T kn
X[k]= Zf[f’ ko =¥ X e
N = ’ T
e i Rellh] - ReX[k]
ReX[k] = Ex[f] cos(2nki/N) .
| - _ ImX|[k]
R ImX k)] = - N2
N=1 . o . ReX[0] = ReX 101
ImX[k] = - x[i] smQ2mki/N) Y
iZ0 ReX [N2] - ReXA[]Nm
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DFT pelo metodo de

correlacao
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Método da correlacao

128
Real
N-1 g .
ReXTk] = Y x[i] cos(2nki/N) B> = i)
i=0 Im
N-1 = e S i
ImX[k] = x[i] sin(2nki/N)
i=0 I
0<k < N/2 ]
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Dualidade

= Simetria entre os dominios do tempo e da frequéncia.

Tempo < > Frequéncia
Unico ponto Senoide

Senoide Unico ponto
Convolugao Multiplicacao
Multiplicacao Convolugao



Exemplo Batimento
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Notacao Polar

Acos(x) + Bsm(x) = Mcos(x + 0)

i —————————————— MagX[k] = (REX[.If]] + Im}f[ﬁc]l)l’j
M
s PhaseX[k] = arctan [M
0 ReX [k]
A
M= (A>+B*)"? ReX[k] = MagX|[k] cos( PhaseX|[k])

0 = arctan(B/A)

ImX[k] MagX[k] sin( Phase X [k])



Filtro passa-baixas
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Fase

= Os valores de fase, usualmente, sao mostrados
entre —-n e + n. Isso causa as descontinuidades

vistas.

theta

theta

= o "
Fir) " o-:{F]

radian in, radian out *

Amplitude




Fase para baixas amplitudes
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The phase of small magnitude signals. At frequencies where the magnitude drops to a very low value, round-off
noise can cause wild excursions of the phase. Don't make the mistake of thinking this 1s a meaningful signal
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Janelamento

= Imaginemos um sinal muito longo, ao amostrar esse
sinal ele é truncado por uma janela retangular.

= O sinal em analise é finito, portanto ele ja foi amostrado
por uma janela retangular.

Transformada de Fourier

1 N-1 _}_Z?mk
X(k)z—ix(n)e N k=0,...,N-1
an(]

Transformada de Fourier de um sinal multiplicado por uma janela wn)

2mnk

§ o ]
Ez‘x(n)w(n)e N =0 ... N—1
n=0

X(R)=
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Janelamento

= Esse procedimento afeta o sinal no dominio da
frequéncia.

= Sinais no dominio do tempo multiplicados
correspondem a convolugao desses sinais no

dominio da frequéncia.
FAf -9 =Fif) = Fig}

= O espectro do sinal € o espectro da janela deslocado
no eixo das frequéncias.



Janelamento
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Resolucao

= O numero de pontos da DFT, igualmente espacados,
entre 0 e f,/2, indica a resolugao.

= Para aumentar a resolucao de uma DFT, € preciso
amostrar um sinal por um maior periodo de tempo.

» Podemos também adicionar zeros ao fim do sinal
(zero padding).
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sampling freq: fs
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Resposta em frequéncia de

um sistema LIT

= A relacao entre a resposta ao impulso e a resposta
em frequéncia € de extrema importancia em analise
de sinais.

= A resposta em frequéncia de um sinal € a
transformada de Fourier da resposta ao impulso.
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Propriedades da transformada
de Fourier

= A transformada de Fourier € linear.
= Aditiva e homogénea.

= Nao € invariante no tempo.

= Deslocamentos no tempo levam a mudancas na fase da
transformada.



Teorema de Parseval

[Sum of the squared value of the time-domain signall
Surn[x(n) x(n)]

—El>_|;>7 SOBL |
Samples

Rl
E024= Raw =+
Lata [Sum of the squared value of the frequency-domain signal|

N -1 )
;lx[n]r Ekg'x[k]lz — {23 1/N Sum[X(K)/*2]

Fin) b FOEL]

Z | —
&.ME

[1554,5653 | [1554,5653 |

Run this VI to demonstrate Parseval's theorem, which states that the energy
of a signal in the time domain (left-hand value above) is identical to the energy
of the signal in the frequency domain (right-hand value above).
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