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T A

u(x,b)=g(x)

u(0.y)=h(y) u(a,y)=k(y)

>

u(x,0)=f(x) a

Figura 5.1 — Retangulo onde é resolvido o problema de Dirichlet



5.1.3 Caso Geral MAP2320

[ 9%u _|_6‘3u
ox2 = dy?
u(x,0) = f(x), u(x,b) =g(x), 0<x <a

[ #(0,y) =h(y), u(a,y) =k(y), 0 <y <b

Como dissemos anteriormente a solugao deste problema € a soma das solugtes dos
problemas com apenas uma das funcoes f(x), g(x),h(y) e k(y) nao nulas, que deno-
tamos por ulf) (x,1), u'g) (x,1), uh) (x,1) e (k) (x, ), respectivamente. Ou seja,

=0

u(x,y) = u) (x,y) +u'® (x,y) +u" (x,y) + u¥ (x, y).
em que

ulf)(x,y) = Z C',r;ﬂ senEsenh—

() _ (8) gop 17T nny
u'd(x,y) = Zc ——senh

n—1 a
(h) _ v (), Ny nrt(a - x)
u'(x,y) Hgl Cu sen — = senh ;
{k}ly}_ZC{k}SE[‘lnb 5&111‘1%
n=1
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com coeficientes dados por

il senh 2 H[ f(x)sen " Zdy, 1 =1,2,3..

> / 2 a
ffi**jsfenh "y — E/ g(x) sen Hﬂxa’x, n=1273...

a a
1 b

e senh 222 h] h(y) sen—dy, n=1,23..
Jk"SenhE:bfk H?Tydlf,ﬂ—lf»l?;

Coeficientes da série de senos das
funcdes associadas as condicdes de
contorno
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Exercicios

L tiching
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Problema 1

1.2, Resolva o seguinte problema

Fu  Fu

ax? | oy
w{x,0) =0, u{x,2) =0, 0<x <3
w(0,y) =hiy), w3 y)=00<y<2

oI
W, sel<y<1/2
hiy) =

1/2, =1/2<y<3/2
2—y, se3df2<y<2
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214 Tabela de Coeficientes de Series de Fourier

Coeficientes das Séries de Fourier de Func¢oes Elementares
) ~ B ) 1 L nrtt ) o ’rf
Fil-LL =R -1<c<d<l | an(f,L)= Ef f(t) cos Tt bu(f,L) = f £t
a U’liu] Ly = d-—c i
(0 1, t € |cL,dL 0\ gd-r - - n
[m“} - { 0 zsocc[};tréri-]a im 1 |”mf b”“fﬁf’j—"} ”%::ossl -
' n Uc',af* L) = 5= Senslrmr nmc
(1) . 42
t t € [cL,dL ﬂﬂ{f"ﬁ[f; ) =3 -e) bu(fLy L) =
. €[, J L) =
f-;lf')“} = { e c . ] ”HUM‘*L} e nred
Jex 0, caso contrdrio nod W (—scoss +sens) |
W (s sens + coss) - nec
2) z
a(fiy L) = K@)
oy 2 - by U ; -
(2) t=, set e [cL,dL] (2) L) = cd
fed (t) = 0 ‘o ””Ufa‘ 4 12 nred
,  Caso contrario 12 nd —-x (25 sens + (2 — s?) coss
—— ((s* — 2) sens + 2s cos 5 " ne
) nnc
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1.2, A soluclio é entio

F7 T_!|I'

u(x,y) =

em que oy senh (8L sio os coeficientes da série de senos de ii(y), ou seja,

2
cﬂwrﬂlfm—ﬁj = Lh[y]wnﬂ:ﬁr

. M 1y
B 4 sen 5F +sen S n 123
— 2 1 .r — .r - e -
T M




MAP2320

'a) Resolva o problema
( Pu Fu .
axZ * ayl

Bx0)=0 Bixh)=00<xr<a

| Bi0,y) =0, Eiay) =ky), 0<y<b






Logo o problema formado pela equacio diferencial parcial e as condicbes de fronteira tem solucbes

da forma
ny L%hrrrx
b

iy (X, ) = X{x)Y (¥} = cycos :

Além disso, pode-se provar que também séries

- nTy HTX
uix,y) = cy+ Cy CO% cosh
w9 -t BTl
sa0 solucoes.

Mas para satisfazer a condicio inicial %{ﬂ,y} = k(y), temos que ter

dhi = R nITY T
k - = = —y C senh
) 3 V) ,{E bt E
- T H T HITY
= tn— senh Cos .
¥ o A
Esta & a sére de Fourier de cossenos de k{y) com termo constante nulo. Assim pelo Corolinio 24 na
pdgina 181 se as funcies k(y), k'(y) sio continuas por partes com média de k(y) igual a zero, entio
os coeficientes sio dados por
HIT nma 2 hk L 123
cn—-senh — _bj; (y) cos(p2)dy, n=1,2,3...

e para ter solugio o primeiro coeficiente da série de cossenos de k(y) tem que ser igual a zero,

fﬂbkmdy 0
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Vamos considerar o problema de valor de contorno em um retangulo gerado pela equacao de Laplace

(o
dx2 = dy?

{ 3—‘;(fo) = f(x), 3—;(::, by=g(x), 0<x <a
% (0,y) =h(y), L(a,y) =k(y), 0<y <b

Este problema é chamado problema de Neuman. A solucdo deste problema é a soma das solugées dos
problemas com apenas uma das fungdes f(x), g(x), h(y) e k(y) ndo nulas.

=0

.8
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5

Equacao de Laplace Bidimensional

"N (b —g(x)
94(0,y) = h(y) % (a,y) = k(y)
-
u(x,0) = f(x)  °

Figura 5.1 — Retangulo onde é resolvido o problema de INeumann
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(c) Por analogia escreva a solucdo dos problemas com somente f(x) diferente de zero, com somente
¢(x) diferente de zero e determine a solucao do problema de Neuman no caso geral

em que

(Pu P
dx?  oy?
| %(x,0)=f(x), Z(x,b)=g(x), 0<x<a

a“( y) =h(y), $5(a,y) =k(y), 0<y<b

=0

u(x,y) =co+ul(x,y) +u'® (x,y) + u (x,y) + u® (x,y),

ulf)(x,y) = Y ¢y cos " cosh n7(y — b)

n—1 a a

H7TX nit
u'8(x,y Z Cn cnsTcosh /

n=1

() _ = nmy n(x —a)
u' (x,vy) H;fﬂf:ﬂs 2 cosh 7

ulk(x,y Z Cy COS % cosh %
n=1



com coeficientes dados por

(f)NTT nTE?

Cy senh
a

(g) RTT nnb

Cp —se
] r
(hyHTT nta
Ch ?SE'I'Lh
(k)T na
1
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Hitx

ff
o

Ty

f k(y) cos :ii,-r, n=123..

bfki,f}::n:rb E'r}uc:h,-r, n=123..

Coeficientes das séries de cossenos
das funcdes que definem as condicdes
de contorno
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() Explique por que este problema nao tem soluc¢ao tnica.

() Por que uma constante somada a uma solucao também é solucao do problema.

(e) Explique por que o problema s6 tem solucao se

f;k(y)dy — f;h(y}dy = fﬂ g(x)dx = /D“f(x)dx 0

(e) Pois para que tenha solucao f(x),g(x),h(y) e k(y) tem que possuir uma série de cossenos com o
termo constante igual a zero.



Problema (lll):

(a) Encontre a solucao para o problema de Neumann

uxx+uyy=0

M 0y=go(1-2x),  (x1)=q, (1-2x)
ox > 0x '

au al/t

s 0’ — 1_2 , —_ 1, = 1_2

(b) Calcule uma estimativa da temperatura no centro do dominio

u(3,3)="?
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Segmento [0,1] dividido em 30 partes

J—L'_'.I'.i.': ace (0,1,30); qS :1’ qN :_1

;:=— : ff’_,,,,,,—————”’“///#//f/— _ .
; qO'_ 19 QL'_

n=s0; Corrigir para "3
z=0; L . L.
for k= H 50 primeiros termos nao-nulos da série

cf =(E*gs)/ (((Z*k+1)* }rZ¥sinh{{(Z*k+1) ® i)
» (E*gn) f(((Z*k+1)*? ) “Z2%*sinh((Z2*k+1)* ) )

_ o)/ (((Z*k+1)* ) “Z2*g3inh{(Z2*k+1)® ) )
ck = [(8*¥gl)/({(Z2%Fk+1) *® 2% zinh( (Z2%k+1) ® } )
uf = cf* (cos((Z2*k+1)*® *x) *coshi{(Z*k+1)* Fil-w1))
ug = cg*{cos{({(Z¥k+1)* *x) Focosh({(Z*k+1)® il
uh = ch* {(cos({(Z2¥k+1)*® *vw)Focosh({{(Z*k+1)® Fl-xD))
uk = ck* (cos((Z2*k+1)*® *vw)*cosh((Z2*k+1)* X))
z=2+ uf + ug+ uh + uk:

-
-
-1

.

—

function

z=feval(t,t,my surface):;
plot3d(t,t,=);




Saida grafica
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\
\/embf exe’

22 PROVA - Préxima quarta 16/10/2019 — local a ser informado

Trazer:

- Tabela de Coeficientes (pg.202 — material UFMG)

- Tabela de relagcdes trigonométricas

- Tabela de integrais

- Resumo da matéria em uma Unica folha de papel (frente-e-verso)

- (Opcional: o resumo da 12 prova mas cuidado para nao se confundir)
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