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Teoria da Inversdo em Geofisica

Aula 16- Modelagem probabilistica do residuo

Introducao
Um dado geofisico resulta da sobreposicao de efeitos deterministicos e aleatérios. Na inversdo de
dados geofisicos, considera-se a parte deterministica como aquela associada as propriedades fisicas

do substrato. Esta parte pode ser prevista por funcionais da forma g(x;,p). Nesta formulacéo, os
pardmetros p representam a distribuicio de propriedade fisica envolvida, x; um pardmetro de

aquisicao de dados por exemplo: posicao de medida, distancia entre eletrodos (sondagens EL), periodo
(sondagens MT), O valor numérico assumido pelo funcional expressa o valor tedrico associado ao
modelo fisico-matematico em questdo. Ao proceder o ajuste de dados teéricos com dados reais
estamos "modelando” os dados, ou seja associando a eles um modelo fisico. Nestes casos, o ajuste
ocorre de forma aproximada o que gera um residuo entre os valores previstos e os medidos. Este
residuo pode ser atribuido tanto como decorrente de erros mensurais como da incapacidade do modelo
em ajustar perfeitamente os dados. Isto é explicitamente notado quando se emprega modelos
interpretativos muito simples em terrenos comparativamente mais complexos. Nesta ética torna-se
razoavel atribuir um modelo também ao residuo, seja um modelo decorrente de uma formulagao
deterministica ou probabilistica. Nos dois casos, o residuo ndo pode ser confundido com as incertezas
intrinsecas ao processo de medida.

A modelagem dos residuos numa concepg¢ao probabilistica leva-nos aos estimadores de veros-
similhanga maxima (EVM) que, como veremos nesta aula, correspondem a estimadores de minimos
quadrados ponderados, cujos pesos sao definidos de acordo com a representacdo prevista para o
residuo.

Funcao de verossimilhanca

Admitindo que o ruido (residuo) m; perturba adtivamente a parte deterministica do dado, o valor
medido, d;, de um problema linear pode ser escrito
d =gp+m (1)
ou para um conjunto de n dados
d=Gp+n (2)
A parte aleatoria (residual) é entao
=d-Gp (3)
que a partir de agora sera caracterizada por meio de fungbdes de densidade de probabilidade (fdp) e

seus parametros. Como indica a equacao (1), cada dado é contaminado pela realizagdo de uma VA

especifica, m;. Considerando que tais varidveis sejam independentes temos que a probabilidade



conjunta, ou de realizagao do conjunto de dados geofisicos, sera o produto das probabilidades de cada

evento particular, ou seja:
n

L) =] Jfm) - (4)
i=1

O termo L(M) é denominado funcao de verossimilhanga e assumira um valor maximo quando todos os
termos do produtério forem méaximos (nenhum proximo a zero), ou justamente quando a realiza¢do de
cada uma das variaveis aleatérias estiver numa faixa de valores com maior probabilidade. A equagao

(3) nos mostra que podemos obter diferentes residuos m simplesmente variando os parametros p.
Podemos conceber L(M)=L'(p) e considerar que ao maximizar L(n) estaremos encontrando um

conjunto de parédmetros que além de satisfazer um modelo deterministico para os parametros satisfaz
um modelo probabilisitco para os residuos. A este estimador da-se o nome de estimador de maxima
verossimilhanca.

Observe que maximizar L(p) equivale a minimizar um funcional Q tal que:

n

Q=-log[L(M)]= )" ~loglf(n;)] (5)

i=1
pois a fungéo logaritmica é monoténica crescente. O minimo do Q que é obtido determinando o ponto
com gradiente nulo (poderia ser ponto de maximo ou inflexao?):

n
vp{Z— loglf(d, —@‘5)1} =0 (©)

i=1
Em tese, a equagédo (6) pode ser aplicada para qualquer fdp embora, na pratica, a complexidade
matematica a pode dificultar sua implementacgéo.

Ruido/residuo Gaussiano

Considerando que o ruido pode ser modelado pela fdp de Gauss, ou normal, tem-se que

2
. —E{n.
)= Iow —%[“‘T{”'}] )

ou, assumindo que E{ni} =0, que

2
() = —Jzex0 -;[g} ®)
: i

sendo o, o desvio padrdo do i-ésimo residuo. O funcional a ser minimizado, correspondente & equacéo

(5), € entao

— N _ 1 _l iy || n ~ 1 _l n
Q_i:1 log{ci\/ﬁexp{ 2((5i )B_M Iog{ci@}rlog[exp{ 2(Gi )D (9)
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Q=) -lo + - —=
i=1 g(Gl\/ﬁ) Z 2[ Gi

i=1

O gradiente da equacgéao (10) é

sendo
6?2 0 0
T, - 0 gg 0
0 0 o2

O ponto de minimo é obtido fazendo VE(Q) =0 que fornece
ﬁ = (Etgd_1g)_1gt€d_1a
ou quando todos residuos tiverem o mesmo desvio padrao que

5=(G'G)"'G'd

As equacdes (14) e (15) sdo as expressdes do EMQ ponderado e simples, respectivamente,
vistos na Aula 2, os quais podem ser considerados como sendo um EVM caso a matriz de pesos for
composta pelas variancias de cada residuo. Quando as premissas forem verdadeiras, o EMQ modela a
parte aleatdria dos dados, caso contrario ele pode distorcer a estimativa dos parametros ao tentar

modelar o residuo através da parte deterministica do modelo. Neste caso pode-se cogitar empregar

(14)

(15)

outros modelos para o residuo, por exemplo utilizando outras fungdes de densidade de probabilidade.

Fdp de Poisson
A fdp de Poisson é

f(n,) =ke

O funcional Q a ser minimizado é entao



indicando que o EVM com esta fdp eqlivale a minimizar o valor absoluto dos residuos. Na seccao 3
sera apresentado um algoritmo para obter o ponto de minimo uma vez que a fungdo modulo néo é

diferenciavel.

FDP de Cauchy
A fdp de Cauchy é

1 [0
fni)=— 19

sendo @ a meia largura da distribuicdo. O funcional a ser minimizado é entao

Q= i Iog[ ]:Zn: —log(— +Z log(n? + ®?) (20)

i=1 i=1 i=1

TCT]I +0)

ou
n

Q=) -log(— +Z Iog[d -9'p +m2]
i

cujo gradiente é

0, Vp(di-g'p)?

V5(Q) =0+ Vs{logl(d; - g'p)® + 0]} = P 22)

P ; I ; (di - Qitp)2 +0°
ou

3 2(di - 9'P)g

Q) = (23)

Vet 21 (d,-5'P)° + 0’
O estimador é obtido fazendo o gradiente ser nulo

L digi L §it®i

— = —— (24)

o (d —gitp)2+®2 ; (di_gitp)2+m2
ou

n _ n _ o~
Z iw; dj = Z iWigi P (25)
i=1 i=1
ou
G'Wd=G'WGp (26)
ou finalmente que
p=(G'WG)"'G'Wd 27)
sendo W uma matriz cujo i-ésimo elemento diagonal é
Wi = ! (28)

' (di —§it§)2 + 0



Observe que o elemento diagnonal de W é funcdo dos préprios parametros a serem estimados
impedindo que se obtenha uma forma explicita para 0 EVM neste caso. A solucdo é entdo obtida de

forma iterativa empregando algoritmo dado a seguir.

Algoritmo para Minimizag&do de Funcionais dos Residuos
As trés exemplos anteriores, cada um com uma diferente fungdo de densidade de probabilida-

de, levaram a minimizagdo de um funcional dos residuos genericamente designado por

Q=>" Urn) (29)
i=1

sendo

h=d-gp. (30)

Dependendo da fdp adotada U(r) na equacéo (29) serd de um tipo especifico. Para a distribuicdo de

2

Gauss U(r,) =r" e para a de Poisson U(r;) = |ri| , por exemplo. Para se obter o ponto de minimo de Q é

necessario calcular as derivadas deste funcional em relacdo a cada um dos m parametros:

d S A —1=, 9(g'P)
—(@=) —I[Ud -g'p)l=D U -g'p)—— (31)
apj ; apj i i ; i i apj
Definindo
g =U(d -g'P). (32)
e considerando que
9 —, 0(P'G)
a_p(gitp):a—p:gi,j (33)
J J
tem-se
G'g=0, (34)
permitindo escrever
q=Wr (35)

sendo W uma matriz diagonal. Para residuos com distribuigdo gaussiana, por exemplo,
ai =21 (36)

indicando que w; = 2, ou seja: igual para todos os dados. Os pesos correspondentes a distribui¢do de

Poisson sao
1
i
A equacéo (35) fornece
G'Wr=0, (38)

ou
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que fornece
t:=)

- (G'WG)"'G'Wd (40)

3
A implementagéo do algoritmo apresentado pode ser feita segundo

'd

ol

passo 1- Obter a estimativa de minimos quadrados ﬁ = (E‘Eﬁ

passo 2- k=1

passo 3- p, = ﬁ

passo 4- k=k+1

passo 5- calcular os residuos r, =d, - g'p

passo 6- fazer a matriz W (w;; =1/|| caso a fdp seja de Poisson)

passo 7- calcular P,; = Py +(G'W, G)™'G'W, (d- Gp,)

passo 8- se [Py — Pyl <& , fim
passo 9- retorne ao passo 4

Outros Funcionais
Vide Anderson(1982) e Beltrdo et al (1991).
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