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The rate of heat conduction through a medium in a specified direction (say, in
the x-direction) is expressed by Fourier’s law of heat conduction for one-

dimensional heat conduction as:
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Heat is conducted in the direction
of decreasing temperature, and
thus the temperature gradient is
negative when heat is conducted
in the positive x -direction.
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FIGURE 2-7

The temperature gradient d7/dx is
simply the slope of the temperature
curve on a 7-x diagram.



The heat flux vector at a point P on the
surface of the figure must be
perpendicular to the surface, and it
must point in the direction of
decreasing temperature

If nis the normal of the isothermal
surface at point P, the rate of heat
conduction at that point can be
expressed by Fourier’s law as
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FIGURE 2-8

The heat transfer vector is always
normal to an isothermal surface and
can be resolved into its components
like any other vector.



GENERAL HEAT CONDUCTION EQUATION MAP2320

Rectangular Coordinates

/ | Rate of heat 'Rate of heat 'Rate of change '
Rate of heat . .
conduction at | — conduction generation | _ | of the energy
v v. and z atx + Ax, inside the content of
TS v+ Ay,and 7 + Az element the element
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Noting that the volume of the element is V.jement = AxAyAz, the change in the
energy content of the element and the rate of heat generation within the ele-
ment can be expressed as

AEemen = Er v ac — E, = mc(T, 4 5, — T)) = pcAXAYALUT, 4 5, — T))
Egcn. clement — égcn Vclcmcm = égan"—A,“'A:

Substituting into Eq. 2-36, we get
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Dividing by AxAyAz gives
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Toon — T, Three-dimensional heat conduction
Y, (231 through a rectangular volume element.



Noting that the heat transfer areas of the element for heat conduction in the
x, y, and z directions are A, = AyAz, A, = AxAz. and A, = AxAy, respectively,
and taking the limit as Ax, Ay, Az and Ar — 0 yields
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since. from the definition of the derivative and Fourier’s
conduction,

law of heat
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Eq. 2-38 18 the general heat conduction equation in rectangular coordinates.
In the case of constant thermal conductivity, it reduces to

) -2 € ge '
T | 0T 9°T | Ceen _ 19T (2-39)
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where the property a = k/pc is again the thermal diffusivity of the material.
Eq. 2-39 is known as the Fourier-Biot equation, and it reduces to these
forms under specified conditions:
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(1) Steady-state: T | °T , 9T | Cgen
(called the Poisson equation) axz  9y> 072 k

(2) Transient, no heat generation: 0°T + 0°T + °T 19T
(called the diffusion equation) x> 9y*  9z2 o« dt

(3) Steady-state, no heat generation: d°T n 9°T N *T 0
(called the Laplace equation) axz  9y* 972

The three-dimensional heat
conduction equations reduce to
the one-dimensional ones when

the temperature varies in one
dimension only.




. . . MAP2320
Cylindrical Coordinates

Relations between the coordinates of a point in rectangular
and cylindrical coordinate systems:

X = rcos ¢, y = rsin ¢, and 2=212
10(, oT | oT ([, oT CoT aT
ok LK)+ ey
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FIGURE 2-22

A differential volume element in
cylindrical coordinates.



Spherical Coordinates

Relations between the coordinates of a point in rectangular
and spherical coordinate systems:

X =rcos ¢sinb, y = rsin ¢ sin 6, and z=cos#b
l o (, ,dT" 1 J T 1 J . aT ,
_v_.(/\"'”'_. ) t oo oo aa \k ) T g\ ksinb—— ) + éy,
r2ar\ - dr )  risinf b \' 9o r*sin 6 06 a6 .
IA

T

FIGURE 2-23

A differential volume element in
spherical coordinates.

= pcC
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Boundary Conditions

« Specified Temperature Boundary Condition

» Specified Heat Flux Boundary Condition

« Convection Boundary Condition
« Radiation Boundary Condition
 Interface Boundary Conditions

* Generalized Boundary Conditions
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Equacao de Laplace Bidimensional
5.1 Equacao de Laplace num Retangulo

Pode-se mostrar que o potencial elétrico, u(x,y), numa regido em que ha auséncia
de cargas elétricas satisfaz a equacéo diferencial

29U N U
ox?  ay?

chamada equacao de Laplace. Tambem as solugbes estacionarias da equacao do
calor em uma placa,

ou 5 (9*u  ou
— = _|_ ,
ot dx2 = oyl

assim como as solucdes estacionarias da equacdo de uma membrana elastica

2%u 5 ( ?u 2*u )
— =1 _I_
ot? dx? = oy?

satisfazem a equacao de Laplace.



MAP2320

O problema de encontrar a solucao da equacao de Laplace numa regido sendo co-
nhecidos os seus valores na fronteira da regiao é chamado problema de Dirichlet.

Vamos considerar, agora, o seguinte problema de Dirichlet em um retangulo

[ ?u N 9%u _0
dx? = 9y’
Y u(x,0) = f(x), u(x,b) =g(x), 0<x <a
[ u(0,y) =h(y), u(a,y) =k(y), 0 <y <b

A solucao deste problema é a soma das solucdes dos problemas com apenas uma das

fungodes f(x), ¢(x),h(y) e k(y) ndo nulas (verifique!).
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ufx,b)=gfx)

"4

u(0.y)=h(y) ufa,y)=k(v)

u(x,0)=fx) a

Figura 5.1 — Retangulo onde é resolvido o problema de Dirichlet



5.1.1  Apenas k(1) nao Nula

(Fu Pu_
ox2 = ayr
u(x,0) =0, u(x,b)=0,0<x<a

( u(0,y) =0, u(a,y) =k(y), 0 <y <b

Vamos procurar uma solu¢ao na forma de um produto de uma funcao de x por uma
funcao de y, ou seja,

u(x,y) = X(x)Y (y)
Derivando e substituindo-se na equagao obtemos
X"(x)Y (y) = =X(x)Y"(y).

Dividindo-se por X(x)Y(y) obtemos

X"(x) _ _Y'(y)

X(x)  Y(y)°

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
y. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante

XH[:I) _ Y;r(y}
X(x) Y(y)

= A.
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Obtemos entao duas equacdes diferenciais ordindrias

{X”(:-:} —AX(x)
Y'(y) +AY(y)

0, X(0)=0
0, Y(0)=0, Y(b)=0

As condigdes Y(0) = Y(b) = 0 decorrem do fato de que
0 =u(x,0) = X(x)Y(0) e 0=u(x,b)=X(x)Y(b).

A condicao X(0) = 0, decorre do fato de que

0=u(0,y) =X(0)Y(y).

Além disso

u(a,y) = X(a)Y(y)=k(y)

MAP2320

(5.1)
(5.2)
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Second Order Linear Homogeneous Differential Equations MAP2320
with Constant Coefficients

Given a second order linear equation with constant coefficients
av'+by' +cy=0, a+0.
Solve its characteristic equation a7~ +br+ ¢ =0. The general solution

depends on the type of roots obtained (use the quadratic formula to find the
roots 1f you are unable to factor the polynomial!):

1. When b° — 4 ac > 0. there are two distinct real roots 7. 7.
t ryt
v=Ce +Ce
2. When b” — 4 ac < 0, there are two complex conjugate roots » = 4 + pi.

Then | |
y=Cre"cos ut+ Cre"'sin ut.

3. When b” — 4ac =0, there is one repeated real root . Then

y=Cre + Cyte’.
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A equacao (5.2) com as condi¢des de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condi¢des homogéneas - equacao (3.1) na pagina 278 - e tem solucao
nao identicamente nula somente se

2.2
A= ﬂ;; , paran =123, ...
e neste caso a solucgéo é da forma
Y(y) = 1 sen ”by' n=1,273,...

Substituindo-se A = %ﬁ na equacao (5.1) obtemos

n2m

E:,E

que com a condicao X(0) = 0 tem solucao (verifique!)

XH{I) .

X(x) =0,

X(x) =cp(eT* —e 7%) = c’:‘zsenh%

Logo o problema formado pela equacao de Laplace e as condicoes de fronteira

u(x,0) =u(x,b) =0, para0 < x <aeu(0,y) =0, para0 < y < b, tem solucdes

fundamentais
nT HTX
Y senh ——

1n (3, ) = X(x)Y (y) = sen "7 senh 7
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Vamos supor que a solucao do problema de Dirichlet seja uma série da forma

X, Y) =Y Culin(x, Z Cp, Se n%senh% (5.3)
n=1

H=

Para satisfazer a condicao inicial u(a,y) = k(y), precisamos ter

k(y) =u(a,y) Zc‘:n sen Y sanh 70 Z:: [Eﬂ senh H:H] senn%sy.

Esta é a série de Fourier de senos de k(y). Assim, pelo Corolirio 2.5 na pagina 184,
se a funcaok : [0, b] — IR é continua por partes tal que a sua derivada k'(y) também
seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sao dados por

.:H senh@ _ bf ) sen ydy, n=1,2,3.. (5.4)
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Exemplo 5.1, Vamos considerar o problema de Dirichlet num retingulo
[ #u | Fu
dxs Ayt
(x,0) =0, u(x,2)=0,0<x<3

w0, v) =0, u(dv) =kly), 0<y=<2

0

COIT

, sel=y=<1
”31’3':{2—; el<y<2
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202 Series de Fourier

1.4 Tabe

D
T
o
—
D
=

a de Coeficientes de Series de

Coeficientes das Séries de Fourier de Funcdes Elementares

_ _ 1 oL mt t
fil-LL =R -1<c<d<1| an(f,L)== [ Ff(t)cos—dt bu(f, L) = ;: ﬂd:
' LJ-L- L L L \
- 0] [ — 4 )
(0),,, | 1, sete]cL,dL] aolfed- ) = — ¢ (0) 1 |n7d
fea (1) = 0, caso contririo (0 1 |”““f bu(foq-L) = —gzcoss|
’ an(f.4,L) = msenblu ] nmc
TiC
I'll . dz 2
f"zl::'(tj { t, sete[cL,dL] ﬁ”“m L) = u{fﬁ; ) = )
— P d sl it
cd 0, caso contrario . C{b sen's + coss) nd —g—f”hn (—scoss+ sens) e
i nnc I
(2]} L) — L_l da 3
”D{_ff,,f: ) = 5 c’) b - (2) [y —
2 1) { 2 t € [cL,dL] ”””.[? L) = n(feqrL) = f
= i — T
cd 0, caso contrario , . , , , nd ”_L;_ (25 sens + {2 _ 52} ccrss} B
— ((s* — 2) sens + 2s cos s) - n e
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A solucio é entdo
- M 7T HITX
u(x,v) = E_: Cp SEN T"r senh —
n=1
em que cn Erﬁ{%] si0 0s coeficientes da serie de senos de k(y), ou seja, usando a
tabela na pdgina 202, multiplicando por 2 os valores obtemos:

3nm z T
tnsenh — = = fuk[br]sem[T'}dy

2
1} i : 1)
— E(Erﬂ[.IFLE,‘],."Z-:'_I-Eh“ };L1}_hﬂw}f11})
nIT

T —
= W,n_l,lﬂ...

HT
- EsenT

Cp =

n=123...

r;!??rzsenh%—"’

Entretanto coeficientes de indice par sio nulos:

cak =0
8(—1)k

CH+1 = :
(2k + 1)272 senh 22T

Portanto a solugio é dada por

8 & seny Ty HITX
uix,y) = Fﬂgj nlserm%ﬂsen 5 senh ——
8 = —1)" n+1); n+1);
S U QDY (04 Ty
n—0 (2n + 1)?senh ———
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Figura 5.2 — Solucdo do problema de Dirichlet do Exemplo 5.1

tomando apenas 3 termos ndo nulos da série
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Exercicio

1.1. Resolva o seguinte pmblema

1/2, sel/2<y<3/2

com
y, se)<y<1/2
2—y, se3/2<y<2
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I.1. A solucdo é entao
= nit niTx
u(x,y) =Y ¢ senTysenh 5
n=1

em que ¢, senh(24%) sido os coeficientes da série de senos de k(y), ou seja,

3nst 2 niT
cusenh(Z1) = [} k(y) sen(“2 2 )dx
4 sen“f —I—sua*rnﬂ—:;HE
— :;TE HE ,}‘121,2,3._.
I

4 sen ft + sen TG~

Cp = ,n=1273...
" 2 n2senh(¥T)
Portanto a solucao é dada por
4 & senT+sen!T  prr niTx
u(x,y) = —EZ ES : 4 con 7Y senh 1
¢ =1 n2?senh(24%) 2 2
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5.1.2 Apenas /1(y) nao Nula
[ 9%u N o%u
dx? = oy’
u(x,0) =0, u(x,b) =0,0<x<a
u(0,y) =h(y), u(a,y) =0,0<y<bh

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma funcao de x por uma

funcao de y, ou seja,
u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equac¢ao obtemos

X"(x)Y(y) = =X(x)Y"(y).

=0

.

Dividindo-se por X(x)Y(y) obtemos

X"(x) _ _Y'(y)
X(x) Y(y)
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O primeiro membro depende apenas de X, enquanto o segundo depende apenas de
y. Isto so é possivel se eles forem iguais a uma constante

XH(I} B YH(W)

X Yy -

Obtemos entao duas equacdes diferenciais ordindrias

X"(x)—AX(x)=0, X(a)=0 (5.5)
Y'(y)+AY(y)=0, Y(0)=0,Y(b)=0 (5.6)
As condigdes Y(0) = Y (b) = 0 decorrem do fato de que
0= u(x,0) = X(x)Y(0)e 0=u(x,b)=X(x)Y(D).

A condicdo X(a) = 0, decorre do fato de que
0= u(a,y) = X@Y(1).

Além disso

u(0,y) = X(0)Y(y) =h(y)
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A equacao (5.6) com as condicdes de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condi¢des homogéneas - equacao (3.1) na pagina 278 - e tem solucao
nao identicamente nula somente se

paran =1,2,3,...
e a solucao é da forma

Y(y) = c1sen mry! n=1273...

b
Substituindo-se A = %;E na primeira equacao diferencial obtemos
2.2
X" (x) — ”b” X(x) = 0.

Esta equacao tem solucao geral

HIT

X(x) =¢1e" 55 + et .
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Mas podemos escrever a solucao geral na forma

M T T T T T
(x—a)

X(x)=cret% 55 +ce  p% 5  =cre” 5 5 f et

que com a condi¢do X (a) = 0 tem solucdo (verifique!)

1T

X(x) = ¢y (e (=) _ g~ (x—0)) — ¢, senh(%{x —a)).

Logo o problema formado pela equacao de Laplace e as condicoes de fronteira
u(x,0) = u(x,b) =0,para0 < x < aeu(ay) =0, para0 < y < b, tem solugdes
fundamentais

niy

un(x,y) = X(x)Y(y) = SenTsenh( (:x: —a))

Vamos supor que a solucao do problema de Dirichlet seja uma série da forma
=) Culin(X, ) ZLH sen Y senh{?(x—ﬂ}}.
n=1

Para satisfazer a condicao inicial #(0, y) = h(y), precisamos ter

h(y) = u ansennﬂysenhﬂz—z cu senh

n:nra} ny
b = b

sen ——-—.

b
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Esta é a série de Fourier de senos de li(y). Assim, pelo Corolario 2.5 na pigina 184,
se a funcaoh : [0, b] — R é continua por partes tal que a sua derivada h’ também seja
continua por partes, entdo os coeficientes da série sao dados por

—a::‘ﬂsaarnhﬂ = b./ h(y)sen nﬁyﬂ'u, n=123..
Podemos evitar o sinal negativo se escrevemos
= ny
=) uy(x,y) = Z Cn senTsenh( {a—x)j (5.7)
n=1

e neste caso

G senh L = bf hy)sen()dy, n=1,23.. (5.8)
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Exemplo 5.2. Vamos considerar o problema de Dirichlet num retingulo

COIm

Pu P
< Eiyz_

uix,0) =0, uix,2)=0,0=<x<3
w(0y)=hiy), w3 y) =0 0<y=<2

B v, sel<y=1
h[]’r]_{ 2—y sel<y<l
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A solucio é entio

€m UE Cy

3. 5]
ix,y E Cn sen—senhl[—[E—xj-j-

da funcio k(y) do Exemplo 5.1 na pégina 427, ou seja,

Cha ainda,

dnm S Ty
cﬂsenhl[T = _L.anyj-sem[ 5 Jdy
E RiT
= IZ1T n=123...
—7 1
M
8 sen 5+
Oy = Hzﬁzmh%, n=1273...
ek =0
E 8(—1)t
X+1 — .
(2 + 1)27? senh 22T
Portanto a solugio € dada por
“ osen &F M Ty 17X
[ = — 2z : h—
uix, y) H1n=1nzsenhl"’iﬂsen 5 7
] gl
_ %E (—1) en [2H+1]R'I’r5en

n=0 (2n + 1)2 senh 222 T -

MAP2320

senh[-"%} sa0 0s coeficientes da série de senos de h(y), que s30 05 mesmos

(2Zn + 1)m(3 — x)
h 2
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Figura 5.3 — Solucao do problema de Dirichlet do Exemplo 5.2
tomando apenas 3 termos ndo nulos da série
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