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Pré Relatdrio para a experiéncia de
Ball and Beam

Este pré-relatério tem objetivo de fornecer uma revisdo de controle linear, bem como uma
introducdo a controle moderno e discretizacdo e a modelagem de sistemas dindmicos para
a bancada experimental do laboratério de Instrumentagao e valera 2 pontos da nota total da
experiéncia.

Atencao: Este pré-relatério utilizara o MatLab. O script e o simulink gerados deverao
ser levados ao laboratério no dia da experiéncia.
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Introducgao:

Ha alguns métodos diferentes para se projetar controladores de sistemas lineares.
Dentre os mais comuns na industria estdo o PID e o controle por realimentacéo de estados.

O PID é o método mais utilizado atualmente. Uma das vantagens do PID é que ele
pode ser facilmente implementado com ou sem o conhecimento prévio da planta do sistema
a ser controlado, mas necessita de um processo iterativo que pode ser trabalhoso ou até
perigoso em alguns casos. Para estes casos é recomendado que se tenha um
conhecimento prévio minimo do modelo para determinar ganhos para um chute inicial,
evitando movimentos bruscos ou impossiveis para os atuadores.

Ja o método de controle por espago de estados (controle moderno) vem ganhando
espaco e é tradicionalmente utilizado com o modelo do sistema. A grande vantagem deste
método é possibilitar o controle de sistemas MIMO. Além disso, este método possibilita uma
visualizagao explicita e no dominio do tempo para cada um dos estados.

Para esta experiéncia de laboratério iremos implementar um PID sem considerar o
modelo e uma lei de controle por realimentagdo de estados em uma plataforma conhecida
como Ball and Beam como a representada na figura 1. O objetivo da experiéncia é
posicionar uma bolinha de ténis de mesa em um ponto desejado e calibrar dois tipos de
sensores de forma a obter melhores resultados.

Servomotor

Figura 1: Esquematico do Ball and Beam

As tarefas de calibracdo serdo realizadas durante o laboratério, entretanto para
otimizar o tempo restrito das aulas, optamos por realizar o projeto do controlador em um
pré-relatorio.

Parte I: Resumo de controle linear

Tanto o método de PID quanto o controle por espaco de estados utilizam légicas
parecidas. Para fazer um projeto de PID sem modelo, sera necessaria a utilizagdo de um
sistema possuindo um feedback direto do estado que se deseja controlar. Assim, sera
obtido um erro e que deseja-se minimizar.

Inicialmente vamos avaliar a influéncia de cada parcela do PID, e o fenébmeno fisico
correspondente. Para tanto, utilizaremos o0 método sem considerar o modelo do sistema.

O controlador proporcional visa zerar o erro (e) entre o efetuador e o setpoint, isto &,
a plataforma ira atuar proporcionalmente entre o angulo do motor e o erro de posi¢cao da
bolinha fazendo ela se aproximar do setpoint determinado. Entretanto, como o atrito entre a



bolinha e a plataforma s&o muito pequenos, a inércia da bolinha fara com que ela continue o
movimento aumentando novamente o erro e o resultado devera ser similar ao movimento de
gangorra. A expressao correspondente para o controle proporcional é portanto:
P=K,x*e
O controlador derivativo visa desacelerar a bolinha até que sua velocidade seja nula.
Portanto pode-se fazer uma analogia a criagcao artificial de um atrito no sistema. Dessa
forma, um controlador PD seria suficiente para alcancar e manter o efetuador um

determinado setpoint. Com isso, o controlador fica:
PD = Kp*e+ Kq* gt

Entretanto alguns erros em regime podem surgir decorrentes do sistema ou de
dindmicas externas e pelo esfor¢co do controlador apresentar valores muito pequenos. Para
garantir que o sistema atinja realmente o setpoint desejado, € introduzido um integrador que
atua somando o erro ao longo do tempo. Assim, apds determinado tempo o esforgo do
controlador € aumentado mesmo que o controlador proporcional e o derivativo sejam pouco
expressivos, até que o sistema volte a atuar. A expressao do integrador (v) e do controlador
PID sao apresentados a seguir:

v=v-+e

PID = Kpxe+ Kg* St + K« v

Agora que entendemos o funcionamento do PID, vamos relembrar como determinar
0s ganhos em um sistema com modelo dindmico conhecido.

Cada sistema possui uma ou mais dinamicas proprias, cada uma dessas dinamicas
podem ser representadas em uma funcdo de transferéncia G(s) na forma de podlos
(denominador) e zeros (numerador).

_ Y(s) _ (s—a1)(s—a2)...(s—an)
G(s) = X(G) (s—bl}(s—bz)...(s—bk)

Entretanto algumas dessas dindmicas podem ser desprezadas, uma vez que elas
ocorrem e se encerram muito mais rapido que as demais.

Ao se fechar uma malha de controle utilizando um feedback, como no exemplo da
figura 2, a funcdo de transferéncia correspondente do sistema deixa de possuir as

dindmicas de G(s) e passa a possuir de dindmica de Gms(s)
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Figura 2: Diagrama de Blocos de um sistema continuo genérico

G(s)H(s
Giny(s) = 1+c(;()s)f(1()s)



Note que agora os polos podem ser regulados variando os ganhos do controlador
H(s), e portanto a dindmica do sistema também varia.

Uma forma de determinar os ganhos do sistema é alocando os pélos de um
controlador arbitrario para que ele corresponda a alguns parametros desejados. Para alocar
os poélos utiliza-se o método do lugar das raizes.

Vale lembrar que, pelo lugar das raizes, os pélos de primeira ordem podem ser

descritos por:
Sp = *C * Wn

Ja um par de polos de segunda ordem podem ser descritos por
Sn = —( * wp + wWqi

Sendo a constante de amortecimento ¢ calculada para sistemas subamortecidos
por:

¢ = In(Mp)?
> 7\ m24in(Mp)?

Para sistemas ndo amortecidos ¢ =0, e para sistemas criticamente amortecidos
¢ =1, A frequéncia natural w» pode ser calculada com base no tempo de estabilizagado s

em 98% e a frequéncia amortecida wa € calculada em sistemas subamortecidos por:

Y
T s

wyg = wpy\/1— 2

W

Apoés determinar os pdélos a serem alocados, basta resolver o sistema forcando os
polos de Gms aserem iguais aos polos determinados, obtendo os ganhos do controlador.

Parte II: Resumo de controle digital

Essa experiéncia sera realizada utilizando um arduino, a frequéncia de
processamento deste microcontrolador ndo é muito alta, além disso, ha limitagdes de
frequéncia de sensores e outros recursos que serao utilizados. Esses fatos impedem que
um controle continuo possa ser utilizado corretamente.

Para resolver o problema, sera necessario fazer a discretizagdo do controlador, isto
€, cada ciclo do loop de controle devera ocorrer em um tempo pré-determinado. Este tempo
pré-determinado sera chamado de tempo de amostragem (7s). Perceba que, caso o
sistema seja muito mais lento que o loop de controle, o controle passa a atuar de forma
praticamente continua, obtendo-se um controle mais suave dos movimentos.

A malha fechada em controle digital de um sistema mecéanico consiste em amostrar
os sinais continuos transformando-os em sinais discretos para leitura e processamento no
microcontrolador e em seguida é feita a reconstru¢ao do sinal de saida do microcontrolador
para atuar o sistema mecanico. Um exemplo esta representado na figura 3:
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Figura 3: Diagrama de Blocos de um sistema Real Genérico

A amostragem pode ser representada do ponto de vista matematico pela
multiplicacdo do sinal por um trem de impulsos. Ja a reconstrucdo pode ser feita pelo
método do reconstrutor (ou segurador) de ordem zero (ZOH) que consiste em manter a
amplitude do sinal amostrado até a amostragem seguinte, como pode ser visto nas figuras 4
e 5. As expressoes matematicas nao serao abordadas nesta experiéncia, ja que o foco da
experiéncia sdo os fendmenos fisicos.
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Figure 4: Graficos de amostragem e reconstru¢édo por ZOH
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Figure 5:Grafico de reconstrugao por ZOH

Existem diversas formas de fazer a digitalizacdo dos sistemas que poderiam
inclusive fornecer resultados melhores em alguns casos, mas o ZOH sera suficiente para
alcangarmos os objetivo dessa experiéncia. No MATLAB o comando c2d faz a converséo de
sistema continuo para discreto.

Agora que ja sabemos como discretizar a planta de um sistema, resta saber como
discretizar os poélos e zeros. O método mais comum utilizado é o de mapeamento casado de
polos e zeros, dado pela expressao:

z = eTs



Esta expressao é resultado da equivaléncia entre o lugar das raizes determinada por
laplace e o lugar das raizes determinado pela transformada-z.

Parte lll: Controle por realimentacao de estados

O método de controle por realimentacdao de estados nao foge muito ao que ja foi
visto anteriormente. Um sistema dindmico pode ser representado em variaveis de estado na
forma:

Ja o sistema digitalizado tera a forma:

z[n + 1] = ®z[n] + Tuln]
y[n] = Cx[n] + Duln]

A saida y deve representar apenas as saidas de interesse, dessa forma a
matriz C possui dimensdo nxm onde n é o niumero de variaveis de interesse e m o
numero de estados do sistema

Perceba que, embora a representagdo matematica do sistema tenha sido
digitalizada, o sistema fisico ainda é continuo. Portanto, a representacdo mais real do
sistema controlado € similar ao representado na figura 3. A forma digitalizada sera utilizada
apenas para determinagao da lei de controle por meio do método do lugar das raizes.

Diferentemente dos métodos ja vistos anteriormente, ao invés de realimentarmos a
saida, iremos realimentar cada um dos estados. Se o sistema é controlavel, podemos
determinar uma matriz de ganhos K em que a lei de controle u = -Kx possa alocar os polos
do sistema em malha fechada. Assim, uma expressao de seguimento de trajetdria para a lei

de controle é:
U= —ki*xxy —koxxo+r

Enquanto no controlador PID bastava que conhecéssemos o erro em relagdo ao
setpoint, neste método sera necessario conhecer todos os demais estados. Entretanto o
acesso a medicao de estados pode ser impraticavel ou muito precaria, necessitando do
projeto de observadores ou estimadores, o que esta fora do escopo da disciplina.

Embora esta experiéncia ndo possua uma medicao direta da velocidade angular do
motor, a aproximacao de derivada da posi¢do apresenta resultados bastante satisfatérios,
permitindo a utilizacdo do método de realimentagao de estados.

De forma analoga ao PID descrito na parte |, o sistema possui um ganho atuando na
parcela proporcional ao primeiro estado e um ganho atuando na parcela derivativa
representada pelo segundo estado. Entretanto ainda falta adicionar um integrador ao
sistema para garantir que o erro em regime va a zero.

A expressao do sistema em malha fechada com integrador é conhecida como
sistema aumentado. O procedimento consiste em acrescentar um novo estado e um
feedback do estado a ser integrado, como o estado a ser controlado é representado pela
matriz de saidas C o sistema com integrador pode ser escrito como:

® 0
va=| % 7]
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Parte IV: Modelagem do sistema
A modelagem dindmica para a bola foi realizada através do método de lagrange,
obtendo-se a seguinte equacao:

(% + m) 7 + mgsina — mré? =0
Como se pode notar, ha duas nao linearidades na equagdo dindmica. Para esta
experiéncia, serdo aplicados métodos de controle linear, como aquelas vistas nas
disciplinas de controle 1 e controle 2, portanto precisaremos linearizar a equacgao.
Para pequenos angulos de «, pode-se linearizar a equacdo em torno de a = 0. A
equacao linearizada e a relagao entre os angulos sao:
(d +m) i+ mga =0

_d
a=710

Com isso, obtemos a equacéao dindmica linearizada:
(# +m)i+mg4o =0

Exercicio 1: Transforme a equacao anterior para a forma de espaco de estados e enumere
os estados que precisam ser medidos.

Parte IV: Controle digital

Como a experiéncia sera implementada em um microcontrolador de baixo custo
(arduino), as frequéncias de operacdo sdo muito baixas, portanto & necessario realizar a
digitalizagdo da equacao dindmica. Os parametros do sistema sao dados na tabela abaixo:

Parametr Descrigao Valores
o
m Massa da Bola 0.0274 (Kg)
R Raio da Bola 0.015 (m)
d Comprimento da Alavanca 0.05 (m)
g Gravidade -9.8 (m/s)
L Comprimento da viga 0.3 (m)
Jp Momento de inércia da 2, mR2 (
bola kng)
r Coordenada da bola -
o Angulo da viga -
12 Angulo do motor -




Exercicio 2: Implemente no MatLab a equagdo do espaco de estados e faca a
discretizacao utilizando o método de reconstrutor de ordem zero (zoh) com um periodo de
amostragem de Ts. Para ganharmos tempo, utilize o script a seguir:

clear all; close all; clc;

t run = 40;

m = 0.00274; R = 0.015; g = -9.8; L = 0.3; d = 0.05; J = 2*m*R"2/3;
fs = 50; Ts = 1/fs;

%% Faca aqui os exercicios
Exercicio 3: Para um sobressinal de até 20% e tempo de estabilizagao de 4s, calcule os
valores da constante de amortecimento, frequéncia natural e frequéncia natural amortecida.
A partir destes valores, determine os polos em s e transforme para z utilizando o método de
mapeamento de polos e zeros. Obs: os numeros imaginarios no MATLAB séo
representados por 1i

Parte V: Simulink

Abra o esquema do Simulink fornecido no moodle. Um bloco de MATLAB function foi
adicionado no lugar do controlador e sera programado com a mesma equagao que sera
utilizada no arduino, basta abrir o bloco. Verifigue também os outros blocos e nomes de
variaveis utilizadas.

Para que o sistema fique mais real, foi adicionada uma saturacdo (calculada em
radianos). Essa saturacdo representa uma limitagdo do motor e das simplificagdes
adotadas, como a linearizagao.

O simulink ira se comunicar com o script que sera criado. Adicione ao final do seu
script 0 seguinte codigo:

%% Simulacéao
sim('Diagrama_de Blocos');
n = 0:Ts:Ts* (length(u)-1);

figure('units', 'normalized', 'outerposition', [0 O 1 17);
title('Output');grid on; hold on;

subplot (121); grid on; hold on;

plot (tout,r, '-k'); plot(tout,y,'-b'); hold off;

legend ('Reference Signal', 'Output Signal', 'Location', 'NorthWest');
xlabel ('Time [s]'); ylabel ('Amplitude');

subplot (122); grid on; hold on;

stairs(n,u,'-b'");

title('Control Signal'); xlabel('Time [s]'); ylabel ('Amplitude')

fprintf ('Alocagdo de polos\n k1 = %f;\n k2 = %f;\n', [K(1), K(2)])

Exercicio 4: Faca a alocacado dos pélos (utilize o place(Phi, Gamma, Ts) do MATLAB) e
determine os ganhos para a realimentagdo de estados. Simule utilizando o simulink com
uma saturacao de 10° e plote a saida e o esfor¢co do controlador.

Obs: Note que a matriz C tedérica da saida possui dimensao 1x2 e é diferente da matriz
C do Simulink de dimensao 2x2. Isso ocorre pois € necessario fazer a realimentagao de
todos os estados, mas nem todos os estados serao controlados.

Obs2: A funcgao place funciona apenas se todos os polos forem diferentes, caso queiram
alocar os polos com multiplicidade maior que 1 utilizem a fungéo acker.



Parte VI: Adi¢ao de integrador
Exercicio 5: Visto que o sistema possui erro em regime ndo nulo, refaga a simulagéo
utilizando uma nova equacéo para o espago de estados, mas adicionando um estado de
integracdo. Note que agora ha um estado a mais, portanto é necessario alocar um polo
extra. O polo do integrador devera agir de forma mais rapida do que a dindmica mais lenta
do sistema, mas também deve ser lento o suficiente para ter uma dindmica relevante. O
Ogata determina que as dindmicas comegam a ser menos relevantes quando sdo de 5a 8
vezes mais rapidas do que a dindmica mais lenta do sistema
Facga a alocagao do integrador com 3 valores diferentes:

a) Mesma velocidade do polo mais lento que os polos alocados anteriormente.

b) 2x mais rapido que o polo mais lento

c) 5x mais rapido que o polo mais lento
Simule utilizando o simulink. O sistema continua estavel para os 3 casos anteriores? Houve
degradacao na dindmica do sistema para algum deles? Proponha o motivo da diferenca
entre os resultados e da instabilidade, caso haja.
Obs: O integrador é gravado na meméria e nao é realimentado. Utilizem da mesma
forma que o descrito no PID com a variavel v. Para tanto, no MATLAB fcn
acrescentem uma variavel global v.



