Método Monte Carlo
(Translacae e Ensemible NVT)

Disciplina: SiComLiMol
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ristorice:
* Neumann, Ulam e Metropolis (1945-1947)

Neumann e Ulam [1945] perceberam que problemas
deterministicos podem ser transformados num analogo probabilistico que
pode ser resolvido com amostragem aleatoria. Eles estudavam difusao de
néutrons em material fissionado.

Metropolis sugere o nome (numero aleatérios = jogo = Cidade
de Monte Carlo) e prop6e amostragem preferencial.

Experimentalmente esse meétodo ja era bem conhecido.
(Exemplo: Kelvin usou 5000 trajetérias aleatorias para estudar colisdes
elasticas de particulas em paredes em 1901.)

Resolver problemas com amostragem aleatoéria significa
gerar varios numeros aleatéorios (amostras) e repetir
operacoes matematicas para cada amostra.

Isto € facilmente realizado por computadores e por isso o Método
Monte Carlo é tao amplo e ganhou tanto destaque em varias areas do

conhecimento, sendo considerado como “o método mais poderoso e
comumente utilizado para tratar problemas complexos” [Rubinstein,
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Aplicagae do Nietedo Mente Carles

1 7 JU
e Calculo de = Areaarco =—J =—
4 4
; Area quadr. = |
—1 0 1
_ 4Area
Areaquadr.
Experimental: Disparar tiros uniformes na regiao do primeiro quadrante.
4 x (tiros na sombreada) z 1

= : : rro ~ ——
(total de tiros disparados =7) Jt

Tedrico: Algoritmo (1) gerar x aleatoriamente entre 0 e 1;
(2) gerar y aleatoriamente entre 0 e 1;
(3) calcular o raio;
(4) testar: se r < 1 incrementar um tiro na area sombreada;
(5) incrementar o numero de tiros disparados;
(6)

voltar ao passo (1).
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Aplicacioe do Méﬁ@@]@ Monte Carlos

* Integracao  p_ f f (x)dx ou F= /) p(x)dx
X1 p(x)
0(x) = fungao de densidade de probabilidade.

F = @ onde & = numero aleatdrio entre x; e x, que
p(E) satisfaz a distribuigdo gerada por p .
T

1
Usando p(x) =

possivel, a uniforme. Entao:

<f<zz)
p(§)

F (i -x)(f), = (=01 5 /@)
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chega-se a distribuicao mais simples



Exercicio desafio 1:

Calcule analiticamente (W.,,.,,) € usando o metodo Monte
Carlo (W) o trabalho para separar 2 atomos de Argonio
Interagindo da sua posicao de equilibrio até uma distancia
infinitamente grande (i.e. 30A).

oU(r)
ar

Considere: A mteragao Ar-Ar € bem descrita através do potecial de
Lennard-Jones com ¢ = 0.2378 kcal/mol e o = 3.41A [Barker and
Henderson, Mol. Phys. 22 (1971) 187].

Lembre que: W = f F(r)dr and F(r)=-

o\’ (o\'| = o’ o°
U, (r)=4¢ (_) —(—) FLJ(F)=248 2 ———
a

~N>

r r

Quantos passos MC sao necessarios para gerar o W, - com
uma precisao de 0.001% comparativamente com W

exato '



Aplicacioe do Wetode Mente Carle: Integracae

Esse metodo nao € competitivo com outros métodos de
integracao para integrais de baixa dimensionalidade, mas
para integrais multidimensionais (com amostragem
preferencial), ele € hoje o0 método mais utilizado.

=\ —H(r,p)/kT
<f> = fff(r)e dpdl’ Sistema de N particulas
NVT

~-H(r,p)/kT interagentes num volume V
ffe dpdl‘ e a uma temperatura T.

3N
onde H(r,p)=) (p,2 /2m)+ U(F)
Lembrando que: <f> — <f>Ci” + <f>conf

on f f(;;)e—U(f)/kT dr < f (r)e‘U(i~’)/kT>t
<f >NVT= [ U 1 - <e_U(f~)/kT>
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Com T constante, Monte Carlo € ideal, pois pode-se
facilmente desacoplar a parte cinética da configuracional.

H(E,p) = %(p? /2m)+U(F)

Z =ffe—H(F,l3)ﬁdpdr =fe—K(ﬁ)ﬁdpfe—U(?)ﬁdr

2mmw con
Lyyr = (7) ZNVTf
InZ,, = 37Nln(2mn)—37N1n(,B)+ InZ%

(A) = (A +(A) oo
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Exemplos

1 1 o
E) = He ™ dpdr = - A
< >NVT ZNVTff p ZNVT 8,3 NVT
0
<E>NVT = —ﬁlnzw
3N conf
Lembrando que InZ,,, = c+71n,8 +InZy7;
AIN1 0 conf __ AN
<E>NVT - ) IB - 8,8 1nZNVT 7 <E>NVT )

= kBT + <U> Energia

NVT

2 kpT?
(P)= Niegl + ) onde (W) = —l<r&>
V |4 3\ Or
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<CV> _ 3N Nk + <U2> - <U> Capacidade calorifica a volume constante

Pressao
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Método Monte Carlo para Integracée Multidimensional

Algoritmo:

(1) gerar uma configuragao aleatoéria (3N coordenadas
cartesianas aleatoérias entre -L/2 ate L/2);

(2) calcular f(r) e exp(-U(r)/kT) € acumular;

(5) voltar ao passo (1).

. Muito ineficiente para
orf <f(r)e_U(r)/kT> distribuicdo uniforme,

<f>NVT = UG /AT * pois exp(-U(r)/kT) =0
<€ > para muitas e muitas
tentativas.

T

Para calcular { /') com uma boa precis&o o nimero de tentativas
sera computacionalmente infinito.
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Exercicio desafio 2:

No liquido de Argdnio nas condicoes de 90.0K e 20 atm, é sabido que a
densidade do sistema é 1.394g/cm? (i.e. 100 atomos de Ar numa caixa
cubica de lado L=16.8192A) e a energia interna média é
aproximadamente E/N =-1.16 kcal/mol. Usando uma distribuicao
uniforme e o potencial de interacao de Lennard-Jones entre os atomos de
Ar, estime o percentual de conformacdes geradas aleatoriamente estao
proximas da distribuicido de Boltzmann, i.e. E/N+6kT ou -2kcal/mol < E/N
< 0 kcalmol.

O que podemos concluir sobre isto?

A distribuicdo uniforme € uma boa forma de amostra a distribuicao
Boltzmann para um sistema liquido?

Lembre: £ = 0.001985 kcal/mol.

Algoritmo:

(1) Cooque aleatoriamente 100 atomos de Ar numa caixa cubica (-L/2 to L/2)
(2) Calcule a energia total de ineragcéo por atom, E/N=(3/2)kT+U/N,;
(ATENCAO: Aplicar o método dads imagens, s; = sy—anint(sy/L)*L em x, y e z),
(3) Se -2kcal/mol < E/N < 0 kcalmol, conte esta configuragdo como préxima;

Caso contrario conte como uma configuragao distante.
(4) Repita as etapas (1), (2) e (3) por 10% e 10° vezes e estime o percentual de configuragdes gerada

proxima a disyribuicdo de Boltzmann.



Amostragem preferencial

E necessario usar uma amostragem preferencial, ou seja
gerar mais configuragcdoes (3N coordenadas cartesianas)

proximas do { U ).

Privilegiando valores

_UEY/ kT proximos ( U)
pr =€ ——

(U)

LS @ papr ! ppdr ot ! p),
[(Pyr | p)pdr <PNVT / ,0>17

Nesse caso simplificaria muito se p =0y, 1
(Amostragem de Metropolis [1953])

(e =) == S 1ED
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Amostragem preferencial

Como gerar numeros aleatdrios que satisfazem uma distribuicdo gerada
por oy ?

Solugao: Gerar uma cadeia de Markov de configuragoes {I} que satisfaz
uma distribuigao gerada por p,, -

Formalismo: Um estado I; muda para I; atraves de uma matriz de

/

probabilidade de ftransicao =, onde o elemento m; representa a
probabilidade de passar de I para I’

Condigoes: . ©)
(a) Existe uma densidade de probabilidade limite PNyvr = lim p I

1—>00

n

(b) Atingindo esse limite todas as configuracoes | Py 7T = Pyyr
geradas irao satisfazem uma distribuicdo de p,,,

zpiny =P
l

onde p, = pyT).

(c) Todos os estados sao acessiveis (ergodicidade) E ;= 1
l
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Amostragem preferencial

Portanto para gerar uma Cadeia Markoviana é necessario descobrir uma
matriz de probabilidade de transicao it que satisfaz as condicoes:

zpiﬂ:ij=pj e E_nij=1
l l
Um truque muito usado para encontrar x € substituir a primeira condicao

acima por uma condicao muito mais rigida que € o balanceamento

detalhado: pinzj = pjﬂ:jl- ==)> Ou seja a probabilidade de estarem i e

mudar para j € a mesma que estarem
_ — _ J J
piﬂ:ij - pjnji Epiﬂ:ij — pj e mudar para i.
l

Normalmente x; (probabilidade de mudar de i para j) € separada em dois elementos: a
probabilidade de gerar j a partir de i (a;) e a probabilidade de aceitar esta mudanca.

Metropolis e co-autores [1953] propuseram

w,=1 se p,zp =AU,;<0 para j=i
w,=(p,a,lpa;) se p;,<p,=AU,>0 para j=i

TT;; =1_27’:ij e o;=0; =7, =(10j /lOi)

j=i Disciplina: SiComLiMol 13



Amostragem ce Wetropolls

Na implementacao dessa amostragem de Metropolis a matriz
o € definida pelo subconjunto de configuracdoes acessiveis
em uma unica transicao.

Uma transicao = uma tentativa de movimento de uma

particula num deslocamento aleatorio ér,,., em cada eixo.
Allen e Tildesley, pp 119

max

Ou seja o0 numero de
configuracOes ;j acessiveis de
uma configuracao i € reduzida
no fator de:

o - 1 oV

iITN Vv
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Amostragem ce Wetropolls

Uma vez estabelecida a particula i € o0 maximo deslocamento
or.... em cada eixo, a probabilidade de transicao sera

(=U. / kT)
P e ! /7 _AU.. |k
=] _ou Tﬁij=—]‘ =D

P eV 7

max

T

Allen e Tildesley, pp 120

¥ Rejeita

0
2 -1 0 1 2 3 AU/KT
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Consideracoes:

* Potenciais continuos e descontinuos:

O método Monte Carlo com amostragem de
Metropolis pode ser usado com qualquer tipo de potencial,
uma vez que nao necessita do calculo do seu gradiente.

* Escolha do or,_,:

Deslocamentos muito grande provocam colisoes
(AU>>0) e muito pequenos provocam pouca mudanca (AU =
0). Entao esse maximo deslocamento € auto-ajustado para
manter uma percentagem de aceitacao proximo de 50%
(Mas por que 50%7?).

CUIDADO com auto-ajuste para sistemas

com alta e baixa densidade!

Recomendo que 0.01 A < dr__ =< 2.0A

max
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Geradores de nimeres aleatorios

* Periodo longo
» Uniformidade
* Valor médio: (€y=1/(k +1) parak>0

0.00524 g P TR Q..-s::;‘;r T oS g, T S T g 12 - . ; . . | - . -
. x -

WA S ."?‘ 4 ry H. is. -o-... tpy
e “'!-.ww.- S --...{,,‘;. K+l

he
L™ e o fte 4 . .‘.’ RS 2 v '& >

e s, o Yl -, A." lt. f 35 . 2 .
Py Tk o T prs Ay bl T Ky BEENM EY

R SO LT M- e ..' .s Yo' ]
R N L M A T 5 e ERT N
A "!#J “\'. BRI ) .o'.", A TP X "' ot ;- - ':3; " ’.. ‘." o ety .v.‘.,
vl [ . g 30 ; - o l. ‘3 o N
R r.‘ﬁ..;‘o o0k .!‘ ) 1’%’:}3‘."7 .y f?‘ ; “'.;."r."‘ {_‘:13 af‘t}t'; .'i:::; }
- - - - c. —

fo .

'-.- $ 23 N EAt Y "o ’o. 2 0)
ba e Aty e :{: Vi Nty "’""'.::5;: VSN S e e . SE & 10
&
L

e 32 b e B dn alolge o o8 1Tu.8 0% 3T e 2wt L N
R g ':v'ot‘:"q.}‘.'."?"L’"L.e'.{?"‘""’ et Fa bt RN
X i;.;:h.. : ‘.:’“‘»' AT 3 3".“‘.;.‘.;»"' J;w.w g .'Z;..;..- e 'tw:- %.9',. ,“.' N g'
. - - -~ LED .
A R e SR e R e Al R U
sg‘-‘ R RS AP N A N ‘?s,-'s‘.v’."‘:. I g rod M
IR A NS N e S ot ~zt‘3- AR gk, R ew il
Rz, L en A8 .4 ,_}g, RIS ~g'-, ¥ % I
R $ ¥l AT [l 0 e,-f "o
3

P n TG T MR S
.

¥ \‘}‘. s:.:..‘ :o.‘l' s, ‘-‘::;' . ;:.' M .!" ? ::0 ) ':"
O R e Tt e I TR 7 Ly '""“""'.'-‘-s
0.00000 2 moad s v 33?_ :,.“.;4' o-,”z;.-/.,

6 r

- Zang *
¢ - .
e B .'-:‘.’-..'..' ¥ *‘.,_ ST
B R NN 7 I Rl N& el s
/.E‘. L) SRS '3\-’0' "\, \‘h A Rt
-vw ® . 3 -
T }"5.’#’ “Qo.""::\'od-“’ “-?"; ‘."-‘1'. " N L
S ed s wikiede SEEANE 1L TON T T 0 et 3T
2R ot T4 TR A it
LYt od W v J e %0' : N DN LA, IR TRt
B o R S N R A D ey
o

~0.00524 _ﬂ".._,‘,'. -.-jl. -,_ iy h -iu' ?’.-,-.: —— » ~
0 2000 4000 6000 8000 100C 0
passos MC k



Gerae

lores de nimeros @H@@ﬁ@[ﬁﬂ@@

*Correlacio estatistica: 1.0
C(t)
O 50000
i A 75_00_0_
C(t) <§l §l+t> < > l+t> 0 _E' 11:2()00(5)()

BT

0.4
02 r
MAIS USADO RAN2 ]
= . E 0.0 S —f—s—6—a—a—a——a—29
5i = XOR(Er, Si2) 0 2 4 6 8 10
gi—l_ 1 0 0 | 0 t [passos MC]
XOR
gi-Z_ 1 1 0 0 1 slina: SiComLiMol 18




