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RESUMO

Este trabalho descreve a andlise do comportamento de trelicas e vigas espaciais
sujeitas a deformacgbes finitas. Primeiramente, sdo apresentados conceitos
fundamentais da mecénica dos solidos ndo-linear, especializados para cada caso,
seguidos da discretizacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais usando o Método dos
Elementos Finitos e as teorias de trelica e de viga. As implementacdes numéricas de
trelicas e vigas tridimensionais sdo apresentadas, considerando linearidade e nao-
linearidade geométrica e um comportamento de material elastico linear por partes.
Exemplos convenientes, envolvendo trelicas e vigas, sdo usados para testar os dois
programas desenvolvidos, e os resultados sdo analisados e comparados com solugdes
analiticas e com resultados de um software de elementos finitos comercial. Como
aplicacdo das ferramentas desenvolvidas, é apresentado um estudo composto por
simulacbes numéricas, referentes a discretizagdo de solidos por estruturas trelicadas,

através do Método dos Elementos Discretos.
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1 INTRODUCAO

Uma das abordagens para a analise do comportamento elastico de uma estrutura
baseia-se na solugdo de equagdes diferenciais de equilibrio e de relacbes cinematicas
de compatibilidade, independentes umas das outras, e que sdo suplementadas pelas
condicdes de contorno e iniciais do problema em particular. A relagdo causa-efeito
entre 0 campo cinematico (deformacdes) e de forcas (tensbes) depende do material e é

expressa através de uma lei constitutival.

Uma vez solucionadas as equacdes diferenciais, todos os trés requisitos - equilibrio,
compatibilidade e lei constitutiva — sdo atendidos. Entretanto, problemas de interesse
na Engenharia sdo, em geral, muito complexos e as equacgdes ou sistemas de equagdes
diferenciais resultantes sdo de dificil solugdo analitica, 0 que motiva o emprego de
técnicas numeéricas, onde se destacam o Método das Diferencas Finitas, o0 Método dos

Elementos de Contorno e o Método dos Elementos Finitos (MEF) 234,

O MEF apresenta algumas vantagens em relagdo a outros métodos numéricos, tais

como:

e Devido ao conceito de funcdo de forma, a aproximacdo numérica pode ser
conhecida em qualquer ponto do dominio;

e Os sistemas matriciais obtidos sdo em geral simétricos e esparsos, 0 que torna
eficiente a sua solucéo;

e A implementacdo, embora complexa, é genérica;

e Na&o h& problemas em se aplicar o MEF em dominios irregulares, principalmente

com 0 uso de elementos isoparamétricos.

Os métodos numericos associados a Mecénica dos Solidos permitem a solugédo de
problemas referentes a estruturas carregadas estatica e dinamicamente, operando dois
tipos basicos de ndo-linearidade: ndo-linearidade geométrica da estrutura e ndo-
linearidade fisica referente ao material. A ndo-linearidade geométrica, que sera
abordada neste trabalho, provéem do fato de que termos de ordem superior nas
expressdes cinematicas devam ser considerados para uma correta descricdo das

deformagBes em uma estrutura®®. Devido a importancia da representacio do



comportamento de metais ddcteis em um grande numero de aplicacGes praticas, a
formulacdo da teoria de grandes deformacgdes tem sido consideravelmente
estudada®’8°, Alguns autores consideram ainda, a ndo-linearidade fisica com modelos

de plasticidade e dano™®.

N&o é trivial a consideracdo de deformacdes finitas em uma analise. Por exemplo, a
definicdo de tensdo o e deformacdo & e suas respectivas taxas é mais rigorosa, de
modo que a relagdo tensdo-deformacéo deva ser invariante sob rotacdo ou translacao

de corpo rigido e as suas medidas devem ser conjugadas energeticamente!® 1112,

Para caracterizar o material utiliza-se, neste trabalho, o0 modelo hiperelastico, ou seja,

as tensdes dependem das deformacdes ou alongamentos totais.

Além disso, relacdes ndo lineares entre deformacéo e deslocamento, &xu, e tenséo e
deformagédo, oxe&, geram mudancas na configuragdo inicial da estrutura (posicéo,

secao transversal) o que torna complicada a implementacdo numeérica.

Estruturas compostas de barras de trelicas ou vigas tém sido aplicadas em grande
amplitude no mundo moderno, como em pontes, em coberturas ou, com a expansao da
telefonia celular, em torres de transmissdo de sinal. Os elementos de treliga permitem
gue assuntos complexos, como o caso de grandes deformacdes, sejam abordados de
maneira mais simples. Uma barra de viga é mais complexa, introduzem-se mais graus
de liberdade ao elemento, 0 que pode resultar num menor nimero de elementos a ser
utilizado na representacdo de uma estrutura. Deste modo, este trabalho explora os

fendmenos ndo-lineares geométricos e de material que ocorrem em treligas e vigas.



2 APRESENTAGCAO DO MEF

Em um problema continuo de qualquer dimensdo, o campo de variaveis (pressao,
temperatura, deslocamento, tensdo e outros) possui infinitos valores, pois é funcdo de
cada ponto do corpo. Consequentemente, o problema possui infinito numero de

incognitas.

O método dos elementos finitos consiste em aproximar a solu¢do do problema por
uma funcéo definida num subdominio resultante da discretizacdo do dominio, através
da minimizacdo do erro cometido. Esta discretizacdo forma entdo os chamados
elementos finitos cujas extremidades recebem o nome de nds, onde os elementos

adjacentes estdo conectados.

A solucdo completa passa, entdo, a compreender a adi¢do das solucBes aproximadas
em cada elemento. E dentro deste, a solucdo aproximada é dada em funcéo dos

valores em seus nos, através das fungdes interpoladoras ou fungées de forma.

O método se inicia, portanto, com a discretizacdo, ou divisdo em elementos finitos,
seguido pela formulacdo do elemento, ou seja, escolha da funcdo de forma e obtencédo
da matriz de rigidez quando a formulacédo é ndo-explicita. As equacdes em funcédo das
grandezas nodais sdo escritas na forma matricial, individualizadas, inicialmente, para
cada elemento (matriz de rigidez e vetores locais), seguida da matriz global do
sistema, obtida observando o indice dos valores nodais (graus de liberdade) em cada
elemento. Antes de se resolver o sistema deve-se aplicar as condi¢gdes de contorno e

formar o vetor carregamento.

O sistema matricial deve ser resolvido utilizando métodos diretos ou iterativos para
solucéo de sistemas lineares. A solucgéo obtida (valores nodais) deve ser organizada na
forma de tabelas, plotagens de graficos bi e tridimensionais, curvas de contorno, etc.,

para poder ser interpretada.
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3 TRELICA

3.1 CINEMATICA

A maneira mais simples de se medir a mudanca de configuracdo de uma estrutura
unidimensional é através do alongamento A, que relaciona o comprimento final (Ln) e

inicial (L), A=L,/L.

Considere, entretanto, que alguns materiais como polimeros podem variar
consideravelmente de comprimento quando tracionados, de modo que o alongamento
A atinja valores iguais a 2 ou ainda maiores. Para o caso de materiais estruturais como
0 aco, o alongamento sera em torno de apenas 1.001 em tracdo e 0.999 em
compressdo no escoamento. Portanto, a medida de alongamento A ndo é conveniente,

uma vez que o numero de interesse comega no quarto digito significativo.

Para evitar estes problemas, introduz-se o conceito de deformacéo, & A idéia basica é

que a medida de deformacéo tenda a zero na configuracdo de referéncia (1=1) e

. o L,—-L A o
coincida com a definicdo classica, &= "L , quando a deformacéo é de primeira

ordem.

Desta maneira, define-se deformacéo como uma funcéo do alongamento

e=f())

onde a funcéo f pode ser escolhida convenientemente. Expandindo a equagéo anterior

em série de Taylor em torno de um estado indeformado

d’f
dA?

g:f(1)+(/1—1)%+%(/1—1)2

11



Considera-se f (1) =0, de modo que e=0em A =1. Ademais, df /dAi=1em A =1, de
modo que, para pequenas deformacdes, todas as defini¢bes coincidam, quando

desprezados os termos de ordem superior.

Assume-se também que df /dA >1 para qualquer valor 2 > 0 de modo que a

deformagédo aumenta monotonicamente com o alongamento. Portanto, para cada valor

de alongamento, h4 um unico valor de deformac&o correspondente.

Finalmente, com essas restricdes, muitas medidas de deformacdo sdo possiveis e
varias sdo comumente usadas. Por exemplo, a usual definicdo de deformacéo

chamada de deformacéo de Engenharia ou deformacao de Biot, &, € definida como

gg=1-1

Medidas alternativas, que podem simplificar a algebra nos casos continuos, sdo as

deformacgdes de Green, &5, e Almansi, ¢, , definidas, respectivamente, como

Eg = %(/12 —1)
A —%(1—/12)

Uma medida diferente pode ser obtida com a adicéo de varios pequenos incrementos
de deformacdo que ocorrem na barra quando esta é continuamente deformada de seu
comprimento inicial para um dado comprimento final. Este processo de integracao

leva a definigdo da deformacéo natural ou logaritmica
g =In(1)

Alguns autores usam o termo familia de deformacéo para definir:

%(/1”‘—1) se m=0
In(4) se m=0

En =

12



onde a Tabela 1 define as relacdes entre os valores de m e a classe de deformacéo.

TABELA 1: MEDIDAS DE DEFORMACAOQ

Deformacao m
Almansi -2
Hiperbdlica -1
Logaritmica 0
Engenharia 1
Green 2

E facil demonstrar que para o caso de pequenas deformagdes, onde A ~7, todas as

medidas convergem para 0 mesmo resultado.
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3.2 DEFINICAQ DE TENSAQ

A escolha da medida de deformacdo é ligada & medida de tensdo que sera utilizada, e
vice versa, uma vez que essas medidas devem ser conjugadas energeticamente. Hill*?
introduziu o conceito de tenséo e deformagdo conjugadas: uma tensdo, o, e uma
medida de deformacdo, ¢, quaisquer, sdo ditas conjugadas se o trabalho externo real,

Wext, puder ser obtido da expresséo

Wext = tl’(0'6‘) = 0.&

Isto implica que uma vez escolhida uma medida de deformacéo, é necessario eleger a
tensdo conjugada apropriada, a qual pode ser obtida da equagdo acima. Deste modo,
pode-se escrever a tensdo conjugada a deformacdo de Biot, apresentada
anteriormente, como

N

opg=E-g5 =—

onde oy é a tensdo nominal, N é a forca normal e Ao é a area inicial da secéo
transversal. Desta maneira, também sdo definidas, respectivamente, primeira e

segunda tenséo de Piola-Kirchhoff e a tensdo verdadeira como

N
O EA‘C"A:?
N
o5 =Egés :7
o, =E.& :%

As tensbes acima sdo conjugadas, respectivamente, as deformacdes de Almansi,

Green e Logaritmica, com A, sendo a area atual da secéo transversal.

No caso da trelica, no desenvolvimento da analise linear, caracterizada pelo calculo
do equilibrio na posicédo inicial, optou-se pela utilizagdo do par conjugado tensdo

nominal — deformacdo de Biot. Para a implementacdo n&o-linear, sera utilizada a

14



tensdo verdadeira e deformacdo logaritmica com o equilibrio obtido na posi¢édo
deformada. Este par conjugado é interessante, pois a tensao verdadeira expressa a

tensdo medida num experimento onde a area da espécime varia significativamente.
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3.3 APLICACAQ DO MEF

PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS (PTV): Dado um deslocamento virtual op,
considera-se que o corpo esta em equilibrio se o somatorio dos trabalhos de todas as
forcas (internas e externas) que agem no corpo forem iguais a zero.

oW+ We=0

Integrando este conceito para volume, area e forcas concentradas, tém-se:
[e-0-dv =[p- £°-dV+[op-f°-dS+> o, R
\Y \Y S i

onde de- o corresponde aos trabalhos virtuais internos e & - (fB + f 5 + R))

corresponde aos trabalhos virtuais externos devido as forcas de volume f 8, de area f S

e as forcas aplicadas nos nos da estrutura discretizada R.

3.3.1 Discretizacio do PTV

Supondo um elemento de barra de trelica tridimensional, conforme Figura 1, o qual

ndo esta sujeito a forcas de volume e de area, apenas sofrendo carregamento em seus
nos, a equacdo anterior pode ser simplificada para

[os-0-dv = -R
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R W2 E=1
V2

Yo1

FIGURA 1: ELEMENTO DE TRELIGCA TRIDIMENSIONAL.

Para o elemento em questdo, considera-se somente forca concentrada nos nos.
Definindo o vetor de deslocamentos dos nés, p = [u1 vi Wi U2 V2 W2]", 0 vetor de
deslocamentos virtuais dos nés, & = [dui dvi dwi duz dv2 dwz]" e o vetor de forgas
aplicadas nos nés F = [R1 R2 Rs R4 Rs Rg]", 0 somatdrio pode ser substituido pelo

produto de matrizes e o trabalho virtual externo passa a ser expresso por

MWe= >, -R=F" &

O deslocamento axial do elemento de trelica, U, pode ser relacionado com o vetor p,
através de uma matriz de interpolagdo H = f(x,y,z), que depende da geometria,

numero de nos, graus de liberdade e requisitos de convergéncia. Assim tem-se que

A matriz H sera detalhada mais adiante. A deformacéo do elemento também pode ser
relacionada com o vetor p, utilizando-se da matriz B, que corresponde a diferenciacdo
de H em relacéo a r, coordenada na direcdo axial, como segue

17



_oJ oH
E= —=—-
or or

A tensdo nominal é entdo escrita como
c=E-B-p

E, finalmente, o trabalho interno pode ser expresso através do vetor de deslocamentos

dos nos

W =3p-[ (BT-E-B-p)dv
Ve

que, quando identificado com 6WE anterior resulta no vetor forca

F :J. (BT-E-B)dVe-p
VE

0 que permite definir a matriz de rigidez como

K:j (BT-E-B)dv®
Ve

uma vez que

Resolvendo a equacdo acima, sdo satisfeitos os trés requisitos fundamentais da
mecanica:

= Equilibrio: expresso pelo PTV;

= Compatibilidade: p é continuo e satisfaz as condi¢des de contorno;

= Lei constitutiva: atraves da qual a tenséo, o, é calculada.

Dessa maneira, fornecendo-se dados de geometria do corpo, carregamento aplicado,
condicdes de contorno e lei constitutiva obtém-se os deslocamentos nodais pi e 0s

correspondentes estados de deformacéo ¢ e tensédo o dos elementos.

18



3.3.2 Resultante das forcas internas

Aplicando novamente o Principio dos Trabalhos Virtuais ao elemento de trelica,
reforcando as condi¢des de forcas de volume e de superficie nulas, tem-se que o vetor

resultante das forcas internas do elemento sera dado por
Fri= | BT o dVf=ALiBT o
VS
ou
F"=N-Ln-B'

onde N é a forca normal que age no elemento, An e L, &rea e comprimento correntes
do elemento, respectivamente. No caso de pequenas deformacgfes (linearidade

geométrica) Ln = L e An = Ao.

3.3.3 Matriz de rigidez

A formulacdo apresentada acima aplica-se a condicdes tanto de linearidade como de
ndo-linearidade geométrica. No caso linear, a matriz de rigidez, que pode ser
encontrada através da equacdo deduzida anteriormente, depende somente da
geometria inicial e caracteristicas do material. JA& no caso de ndo-linearidade
geomeétrica, o equilibrio é encontrado fora da posicéo inicial, o que leva a utilizacdo
de uma matriz tangente de rigidez, que depende da configuracdo atual. Nesse caso,

portanto, o problema é resolvido por método iterativo.
Com relacdo a ndo-linearidade fisica, para o elemento de trelica tridimensional

apresentado na Figura 1, optou-se por um material linear por partes, conforme ilustra

a Figura 2.
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v

FIGURA 2: MATERIAL LINEAR POR PARTES.

3.3.3.1 Linearidade geométrica

A matriz de interpolacdo é encontrada através da deducdo das funcdes de forma, hi,
para o elemento. Utilizando a Figura 1 e a variavel independente & que varia de -1 a

1 ao longo do elemento, pode-se escrever que

E=-1=m=1 1
hi=—-(-¢+1)
E=1=h =0 2
E=-1=h=0 1
ho=—(5+1)
E=1=h=1 2

Colocando na forma matricial, tem-se
1
h=2R-¢ 1+¢]

Com a funcdo de forma definida, os valores de variaveis de um ponto pertencente ao
interior do elemento podem ser estabelecidos pelo conhecimento das mesmas

variaveis em seus nos, como segue
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x:%[l—g 1+g]-& =§hixi us=
=1p- (Y ]S hy, =
y=l-¢ 1+g] (yz 2.hy, v
z= %[1—@ 1+§]-(21J:§hizi w=

2

Sh-c 1+&]-(

Sl 1+&]-[V

U,

U,

Vi

2

1 W1 2
Sh-e 1+&]-(W2j=§hiwi

onde x, y e z sdo as coordenadas cartesianas e u, v e w 0s deslocamentos sofridos nas

trés direcoes.

O deslocamento axial, U, pode entéo ser calculado

por

UXp1 + VYo +WZ5, _

U=
L
. 1-¢ 0 0 1+¢ O 0
:E[le Yo Z21]'0 1-¢ 0 0 1+¢ 0
0 0 1-¢ 0 0 1+§
ou
U=Hp

onde, como definido anteriormente
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0 que implica na definicdo da matriz de interpolacdo como

. 1-£ 0 0 1+& 0 0
ra:Eﬂ&lyuzu 0 1-& 0 0 1+& 0
0 0 1-& 0 0 1+¢&

onde tem-se que
X1 =X2—X1, Ya1=Y2—VY1, Zn1=22—11

A partir da diferenciacdo de H em relacdo a coordenada r ao longo do elemento,
pode-se encontrar a matriz B que relaciona a deformacdo do elemento com o0s

deslocamentos dos seus nés (& = Bp):

6H _ oH o¢

B=-—"—=""_ .2

r o& or

Da Figura 1, observa-se que &varia linearmente com r

r=0=¢=-1

r=L=é&=1

€ como
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tem-se que

onde defini-se

Vo1 —Z21 X1 Y21 Z21],

b(x) =

Pode-se, agora, calcular a matriz de rigidez K, com segue

K:j BT-E-BdV*=E-A-L-B"-B =
Ve

'[_ Xoo =Y Iy Xy Ya

1

= E-A b(x) - bT(x),

onde a area A do elemento é constante para a analise linear.
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3.3.3.2 Nao-Linearidade geométrica

Quando da consideragdo da ndo-linearidade geométrica, o equilibrio expresso pelo
principio dos trabalhos virtuais sé pode ser alcangado através de métodos de
aproximacdo. Surge, entdo, o termo vetor de forcas desbalanceadas, g, que
corresponde a diferenca entre o vetor de forcas externas aplicadas e o vetor de forcas

internas, g = F&' - FI"t, A matriz tangente de rigidez é entéo definida como

ag
K. =-2
T ap

Pode-se expandir a equacao acima para

_O(F™-F™)_ oF™ _9(cALB')

K =
T op op op

uma vez que as forgas externas sdo constantes durante o deslocamento que provocam.
A matriz B aqui é diferente da encontrada anteriormente pois a medida de deformacéo
a ser utilizada no caso ndo-linear é a logaritmica (& = In(Ln/L)). Assim uma nova

matriz B deve ser deduzida, como segue.

Foi anteriormente mostrado que

e=B-p

Diferenciando a equacédo acima obtém-se

n

p

gr_fe_L 1o, 14l

o L Lop L

n

Para diferenciar o comprimento atual, L., em relacdo a p, € necessario obter a
expressao que os relaciona. Pela Figura 1 pode-se observar que o comprimento atual

do elemento é dado por

Ln® = [(X2 - X1) + (U2 - un)]® + [(y2 - y1) + (V2 - vi)]* + [(z2 - 21) + (W2 - we)]?
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Definindo os vetores

%,
Y1

; Xo1 Uyy
1

X= y X21= 1Yy P21 = | Vy
2

Zy Wy
Y2
Z,

0 comprimento do elemento pode ser escrito como

Ln? = (Xo1 + p21)" . (X21 + p21)

ou ainda

Lo = Xo1". Xo1 + Xo1'. a1+ P21’ . Xo1 + Pai’ . P2

Cada termo da expressao acima pode ser reescrito, como segue

o Xo'.Xa = Xl +YyalH702 = X HXP-2 XX +yL+yiP—-2-y2-y1+
222 +1%-2211 =

= x'-x —2-(Xe-Xa+Yy2ry1t22-21) =

0 0
0 00 0-1 0/ |y,
0

0
= X" x+[X1 X y1 Y2 11 Z9]- : =

= Xt y1 22 X2 Y2 2] : =x"-A-X

onde defini-se
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1 0 0-1 00
0O 1 0 0-10
0O 0 1 0 0-1
A=
-1 0 01 0 O
0 -1 0 0 1 0
0 0-10 0 1
e pau'-pa = p'-A-p (analogamente).
u21
o Xa'-pa = [Xa Ya Zoa] - |V, | = Xer- (Uz—U1) + Y1 - (Vo — Vi) + Zo1 - (Wa —
W21
o, ]
Vl
— Wl _ T
W1) = [-Xo1 -Y21 -Z21 Xer Yo Z21] Ll T b'(x) - p
2
V2
LWz |
-1 0 0|
y 0 -1 0 y
21 21
0 0-1
o pa' X = [uz Vo wa]- |y, | = p'- 1 00 Yo | = PT-b(X)
z z
21 O 1 0 21
0 0 1|
E conveniente mostrar que  b'(x) = x"-A ou b(x) =A-x
-1 0 0 1 0 O
bT(X) = [X21 V21 221]' 0 -1 0 0 1 0| =
0 0 -1 0 0 1

26



-1 00
0 -1 0
-1 0 0 10 0
L]0 o0-1 .
=<1 00 0-1 00 1 0f =x"A
010 00 -100 1
0 0 1|

Expandidos os termos, o comprimento do elemento de treliga pode ser escrito como

segue
L2 =x""A-x+p -A-p+b'(X):p + p" bX
ou
L2 =x"-A-X+p -A-p+ X -A-p+p-A-X
ou ainda
Le® =(x + p)T-A-(x + p)
Voltando & equacdo da matriz B, B’ :Li%lg é necessario diferenciar L, em

relacdo a p. Escrevendo novamente a equacéo, tem-se que

L2 =x"-A-x +p -A-p+x-A-p+p-A-x

Diferenciando cada membro separadamente, obtem-se

oL’ oL oL, oL
° = . = 2Ln. n
op oL, op op
T
. (X" -A-x) _ 0
op

o X' A.p =(Xe—X1) (Uz—U1) + (Y2 Y1) - (Va— V1) + (22— 21) - (W2 — wi)
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[— X, +X, |
_y2+yl
a(xT~A~p) _ -7,+1,
ap X2_X1
yz_yl
Z,—-1, i

= b(x)

o pT'A'p = U2+ U222 U U+ V2 Va2 =2 Vo v W2 W2 —2 W Wy

Uy —-2-U, |
Vv, =2V,
W, —2-W,
‘U, —2-u,
Vv, —2-V,
‘W, —2-W, |

o(p"-A-p)
op

2-A-p

N N N N N DN

e PT-AX = p'-b = —Ur X1 — Vi-y21 — W1-Z21 + Uz X1 + Vo-Yy21 + Wa-

21 = X -A-p

a(p"-A-x)

P = b(x)

Substituindo-se os termos, a equacgéo se torna

2InoLn = (b(X) + b(Xx) + 2-A-p)op

=

oL 2 1 1
L= —(bx)+A-p=—AXX+p=—Ax
op 2L, (bt P) L ( P) L,

n

onde x’ é o0 vetor de coordenadas atualizadas.

Encontrada a derivada do comprimento do elemento em relacdo ao vetor de
deslocamento dos nos, ela pode ser substituida na expressao para o calculo da matriz

B, que se torna
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BT_i.aLn:iz_A x’
L, op L
ou
BT_ A.(X+p)

C(x+p)" A (X+p)

A resultante das forcas internas, que anteriormente foi expressa em funcéo de B, pode

agora ser reescrita como segue

F"=Ay-Ln-BT o =

“A-x’

=

LZ

= 5~(7~An~A~x’ = G.An.LL.

Fint — G'i'k_l'A'x’
L
ou
Fint — Ji -N(“z")-A-x’
L
pois

A (L_j g
A, L

Por fim, a matriz B pode ser substituida na expressdo da matriz tangente de rigidez,

que, como deduzido anteriormente, é igual a
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K
T 6p
Kr1 Krs1 Kro2
' —(1+2v)
= (a_o-jﬁ AL-A-x? + A[%Ji o -1+ [aﬂ’ ji o-A-x’
op) L op) L op L
Definindo
Cx) = A-x’
e derivando cada termo separadamente, obtem-se
e B o
op op L,
o al] = | (matriz identidade)
ap
op L op L-L,
Substituindo nas matrizes, tem-se
An LZ 1 B ' ' B E .7\:(3+2V) X A) ' I
Kr=Z A 47 E-CO0-Clx)' = == -C()-Clx)’

-2(1+v O-Ao L \ ' _
KTazz_(l"‘zV)'ﬂz(l )'W'E'C(X)'C(X)t -

= —(1+2v)- 2. _GI;;A‘O_ .C(X')-C(x)!
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onde tem-se K1 dependendo s6 da geometria, Kro1 € Kro2 dependendo da geometria e

das tensoes.

Finalmente, a matriz de rigidez tangente pode ent&o ser escrita como

K; = % AP (E-(1+2v)-0)-C(X')-C(X)" + % o AEPA
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34 IMPLEMENTACAQ NUMERICA

O programa foi desenvolvido em linguagem FORTRAN, sendo dividido de forma
sistemética em sub-rotinas para facilitar seu entendimento e implementacdo. Como
forma de carregamento na estrutura trelicada, o programa esta capacitado a aceitar
tanto forca como deslocamento aplicado, seja para trelicas bi ou tridimensionais,
podendo considerar ndo-linearidade geométrica e linearidade fisica por trechos. Desta
maneira, utilizaremos as palavras “carga” e “carregamento” tanto para “for¢a” como

para “deslocamento” aplicados.

A seqliéncia de execucdo dos comandos dentro do programa pode ser dividida em
quatro grandes partes, Figura 3. A primeira etapa corresponde a leitura dos parametros
do arquivo de entrada. Em seguida, as varidveis que ndo tiveram seus valores lidos do
arquivo de entrada sdo entdo inicializadas ou com valores nulos, ou com valores
calculados, como é o caso da matriz de rigidez e das for¢as internas. Na terceira etapa,
responsavel pela solucdo do problema, os incrementos de carga sdo aplicados e as
tensdes e deformaces obtidas. Por fim, uma terceira funcdo destina-se a plotagem da

configuracéo inicial e deformada da trelica.

Leitura do Arquivo de Entrada

A 4

Inicializacbes

A 4

Aplicacédo de Incrementos

A 4

Desenho da configuracgao

deformada

FIGURA 3: ORGANOGRAMA REPRESENTATIVO DAS ETAPAS DE EXECUGAO DO

PROGRAMA.
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A etapa de aplicacao dos incrementos pode ser expandida com o intuito de um melhor
entendimento do modo de resolugédo implementado no programa, Figura 4. Nesta
etapa, os vetores de carregamento séo atualizados, séo calculadas a matriz tangente de
rigidez (com aplicacdo das condi¢bes de contorno), as tensbes e deformacdes dos
elementos, as forcas internas e a diferenca entre estas e as forcas aplicadas, ou seja, as
forcas desbalanceadas, e sdo processadas as iteracGes até que o critério de

convergéncia seja satisfeito”.

>
«
A

A

Atualizacdo dos vetores de

carregamento

A 4

Célculo da matriz de rigidez, das
tensdes, deformacdes e forcas

internas e desbalanceadas

A 4

IteracOes

FIGURA 4: ORGANOGRAMA REPRESENTATIVO DA ETAPA DE APLICAGAO DE

INCREMENTOS.

A etapa de processamento de iteracBGes, importante na analise com ndo-linearidade
geométrica compreende alguns passos, que comegam com a inversao da matriz de
rigidez, seguida pelo calculo dos deslocamentos sofridos e atualizagdo das
coordenadas dos nos. Posteriormente sdo calculadas, novamente, a matriz tangente de
rigidez, as tensdes, deformacdes, forcas internas e desbalanceadas. Por fim, € feito o
teste de convergéncia para verificar se o residuo é menor que um valor determinado
(Figura 5).

* No caso de linearidade geométrica, s6 ocorre uma iteragéo.
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A 4

Inversdo da matriz de rigidez

A 4

Calculo dos deslocamentos e

atualizacao das coordenadas

A 4

Célculo da matriz de rigidez, das
tensoes, deformacdes e forgas

internas e desbalanceadas

A 4

Teste de convergéncia

FIGURA 5. ORGANOGRAMA REPRESENTATIVO DOS PASSOS EXECUTADOS NA ETAPA DE

PROCESSAMENTO DAS ITERAGOES.

3.4.1 Arquivo de entrada

Os dados de entrada sdo inseridos na forma de arquivos, com extensdo INP, num
formato adequado, como pode ser visto nos arquivos apresentados no Apéndice C,
correspondentes aos exemplos a serem mostrados neste relatério. Um Unico dado é

inserido diretamente do teclado, que corresponde ao nome do arquivo de entrada.

No arquivo de entrada, o usuario primeiramente digita o nome do elemento (truss3d
ou truss2d) e o tipo de analise (linearidade e ndo-linearidade geométrica), o nimero
de nés, de elementos, de nés vinculados, de noOs carregados e o0 numero de
incrementos de carga. Posteriormente sdo digitadas as coordenadas dos nos e a
incidéncia das barras, ou seja, 0s respectivos n6s dos elementos, assim como as

propriedades dos mesmos. Dentro destas propriedades, pode ser fornecido mais de um
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ponto da curva tensdo-deformacdo, caso deseja-se considerar o material com
comportamento linear por partes. Por fim, sdo especificados as vinculacbes e 0s

carregamentos.

Tendo em vista facilitar a criacdo do arquivo de entrada, foi criada uma geragédo
automatica de nds e elementos, para ser utilizada em trelicas que apresentam
repeticOes destes. Por exemplo, na treli¢ca da Figura 6, percebe-se que os elementos de
2 a 4 possuem seus n6s ambos incrementados de 2 em relagcdo aos nos do elemento
anterior. Assim, o usuario digita apenas o elemento inicial, o final, e o incremento de
cada n6 e o programa gera o0s intermediarios. Do mesmo modo ocorre para 0S nés e
suas coordenadas. Se as barras horizontais da trelica da Figura 6 forem iguais, 0
usuario apenas digita as coordenadas do n6 1 e do né 7 e o incremento destas a cada

s

no.

A implementacdo dessa geragdo automatica, apresentada nos Quadros 1 e 2 do
Apéndice A, é util no caso de trelicas com um grande nimero de elementos, pois
diminui o tempo de criacdo do arquivo de entrada, o qual representa um alto
percentual do tempo total despendido pelo usuario na analise de um problema. Para
facilitar o entendimento das rotinas, uma lista de variaveis e seus significados sdo

apresentados no Apéndice B.
+2 +2 +2

XN N7 N

2 4 3 ]

1 3 5 7
? ? ?
+ + +

FIGURA 6: EXEMPLO DE TRELICA COM NOS E ELEMENTOS GERADOS AUTOMATICAMENTE.

35



3.4.2 Matriz de rigidez

3.4.2.1 Linearidade geométrica

A implementacdo do célculo da matriz de rigidez para o caso de linearidade
geométrica é apresentada no Quadro 3 (Apéndice A). Nele, percebe-se que ha
separacao da matriz em duas partes:

1
e Uma constante: cte=E-A- —

L3

e outra que varia com a posicdo dos nds:  b(x) - bT(x)

3.4.2.2 Nao-linearidade geométrica

O caélculo da matriz de rigidez tangente também ¢ feito em partes, as quais
compreendem:
%-x“*v) (E-(1+2v)-0)

o C(X)-C(X)T

° % G- }\’—(1+2v) A

3.4.3 CondicGes de contorno

A aplicagdo das condigdes de contorno dos elementos (Quadro 4 - Apéndice A) segue

a teoria do método dos elementos finitos e é feita no sistema linear atraves da

realizacdo das seguintes mudancas na matriz de rigidez:

e zera-se alinha e a coluna correspondente ao grau vinculado;

e coloca-se 0 numero 1 na posicdo da diagonal principal referente ao grau
vinculado;

No vetor de forcas desbalanceadas também é realizada uma mudanga:

e zera-se a posicdo correspondente ao no vinculado.
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Podem-se representar estas etapas através de um exemplo. Supondo uma matriz de

rigidez 3x3, tem-se o sistema linear

Ki Ky Ky | Ay Foby
K, K, K, | Au, |=|Fob,
Ky Ki  Kag | Aug Fob,

Nesta matriz, a segunda direcdo deve ser vinculada, assim, aplicando 0s passos

descritos acima, chegar-se-a a
Ky 0 Kgj| Ay, Fob,

0 1 0 ||[Au,|=| 0 |=4u2=0
Ky 0 Ky | Aug Fob,

3.4.4 Método de Newton-Raphson

Quando considerada a ndo-linearidade geométrica, com o equilibrio da estrutura a ser
estabelecido na configuracdo deformada, necessita-se de um método iterativo para o
estabelecimento deste equilibrio. Isto se deve ao fato de que o célculo do
deslocamento sofrido pela estrutura depende do calculo da matriz de rigidez tangente
que por sua vez depende do deslocamento. O método escolhido foi a conhecida
técnica iterativa de Newton Raphson que utiliza a matriz de rigidez tangente da

iteracdo anterior para calcular a nova configuracdo da estrutura.

O equilibrio de forgas, como mostrado anteriormente, é dado por

g= Fext _ Fint

O procedimento iterativo de Newton Raphson é obtido de uma expansdo de Taylor

truncada

1d90
2d2

gn:~9+d9—°5p( (&)J @
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onde termos como dgo / dp significam dg / dp computado na posi¢do ‘0’. Dada uma
estimativa inicial po para a qual go(po) # O, a melhor aproximacdo é obtida
negligenciando termos de alta ordem em parénteses e fazendo gn = 0. Como resultado

obtém-se (Figura 7)

e a nova estimativa para p é

P1 = Po + Ko
A Sw,
Load, w dw, Sw, /
- ——— e = -
— g
80
-G | dw
I
k=99 |
dw I
| I
| |
| I
| I
| I .
Wo W Displacement, w

FIGURA 7: METODO DE NEWTON-RAPHSON?. O DESLOCAMENTO W (CARREGAMENTO W)

DA FIGURA CORRESPONDE A p (F) DA FORMULAGAO APRESENTADA.
A substituicdo de (b) em (a) com os termos truncados inclusos mostra que gn €
proporcional a go?. Isto implica que o processo iterativo possui “convergéncia

quadratica”.

O processo iterativo segue com
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Jr = —[%j - gi(pr)
dp

Assim, na aplicacdo de incrementos de forca, o0 método é utilizado implicitamente no
programa, a medida que, utilizando a matriz tangente da iteracdo i, calcula-se o
deslocamento correspondente a iteragdo i+1, no caso de forgas aplicadas. Os passos

detalhados compreendem:

- calculo da matriz tangente inicial: dKo

Loop de incrementos

- atualizaco das forcas aplicadas: F'= F ™! + AF

- atualizacgdo das forgas desbalanceadas: Fob,=Fob," + AF

Loop de iteragbes

- inversdo da matriz tangente: dK ;™

- calculo dos deslocamentos: dpi = dK ;™" Fob!
- atualizacdo das coordenadas: pi+1 = pi + dpi
- calculo da matriz tangente: dK. ,

- célculo das forgas internas: Fint!

- célculo das forgas desbalanceadas: Fob)

- teste de convergéncia

Pode-se perceber acima que, no célculo das forgas desbalanceadas do préximo
incremento, € levado em conta o residuo de forcas do incremento atual e, além disso,
dentro da iteracdo, as forgas desbalanceadas sdo calculadas subtraindo das forgas
externas totais as forcas internas totais, que sdo calculadas utilizando as coordenadas

atualizadas, caracterizando o equilibrio na configuragdo deformada.

No caso de deslocamento aplicado, 0 método também é utilizado, porém com algumas
alteracfes nos passos apresentados. Logo no inicio do loop de incrementos, as
coordenadas dos ndés com deslocamento imposto sdo atualizadas com o valor do
incremento de deslocamento e a matriz de rigidez tangente, as forcas internas e as
desbalanceadas séo recalculadas. Na segunda etapa, quando se inicia o loop Newton

Raphson, esses nos carregados sdo considerados nés vinculados e assim, durante o
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calculo da matriz de rigidez, serdo aplicadas as condi¢bes de contorno que
propiciardo, apos resolucéo do sistema linear, a nulidade dos deslocamentos referentes
a estes nos (conforme apresentado no subitem 3.4.3). Isto é possivel pois 0s
deslocamentos impostos ja foram considerados na primeira etapa (no calculo da

matriz tangente). Assim, tem-se as seguintes etapas:

- calculo da matriz tangente inicial: dKo

Loop de incrementos

- atualizagdo das coordenadas dos nés carregados: pi+1 = pi + dp

- calculo da matriz tangente: dK,,;
- célculo das forgas internas: Fint!

- célculo das forgas desbalanceadas: Fob, ,

Loop de iteracdes

-1
i+1

- inversdo da matriz tangente: dK
- célculo dos deslocamentos: dpi+1 = dK: Fob! ,
- atualizacdo das coordenadas: pi+2 = pi+1 + dpi+1
- calculo da matriz tangente: dK,,,

- célculo das forgas internas: Fint/

- célculo das forgas desbalanceadas: Fob,,

- teste de convergéncia

O controle de carga é realizado pelo usuario, que define no arquivo de entrada o
numero de incrementos a serem utilizados. Dentro de um incremento, as iteracfes
prosseguem até ser alcancado um valor de convergéncia satisfatorio, a ser visto mais
adiante. O Quadro 5 (Apéndice A) apresenta as linhas de cédigo que representam o

loop dos incrementos de carga e das iteracdes.

3.4.5 Sistema linear

O sistema linear, F = Kp, € resolvido no programa através da inversao da matriz K,

p = K?F,
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utilizando uma subrotina extraida de Wang*2, que utiliza o método de inversio de
Gauss Jordan (Quadro 6 - Apéndice A).

3.4.6 Linearidade fisica por partes

A linearidade fisica por partes significa que a curva tensdo-deformacdo do material é
composta por trechos lineares, como dito anteriormente (Figura 2). No programa,
apo6s cada incremento de carga, as deformacgdes dos elementos sdo calculadas e
comparadas com os da curva inserida no arquivo de entrada e, se necessario, 0
modulo de elasticidade é atualizado da seguinte maneira, como mostra o Quadro 7
(Apéndice A)

E :O-i+l_0-

i — &

onde oi+1 € gi+1 representam o proximo ponto na curva tensdo deformacéo. Se o valor
de & calculado for maior que &i+1, a atualizagdo é feita com o préximo ponto cujo &

seja maior que &i(gi+2 ,Ei+3 4 ...).

3.4.7 Balanco de forcas

Tendo calculado as deformagdes usando o médulo de rigidez apropriado, o programa
calcula as tensdes dos elementos, as forcas internas locais e globais e o vetor de forcas
desbalanceadas (Quadro 8 - Apéndice A), ou seja, a diferenca entre as forcas internas
e externas ao elemento. Através destas forcas desbalanceadas tem-se um método de

avaliacdo da distancia entre a situacdo real da estrutura e o equilibrio da mesma.

3.4.8 Teste de convergéncia

Apos cada iteracdo, é realizado um teste para avaliar se 0 processo iterativo esta
convergindo e/ou se o equilibrio da estrutura foi alcancado para o incremento de carga
correspondente. Dois métodos para avaliar a convergéncia foram implementados: um

levando em conta os deslocamentos sofridos e outro as forgas desbalanceadas.
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O primeiro critério, retirado de Owen e Hinton'* (Quadro 9 - Apéndice A), estabelece

a convergéncia se

« soma dos quadrados dos deslocamentos sofridos na iteragao 12
razao = <10

soma dos quadrados dos deslocamentos sofridosno incremento
onde a “soma” se refere a soma dos valores dos nos.

O segundo critério (Quadro 10 - Apéndice A) relaciona-se diretamente as forcas

desbalanceadas e aponta convergéncia quando

Z( forcas desbalanceadas)®
razao = <1010

nés nos

> (forgasaplicadas)® + > (reacdes vinculares)®

3.4.9 Arquivos de 3aida

Apls cada incremento de carga, o programa dispbe de valores das grandezas do
elemento: tensdo, deformacdo, forca, deslocamento, posicdo, etc.. Dependendo do
objetivo da andlise, essas grandezas sdo gravadas aos pares em arquivos de saida para
realizacdo posterior de gréaficos.

Apesar do programa nédo plotar diretamente a maioria das grandezas calculadas, ele
permite que seja desenhada a configuracdo inicial e deformada da estrutura. Isto
possibilita uma grande facilidade na deteccdo de erros grosseiros, gerados, por
exemplo, na criacdo do arquivo de entrada, além de apresentar uma resposta mais

intuitiva para o usuario do comportamento da estrutura.

A rotina que permite a criacdo destas imagens, desenvolvida com funcdes graficas da
biblioteca do préprio FORTRAN, é apresentada no Quadro 11 (Apéndice A). A
configuracdo inicial da estrutura é desenhada em tracejado e os elementos de trelica

na configuracdo deformada recebem uma cor de acordo com a tensdo relativa a que
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estdo submetidos. Um total de até nove cores forma o gradiente que discretiza as
tensdes, variando do azul, passando pelo verde até o vermelho, numa escala crescente

de tensdo nesta ordem.

43



3.5 ANALISE DE EXEMPLOS

Finalizada a construgdo do programa, partiu-se para a execucdo de alguns testes e
exemplos que se mostraram interessantes para verificar a performance do programa.
Inicialmente, foram testados exemplos com trelicas simples, os quais pudessem,
facilmente, apontar eventuais erros na implementacdo. Em seguida, uma avaliagdo
mais detalhada foi realizada com trelicas mais complexas. Por fim, alguns dos
exemplos foram executados no programa de elementos finitos ABAQUS e no

programa desenvolvido para verificar a acuracidade deste.

Nos exemplos executados procurou-se utilizar todos 0s recursos que 0 programa
dispde, como geracdo automatica, carregamento por forca e por deslocamento
aplicado, fazendo uso tanto da linearidade fisica quanto da fisica por partes como

também da linearidade e ndo-linearidade geométrica.

Como dito anteriormente, todos os arquivos de entrada sdo integralmente listados

neste relatorio em forma de Quadros que se encontram agrupados no Apéndice C.

3.5.1 Exemplo 1

O primeiro exemplo, listado no Quadro 12 (Apéndice C), trata de uma trelica
bidimensional formada por duas barras simétricas de 5cm de comprimento e 0,5cm?
de area transversal, articuladas em uma das extremidades e unidas pela outra

extremidade, a qual é submetida a um deslocamento de 10cm, Figura 8.
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A=-10cm

FIGURA 8: TRELICA TESTADA NO EXEMPLO 1. COORDENADAS EM CENTRIMETROS.

Considerando linearidade geométrica e linearidade fisica, com médulo de elasticidade
igual a 210MPa, coeficiente de Poisson igual a 0,5, o exemplo foi processado com a
utilizacdo de 50 incrementos de deslocamento. A curva da Figura 9 apresenta a soma
das reacGes verticais dos nés 1 e 3 (que, em modulo, deve ser igual, para haver
equilibro, ao esforco utilizado para aplicacdo do deslocamento) em funcdo do

deslocamento aplicado na juncéo.
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16000.00

12000.00

8000.00

F (N)

4000.00

0.00 | | | | |

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
Deslocamento do né 2 (cm)

FIGURA 9: RESPOSTA LINEAR DO PROGRAMA — ESFORCO UTILIZADO EM FUNGAO DO

DESLOCAMENTO APLICADO NO NO 2.
Analisando a curva da Figura 9, conclui-se que 0 programa apresentou uma resposta

linear, como se esperava. A configuracdo deformada da estrutura é apresentada na
Figura 10.
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FIGURA 10: CONFIUGURAGAO INICIAL E DEFORMADA DA ESTRUTURA.
Executando novamente o exemplo, com 0s mesmos parametros, porém agora numa

andlise que considera ndo-linearidade geométrica, obtém-se uma resposta que difere

da anterior, como é observado na curva apresentada na Figura 11.
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6000.00 —

4000.00 —

2000.00 —

F (N)

0.00 —

-2000.00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Deslocamento aplicado no né 2 (cm)

FIGURA 11: RESPOSTA NAO-LINEAR DO PROGRAMA — ESFORCO UTILIZADO EM FUNCAO

DO DESLOCAMENTO APLICADO NO NO 2.

Comparando as respostas das curvas das Figuras 9 e 11, pode-se perceber que ha
realmente grandes diferencas entre as duas. Isto acontece porque, no caso da Figura 9,
0 equilibrio foi calculado sempre na configuracdo inicial, isto é, considerando
linearidade geométrica. Como o né 2 sofre grandes deslocamentos, esse calculo ndo é
mais valido, levando a um resultado errado. A Figura 11 mostra a curva for¢a versus
deslocamento quando a ndo-linearidade é considerada. O célculo linear geométrico s

é valido para pequenas deformacdes e pequenos deslocamentos.

Devido a simplicidade do exemplo, bidimensional com apenas duas barras, e com 0
objetivo de comparar a solugdo numerica ndo-linear, desenvolveu-se uma solugéo

analitica para o exemplo.

Para iniciar o desenvolvimento analitico, observa-se que a simetria da trelica faz com
que as reacgdes verticais no n6 1 e no 3 sejam iguais entre si e para haver equilibrio, a

soma destas é igual ao esforgo utilizado na aplicacdo do deslocamento. Assim, de
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modo a facilitar a analise, divide-se a estrutura em duas partes e analisa-se apenas

uma delas, como mostra a Figura 12.

F/2

.
ey
DN
-

F/2

FIGURA 12: SOLUCAO ANALITICA DA TRELICA.

Tem-se da Figura 12 que
L2 =b%+ h?
Ls? = b? + (h-q)?

Considerando volume constante, AoL = AnLn 0u v = % (coeficiente de Poisson), pelo

equilibrio de forcas tem-se que

o A,send= E
2

_ 20A,Lsen®
L

n

= F

Mas
sen@ = h;q ’
Ln

do que resulta em
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_ 20AL(h-q)
T

Considerando o par tensdo verdadeira - deformacdo logaritma, que é o utilizado no

programa quando a ndo-linearidade geométrica é desejada, chega-se a

b* +(h-0)° (h-q)

F=2.E-A-L-In : .
A b?+(h-q)°

Aplicando os mesmos valores da solucdo numérica e plotando-se -F em funcéo de v,

chega-se a resposta ndo-linear da estrutura, apresentada na Figura 13.

6000

5000

4000

3000

F(N)

2000

1000

-1000

-2000- ! ! ! ! ! ! ! ! ! ,
0

q (cm)
FIGURA 13: RESPOSTA ANALITICA (LINHA CONTINUA) E NUMERICA (PONTOS) NAO-

LINEAR DA TRELICA DO EXEMPLO 1.

Observando as curvas da Figura 13, percebe-se que ndo ha, praticamente, nenhuma
diferenca entre a curva plotada em linha continua, representando a resposta analitica,

e aquela que se formaria da unido dos pontos que representam a resposta ndo-linear
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obtida pelo programa. Isto faz com que se creia que o programa esta funcionando

corretamente, pelo menos a respeito das funcbes que sdo abordadas no exemplo.

3.5.2 Exemplo 2

O Exemplo 2, apresentado no Quadro 13 (Apéndice C), trata de uma trelica
tridimensional, com quatro nos e trés elementos, 0s quais apresentam area transversal

igual a 0,5cm?. A estrutura é submetida a uma forga concentrada no n6 4 de 30KN,
que atua tracionando todas as barras (Figura 14).

lA

(5,10,0)

3

(10,0,0) @

Vista de A

FIGURA 14: TRELICA TRIDIMENSIONAL TESTADA NO EXEMPLO 2. COORDENADAS EM

CENTRIMETROS.

As barras sdo feitas de ago, possuem 0 mesmo comprimento de 7,07cm, com
coeficiente de Poisson igual a 0,33 e modulos de elasticidade dados pela Figura 15. O

exemplo foi testado utilizando 100 incrementos de forca, ndo-linearidade geométrica
e linearidade fisica por partes.
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(MPa)

250 E> = 10GPa

E: =210GPa

€

»
»

0,12%
FIGURA 15: PROPRIEDADE DO MATERIAL DO EXEMPLO 2.

O resultado da simulacdo pode ser visto na Figura 16, onde, no eixo das abscissas,
encontra-se a soma das reacdes verticais (direcdo z) que deve ser igual a forca

aplicada, e no eixo das ordenadas é representado o deslocamento do no 4.

30000.00 —

20000.00 —

P (N)

10000.00 —

0.00 | | | | |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Deslocamento do n6 4 (mm)

FIGURA 16: SOMA DAS REACOES VERTICAIS VERSUS DESLOCAMENTO SOFRIDO PARA

TRELICA TRIDIMENSIONAL DO EXEMPO 2.

E interessante observar na curva da Figura 16 a mudanca da rigidez da estrutura de
maneira condizente com o que foi definido para o material no arquivo de entrada, o

que aponta para uma correta implementacdo da linearidade fisica por trechos. Isto
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pode ser confirmado pela Figura 17, onde a curva tensdo deformacdo do elemento 2
tem seu ponto de descontinuidade em 250Mpa, como esperado. Do mesmo modo que
no exemplo 1, as curvas se comportam do modo previsto, formadas por trechos

lineares.

400 —

300 —

200 —

o (MPa)

100 —

0
\ \ \ \

0.00 0.00 0.01 0.01 0.02
Deformagéo do elemento 2

FIGURA 17: DIAGRAMA TENSAO VERSUS DEFORMAGAO DO ELEMENTO 2.

Numa analise um pouco mais profunda, pode-se comparar os valores de determinadas
variaveis com os valores obtidos de um programa de elementos finitos conceituado.
Desta maneira, a simulacdo deste exemplo tridimensional foi realizada no programa

comercial ABAQUS e a curva correspondente € apresentada na Figura 18.
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& (MPa)
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Incrementos de for¢a

FIGURA 18: TENSAO NA BARRA 2 DA TRELICA TRIDIMENSIONAL DO EXEMPLO 2. EM
LINHA CONTINUA, A RESPOSTA DO PROGRAMA, EM PONTILHADO, A RESPOSTA OBTIDA

PELO ABAQUS.

Através da Figura 18, pode-se afirmar que o programa desenvolvido funciona
corretamente, viso que a curva obtida por este é praticamente coincidente com a
obtida pelo programa Abaqus. A fim de avaliar relativamente os valores de tenséo nos
elementos, outras curvas foram plotadas, com valores de o na ordenada e 0 nimero

de incrementos na abscissa, para todas as barras da trelica (Figura 19).

54



400 —

300 —

200 —

o (MPa)

100 —

017

| \ \ \ \ \
0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00
Incrementos de carga

FIGURA 19: TENSAO NAS BARRAS DA TRELICA TRIDIMENSIONAL DO EXEMPLO 2. EM

LINHA CONTINUA, BARRAS 1 E 3, EM TRACEJADO, BARRA 2.

Na Figura 19, observa-se que as tensdes se mostram positivas, como esperado. Porém
0 que se destaca é a diferenca entre as tensdes das barras 1 e 3 com a 2. Esta diferenca
esta correta devido a disposicao relativa das barras, as quais nao estdo espacadas dos
mesmos angulos. As barras 1 e 3 estdo mais proximas e devido a simetria apresentam
a mesma tensdo que € menor que a da barra 2, que esta mais isolada e tende a ser mais

solicitada.

3.5.3 Exemplo 3

O terceiro teste realizado (Quadro 14 - Apéndice C) compreende a simulagdo de uma
estrutura trelicada bidimensional que aparenta uma viga com uma extremidade livre e

outra engastada, Figura 20.
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P =4000KN

o

11 21

FIGURA 20: ESTRUTURA TRELICADA UTILIZADA NO EXEMPLO 3. ENCONTRAM-SE

INDICADOS 0S NOS QUE FORAM UTILIZADOS PARA COMPARAGAO.

As barras da trelica possuem area igual a 18cm? e 10cm de comprimento. A analise
foi realizada considerando ndo-linearidade geométrica (grandes deformacdes),
linearidade fisica com mddulo de elasticidade do material igual a 210GPa e

coeficiente de Poisson igual a zero.

O mesmo problema, com as mesmas condicGes de contorno, propriedades de material
e carregamento, foi simulado no programa Abaqus. Foram retirados os valores de
deslocamento final dos nds indicados na Figura 20, a fim de comparar de forma
guantitativa com os resultados obtidos pelo programa desenvolvido. Estes dados estédo
listados na Tabela 2 , onde é calculada a diferenca percentual entre os resultados do
programa e do Abaqus. Utilizando-se das funcbes de pos-processamento deste, foi
plotada a configuracdo deformada da estrutura que pode ser comparada,

qualitativamente, com a deformada produzida pelo programa, através da Figura 21.

TABELA 2: DADOS COMPARATIVOS DOS DESLOCAMENTOS EM TRES NOS DA TRELICA DO

EXEMPLO 3.
Prog. Trelica Abaqus Diferenca %
Dir. x N6 11 -8,057 -7,848 2,6
Dir.y N6 11 -18,73 -18,68 0,3
Dir. x N6 18 -10,154 -9,950 2,0
Dir. y No 18 -42,60 -42,64 0,1
Dir. x N6 21 -24,87 -24,72 0,6
Dir. y N6 21 -54,57 -54,63 0,1
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Analisando a quarta coluna da Tabela 2, pode-se observar que a diferenca entre 0s
resultados € pequena, donde se conclui que o programa desenvolvido esté realizando

uma correta anélise de estruturas trelicadas.

FIGURA 21: CONFIUGURACAO INICIAL E DEFORMADA DA ESTRUTURA DO EXEMPLO 3. A

ESQUERDA A OBTIDA PELO PROGRAMA, A DIREITA, A OBTIDA PELO ABAQUS.

Através da Figura 21, percebe-se que, 0o pdés-processamento do programa também
funciona de maneira correta, haja vista que as duas deformadas se assemelham de

forma bem evidente.

354 Exemplo 4

Considerando satisfatoria a verificacdo do funcionamento do programa, neste ultimo
exemplo, procurou-se trabalhar com uma simulagdo um pouco mais conceitual, que

envolve a utilizacdo de estrutura trelicada para modelar um soélido.

Essa abordagem é interessante, pois aborda o uso de um elemento unidimensional
simples, de facil manipulacdo, ao invés de um elemento complexo bi ou
tridimensional de varios graus de liberdade. Além dessa maior facilidade no
entendimento do comportamento do elemento, vantagens como a maior velocidade de

processamento também motivam esse tipo de estudo.
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No exemplo (Quadro 15 - Apéndice C), uma placa de aco de 50cm x 50cm, 1,94cm de
espessura, médulo de elasticidade de 210GPa e coeficiente de Poisson de 0,33, é
modelada no Abaqus com elementos de casca e no programa com elementos de trelica
de 0,5cm? de area e mesmas propriedades de material, como mostra a Figura 22. A
area do elemento de casca foi ajustada de modo a produzir o mesmo deslocamento do
no carregado que o obtido na estrutura trelicada. Um dos lados da placa esta

engastado e numa das pontas livres é aplicado uma forga de 2000KN.

z
‘\I/' X P = 2000KN

| o
Ai‘ﬂ-—-—‘!&-‘ﬂ?“!"’-ﬁ"‘ :
e e

FIGURA 22: MODELOS DE UMA PLACA QUADRADA. A ESQUERDA, UTILIZANDO

ELEMENTOS DE TRELIGA, A DIREITA, ELEMENTOS DE CASCA (ABAQUS).

Os exemplos foram processados com 100 incrementos de forca e a configuragéo final

das estruturas é mostrada na Figura 23.

..

z

FIGURA 23: CONFIGURAGAO DEFORMADA DOS MODELOS DA PLACA QUADRADA. A
ESQUERDA, UTILIZANDO ELEMENTOS DE TRELIGA, A DIREITA, ELEMENTOS DE CASCA

(ABAQUS).
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Analisando as deformadas da Figura 23, pode-se dizer que as duas se assemelham e
esse resultado pode ser considerado satisfatorio, visto que nenhum tipo de estudo
relacionado a um maior refinamento da malha trelicada foi feito. Portanto, a principio,
esses resultados conduzem a acreditar que com melhor um estudo dos parametros
envolvidos, seja possivel conseguir um bom modelo de solido utilizando estruturas

trelicadas.
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4 DISCRETIZACAO DE VIGAS E PLACAS COM ELEMENTOQS DE
TRELICA

ApOs realizacdo dos testes para teste do programa, iniciou-se um trabalho de
simulacdo de estruturas trelicadas, com o objetivo de modelar vigas, placas e sélidos.
Inicialmente, € utilizado um método criado empiricamente e, em seguida, a partir de

equacOes retiradas da literatura, essa modelagem é aprofundada.

4.1 METODO EMPIRICO

Nesta etapa, a area da secdo transversal e a altura de uma estrutura trelicada foram
variadas a fim de verificar sua implicacdo na proximidade com o comportamento de

uma viga correspondente. Dois tipos de carregamentos foram utilizados, um
concentrado e um distribuido.

4.1.1 Procedimento e Resultados

A viga utilizada na modelagem e apresentada na Figura 24 trata-se de uma viga em
balango, de comprimento L = 100mm e secdo transversal quadrada de lado igual a
10mm. O material escolhido foi 0 aco, com modulo de elasticidade E = 210GPa e

coeficiente de Poisson v=0,33.

10

l—-—-—l

E{

FIGURA 24: VIGA UTILIZADA NO ESTUDO DA MODELAGEM POR TRELICA. MEDIDAS EM

100 |

MM.

Foram dois os tipos de carregamento utilizados para a viga descrita acima, um com
forca concentrada, outro com forca distribuida ao longo do comprimento, como pode
ser visto na Figura 25.
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FIGURA 25: TIPOS DE CARREGAMENTO UTILIZADOS NA MODELAGEM DA VIGA.

A malha da trelica utilizada na simulagdo numérica pode ser vista na Figura 26, onde

estdo explicitos os nds e os elementos da mesma.

[21 20 P2 N33 PR3 N34 P24 5 P65 N3E RE N3T O OPT N3 pB 9 E9 N0 po Ndt Bl

100

FIGURA 26: MALHA DE ELEMENTOS FINITOS DE TRELICA UTILIZADOS NA MODELAGEM

DA VIGA.

Procurando aproximar a0 maximo o comportamento da trelica com o da viga, a malha
utilizada na simulacédo desta foi gerada com dez elementos, o que corresponderia aos
dez “bloquinhos” que formam a treliga. A Figura 27 apresenta a malha utilizada na

simulacéo da viga.

FIGURA 27: MALHA UTILIZADA NA SIMULACAO NUMERICA DA VIGA EM BALANCO.

O procedimento consistiu em primeiro aplicar um carregamento vertical na viga e,
utilizando a teoria linear, calcular o deslocamento vertical sofrido na extremidade
livre, 6, 0 qual ndo deveria ultrapassar cerca de 10% do comprimento da mesma. Em
seguida, para a trelica submetida a0 mesmo carregamento, com uma determinada
altura fixada, variou-se a area da secdo transversal do elemento até obter-se 0 mesmo

deslocamento apresentado pela viga, o que correspondeu a uma fase de “calibragdo”
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da trelica. As simulacbes foram realizadas com cinco valores de altura de trelica
diferentes: H = 7, 8, 9, 10, e 11 mm. Os valores de area encontrados para estas
diferentes alturas sdo apresentados na Tabela 3, de acordo com o tipo de carregamento

aplicado.

TABELA 3: VALORES DE AREA DA SECAO TRANSVERSAL DO ELEMENTO DE TRELICA PARA

OS DOIS TIPOS DE CARREGAMENTO DE ACORDO COM A ALTURA DA TRELICA. UNIDADE.

MM.
H=7 H=8 H=9 H=10 H=11
mm mm mm mm mm

P = 2500 N
51,56 33,99 24,24 17,74 13,43

o0=4,76 mm

w = 100

KN/m 45,59 32,38 23,94 18,28 14,35

o=7,14 mm

Com a altura definida e a area encontrada, a trelica foi entdo simulada com valores
superiores de carregamento, com 0 objetivo de comparar seu comportamento, no

regime de grandes deslocamentos.

4.1.1.1 Carregamento concentrado

Os valores do carregamento concentrado foram escolhidos de modo a proporcionar
valores de deslocamento vertical de até cerca de 80% do comprimento da viga, 0 que
é satisfatdrio para a analise de grandes deslocamentos. Estes valores de carregamento,
juntamente com os resultados obtidos para o valor de &, podem ser vistos na Tabela 4,

de acordo com a altura definida.

TABELA 4: VALORES DE DESLOCAMENTO VERTICAL DA EXTREMIDADE LIVRE,

ENCONTRADOS PARA A TRELICA, COM CARREGAMENTO CONCENTRADO. UNIDADE: MM.

H=7 H=38 H=9 H=10 H=11

mm mm mm mm mm
P=75KN 11,25 12,39 13,22 14,20 15,17
P =125 KN 17,57 19,70 21,32 23,16 24,97
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P = 25,0 KN 31,86 35,75 38,66 41,80 44,79
P =50,0 KN 52,20 56,89 60,23 63,61 66,74
P =100,0 KN 71,36 75,03 77,70 80,55 83,45

A simulacédo da viga foi realizada com o software ABAQUS da HKS e os resultados

encontrados sdo apresentados na Tabela 5.

TABELA 5: VALORES DE DESLOCAMENTO VERTICAL DA EXTREMIDADE LIVRE DA VIGA,

PARA CARREGAMENTO CONCENTRADO. UNIDADE: MM.

P=75 | P=125 | P=250 | P=50,0 |P=100,0
KN KN KN KN KN
14,10 22,72 40,01 59,59 74,51

A diferenca entre as resposta pode ser melhor visualizada ao observar-se as curvas
representantes dos deslocamentos, apresentadas na Figura 28. Nesta, o deslocamento
é normalizado em relagdo ao comprimento da viga ou trelica e 0 momento de inércia

da secdo, I, utilizado na adimensionalizagdo da forga, refere-se a viga.

0.8 1

0.6 1

8/ L

—=—\Viga
—e—Trelica H=7
—e—Trelica H=8
Trelica H=9
—B—Trelica H=10
—e—Trelica H=11

0.4 4

0.2 4

0,0

0.00 0,50 1,00 150  PLYElI 200

FIGURA 28: DESLOCAMENTOS DA EXTREMIDADE LIVRE ENCONTRADOS PARA VIGA E
TRELICA (PARA OS DIFERENTES VALORES DE SUA ALTURA H) , CONSIDERANDO

CARREGAMENTO CONCENTRADO.

63



Com o objetivo de obter parametros para uma melhor analise dos resultados, uma

curva contendo a diferenca média dos cincos pontos, entre a viga e a trelica, para cada

valor de altura da trelica, foi construida e é apresentada na Figura 29.

Diferenca %
(=
o
1

8 9 10 11 12
Altura da Trelica, H (mm)

FIGURA 29: DIFERENCA MEDIA ENCONTRADA PARA CADA VALOR DE ALTURA DA

TRELICA, CONSIDERANDO CARREGAMENTO CONCENTRADO.

4.1.1.2 Carregamento Distribuido

O mesmo procedimento foi realizado considerando, desta vez, um carregamento por

unidade de comprimento, w. A Tabela 6 apresenta os resultados encontrados para o

deslocamento e os valores do carregamento, segundo a altura da trelica.

TABELA 6: VALORES DE DESLOCAMENTO VERTICAL DA EXTREMIDADE LIVRE,

ENCONTRADOS PARA A TRELIGA, COM CARREGAMENTO DISTRIBUIDO. UNIDADE: MM.

H=7 H=8 H=9 H=10 H=11

mm mm mm mm mm
w =175 KN/m 11,37 11,75 12,13 12,52 12,90
w = 350 KN/m 21,03 22,26 23,50 24,75 26,01
w =700 KN/m 38,44 40,97 43,49 46,01 48,57
w = 1050 KN/m 52,26 55,41 58,51 61,62 64,81
w = 1400 KN/m 62,59 65,90 69,14 72,46 76,71
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A viga foi simulada, de maneira andloga a anterior, utilizando o programa de

elementos finitos ABAQUS. Os valores calculados sao apresentados na Tabela 7.

TABELA 7: VALORES DE DESLOCAMENTO VERTICAL DA EXTREMIDADE LIVRE DA VIGA

PARA CARREGAMENTO DISTRIBUIDO. UNIDADE: MM.

w =175 P =350 P =700 P=1050 | P=1400
KN/m KN/m KN/m KN/m KN/m
14,10 22,72 40,01 59,59 7451

As curvas dos deslocamentos obtidos para a trelica e para a viga foram entdo plotadas,
Figura 30. Da mesma maneira, o deslocamento é normalizado em relagdo ao

comprimento da viga ou trelica e 0 momento de inércia da secdo, I, refere-se a viga.

0,8 1

0,6

——\iga
—e— Trelica H=7
—o— Trelica H=8
Trelica H=9
—&— Trelica H=10
—6— Trelica H=11
0,0 T T T T
wL¥El 8

0,2

FIGURA 30: DESLOCAMENTOS DA EXTREMIDADE LIVRE ENCONTRADOS PARA VIGA E
TRELICA (PARA OS DIFERENTES VALORES DE SUA ALTURA H), CONSIDERANDO

CARREGAMENTO DISTRIBUIDO.
Novamente, com os resultados obtidos, pode-se plotar uma curva representando a

diferenca média entre a resposta da viga e a da trelica, para cada valor de altura desta.

A Figura 31 apresenta esta curva com a diferenca dada em porcentagem.
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FIGURA 31: DIFERENGCA MEDIA ENCONTRADA PARA CADA VALOR DE ALTURA DA

TRELICA, CONSIDERANDO CARREGAMENTO DISTRIBUIDO.

4.1.2 Discussdo

Baseando-se nas curvas deslocamento versus forcga, obtidas para as diferentes alturas
da trelica, Figuras 28 e 30, percebe-se que o formato das mesmas se assemelha em
muito com o das curvas que representam as respostas da viga. Isto nos leva a afirmar
a possibilidade da validade da modelagem realizada. O comportamento da viga,
submetida a grandes deslocamentos, se aproxima, portanto, do de uma estrutura

formada por barras de treliga.

Analisando numericamente a diferencga entre as curvas da trelica e da viga, tanto para
0 carregamento concentrado como para o distribuido, pode-se observar que existe
uma regido de altura, ao redor de 9mm, na qual o erro se mantem num nivel aceitavel
para validacdo da modelagem realizada, por volta de 3% a 4%. Além disso,
observando a mudancga no valor das areas dos elementos de trelica provindas da
calibracdo da mesma, quando do uso do carregamento concentrado e distribuido,
percebe-se que a mudanga € menor para 0s 9mm, considerando apenas as alturas

simuladas, Tabela 8.
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TABELA 8: DIFERENGCA ENTRE AS AREAS DE CALIBRAGCAO DOS ELEMENTOS DE TRELICA
QUANDO DA MUDANGA DO CARREGAMENTO, EM %.

H=7 H=38 H=9 H=10 H=11
mm mm mm mm mm

11,6 4,7 1,2 3,0 6,9

Conclui-se, portanto que, pelo menos para os casos mais simples como os analisados
anteriormente, é valida a modelagem de vigas atraves da discretizacdo em elementos
de trelica, dispostos de uma maneira adequada, formando uma estrutura como a

exposta neste trabalho.

Para melhor conhecimento da altura que proporciona a melhor aproximacéo da viga
pela trelica, a partir do método utilizado, seriam necessarios algumas simula¢Ges com
valores proximos aos 9mm encontrados, e entdo se procuraria estabelecer uma relacéo

entre este e outros parametros da trelica com as varidveis da viga.

Com relacdo ao refinamento da malha, o0 método induz que o aumento do nimero de
elementos, nas simulacdes, levard a uma melhor aproximacao da trelica com a viga e
desta com uma viga real, tanto devido ao aumento dos graus de liberdade da estrutura
quanto a melhor discretizacdo do carregamento no caso em que se use uma forca
distribuida.
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42 METODO ANALITICO

O método conhecido como Método dos Elementos Discretos consiste, essencialmente,
em substituir o material continuo do corpo elastico sendo estudado por uma estrutura
de barras arranjadas de acordo com um padréo definido. A estrutura formada possuli
as mesmas dimensdes do corpo solido e é submetida as mesmas condi¢bes de
contorno e a0 mesmo carregamento, sendo todos aplicados nas jungfes das barras.
Pode ser demonstrado que se o tamanho da unidade do padrdo de tal estrutura é feito
infinitesimal, esta representara um modelo completo do prototipo solido, com

deslocamentos, deformagcdes e tensdes idénticas™®.

Embora o método de elementos discretos ndo seja exato, e seja um pouco trabalhoso,
ele permite a solu¢do de um numero de problemas, nos quais a matematica formal
falha®®.

Buscando utilizar o método e avaliar seus resultados, trés exemplos foram criados
para comparagao com seus respectivos modelos continuos: uma viga em balango, uma
viga bi-engastada e uma placa engastada numa de suas arestas. Em todas as analises

utilizou-se carregamento concentrado considerando grandes deformacoes.

4.2.1 Viga em Balanco

A viga plana, apresentada na Figura 32, trata-se de uma viga em balanco, de
comprimento, L = 1m, mddulo de elasticidade, E = 210GPa, coeficiente de Poisson,

v =1/3, e secdo transversal retangular de 5mm de largura e 100mm de altura.

100

1000 ” 5

FIGURA 32: VIGA UTILIZADA NA ANALISE NUMERICA. E = 210GPA, v=1/3. UNIDADE:

MM.
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Esta viga foi simulada no programa de elementos finitos ABAQUS, com a utilizacdo

de 20 elementos de viga, conforme a Figura 33.

P = 250KN

FIGURA 33: MALHA UTILIZADA NA SIMULAGAO COM ELEMENTOS DE VIGA.

Para a estrutura trelicada que representa a viga foi selecionado uma célula padrdo
quadrangular plana, apresentada em Hrennikoff!®, composta de quatro nds e seis

barras, conforme Figura 34.

FIGURA 34: CELULA PADRAO UTILIZADO NA ESTRUTURA TRELICADA QUE REPRESENTA A

VIGA.

Para um padrdo de malha quadrangular, de lado a = 20mm, representando uma viga

de espessura t = 5mm, a area das barras horizontais e verticais ¢ dada por®

A= % at=7,5.10°m?

e a area das barras diagonais ¢ dada por*®
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A __S at=15,3.10°m?

42

A estrutura resultante da unido dos padrdes indicados acima é apresentada na Figura

35. Foram utilizadas 250 células padrbes, num total de 1055 elementos de trelica.

FIGURA 35: ESTRUTURA TRELICADA UTILIZADA NA SIMULACAO.

A resposta da malha com elementos de viga pode ser vista na Figura 36.

FIGURA 36: RESPOSTA OBTIDA NA SIMULAGCAO COM ELEMENTOS DE VIGA.
Aplicando as mesmas condigOes de contorno e de carregamento da viga, indicados na

Figura 33, foi obtida a seguinte configuracdo deformada para a simulagéo da estrutura
trelicada, Figura 37.
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FIGURA 37. RESPOSTA OBTIDA NA SIMULACAO DA MALHA TRELICADA.

Os valores para o deslocamento da extremidade livre podem ser comparados para 0s
dois casos simulados, Tabela 9.

TABELA 9: VALORES DO DESLOCAMENTO DA EXTREMIDADE LIVRE PARA OS DOIS CASOS

SIMULADOS. UNIDADE: M.

Horizontal vertical
Viga 0,2434 0,5959
Estrutura trelicada 0,2531 0,6044
Diferenca 3,9 % 1,4 %

4.2.2 Viga Bi-Engastada

Para o caso da viga bi-engastada, foram utilizadas as mesmas malhas do exemplo
anterior, tanto para o caso da simula¢do com os elementos de viga, como para 0 caso
da simulacdo dos elementos de trelica, porem com a mudanca das condi¢cdes de
contorno e carregamento, Figura 38.
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P = 2500KN

1.000

FIGURA 38: VIGA UTILIZADA NA ANALISE NUMERICA. E=210GPA, v=1/3. UNIDADE: MM.

As novas configuracdes iniciais podem ser vistas na Figura 39 e na Figura 40, para o

caso dos elementos de viga e de trelica, respectivamente.

P = 2500KN

FIGURA 39: CONFIGURACAO INICIAL DA MALHA COM ELEMENTOS DE VIGA.

P = 2500KN

FIGURA 40: CONFIGURACAO INICIAL DA MALHA COM ELEMENTOS DE TRELICA.

As configuragdes deformadas apds a aplicagdo dos carregamentos podem ser vistas

nas Figura 41 e Figura 42.
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FIGURA 41: CONFIGURAGCAO DEFORMADA DA MALHA COM ELEMENTOS DE VIGA.
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FIGURA 42: CONFIGURACAO DEFORMADA DA MALHA COM ELEMENTOS DE TRELICA.

Novamente, para comparacgdo dos valores do deslocamento da regido central da viga,

para os dois casos simulados, foi construida uma tabela indicando as diferencas

percentuais, Tabela 10.

TABELA 10: VALORES DO DESLOCAMENTO DA LINHA ELASTICA NA REGIAO DO NO

CARREGADO PARA OS DOIS CASOS SIMULADOS. UNIDADE: M.

Vertical
Viga 0,1023
Estrutura trelicada 0,1033
Diferenca 1,0 %

4.2.3 Placa engastada

No caso da deformacdo de placas, torna-se necessario, para utilizacdo de células

padrdes planas, que os elementos utilizados tenham rigidez ao momento aplicado, ou

utiliza-se células tridimensionais continuando com elementos que sO6 apresentam

deformagéo ao longo de seu comprimento (elemento de trelica), o que foi utilizado



neste trabalho. Estas células tridimensionais sd@o cubos de lado a, cujas faces

apresentam o padrao definido anteriormente, Figura 43.

FIGURA 43: CELULA TRIDIMENSIONAL PADRAO UTILIZADO NA ESTRUTURA TRELICADA

QUE REPRESENTA A PLACA.

A placa utilizada é uma placa quadrada de lado 100 mm, espessura t = 5mm, material
elastico linear de E = 210GPa e v= 1/4, submetida a 30KN em uma das suas
extremidades. As areas das barras que compdem as células tridimensionais foram
calculadas conforme apresentado em Hrennikoff ¥°. Para os elementos internos da

estrutura, tem-se que

A=04a>=1,0.10°m? (arestas)
A1 =0.566 a? = 1,41 . 10"° m? (diagonais)

Para os elementos de faces externas tem-se que

A’=A/2=02a*=0,5.10°m? (arestas)
A1’ =A1/2=0.283 a> = 0,707 . 10> m? (diagonais)

E, finalmente, para os elementos que formam as arestas do sélido, tem-se que

A'=A/4=0.1a*=0,25.10°m?
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Como realizado para o caso das vigas, uma placa com elementos de casca foi
simulada no programa de elementos finitos ABAQUS, e esta serd considerada a
resposta correta, com a qual a simulacdo da estrutura trelicada sera comparada. As
Figuras Figura 44, Figura 45 e Figura 46 apresentam, respectivamente a geometria da

placa, a malha com elementos de placa e a malha com elementos de trelica.

FIGURA 44: PLACA A SER SIMULADA COM ELEMENTOS DE CASCA E DE TRELIGA.

UNIDADE: MM.

FIGURA 45: MALHA DE ELEMENTOS DE VIGA — 100 ELEMENTOS.
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FIGURA 46: MALHA DE ELEMENTOS DE TRELIGA — 400 CELULAS - 5381 ELEMENTOS.

As simulactes foram realizadas e as configuragfes deformadas da malha com
elemento de viga e da malha com elementos de trelica sdo apresentadas abaixo.

FIGURA 48: CONFIGURACAO DEFORMADA DA MALHA COM ELEMENTOS DE TRELICA.
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Para realizar uma comparacdo mais quantitativa, como feito anteriormente, foi
comparado o deslocamento de um no6 da placa, correspondendo, neste caso, ao no

onde se aplicou o carregamento, para as duas simulac6es, Tabela 11.

TABELA 11: VALORES DE DESLOCAMENTO DA LINHA ELASTICA NA REGIAO DO NO
CARREGADO PARA OS DOIS CASOS SIMULADOS. UNIDADE: M.

Vertical
Placa 0,024879
Estrutura trelicada 0,025680
Diferenca 3,2%

4.2.4 Tubo Circular

Um Jdltimo exemplo foi criado para avaliagio do método numa estrutura
tridimensional. A forma escolhida foi um tubo de secdo circular, de comprimento
igual a 140mm, 6mm de espessura e 267mm de raio médio, feito de aluminio com
modulo de elasticidade igual a 71GPa e coeficiente de Poisson 0,25. A condicdo de
contorno foi simplesmente apoiado na base e sobre a se¢cdo oposta do tubo aplicou-se

uma forca estatica axial distribuida no valor de 3,6.10°N/m.
O objetivo era avaliar a possibilidade da utilizagdo destes tubos discretizados para o

estudo dos fatores que determinam os modos de flambagem'® de tubos circulares,

Figura 49.
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FIGURA 49: MODOS DE FLAMBAGEM DE TUBOS CIRCULARES?®,

Devido a problemas de processamento da malha e ao tempo relativamente curto para
dedicagdo a este tema, o qual se trata de uma atividade adicional ao cronograma
proposto, ndo foi possivel chegar a um resultado final. A Figura 50 apresenta a saida
parcial dada pelo programa de elementos finitos utilizado.

FIGURA 50: CONFIGURAGAO INICIAL E DEFORMADA (PARCIAL) DE UM TUBO CIRCULAR

MODELADO COM ELEMENTOS DISCRETOS (15000 ELEMENTOS) .
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4.2.5 Discussdo

Os resultados encontrados tanto para a discretizacdo da viga quanto da placa sdo
suficientes para se acreditar na validade do método apresentado no artigo referido®.
As diferencas percentuais encontradas foram pequenas: no caso das vigas, a maior
diferenca se deu no deslocamento horizontal do né carregado, em torno de 4,0%; no

caso da placa, obteve-se 2,5% de diferenca entre 0 modelo continuo e o discreto.

Quanto ao tempo de simulacdo, no caso da viga, foram praticamente idénticos os
tempos de processamento do programa, tanto para elementos de viga como de placa,
em torno de 70s. Ja no caso da placa, o tempo de processamento da malha de
elementos de viga (~15s) foi menor que o da malha de elementos de trelica (~180s).
Porém isto ndo invalida o método, pois acredita-se que quando da necessidade de
utilizacdo de elementos solidos ao invés de elementos estruturais, o tempo de
processamento serd maior que o da estrutura trelicada, e também, como dito
anteriormente, o estudo e compreensao de um problema podem se tornar mais facil ao
se lidar com um elemento finito simples, de facil entendimento, como é o elemento de
trelica. Além disso, utilizando este método de elementos discretos, pode-se realizar o
procedimento ao contrario do que foi apresentado aqui, ou seja, quando o problema
apresentar uma estrutura trelicada muito complexa, pode-se substitui-la por uma

simples viga ou placa, ou mesmo outro solido adequado.
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9 VIGA

Um elemento finito de viga sera aqui gerado, considerando tanto linearidade como
ndo linearidade geométrica, a partir do modelo de vigas de Timoshenko. A definigdes
que serdo apresentadas no texto foram retiradas, a principio, de Yojo?’, caso contrario,

sera explicitado.

A viga de Timoshenko, que considera a distor¢cdo da secdo transversal por cortante,
apesar de exigir um desenvolvimento analitico um pouco mais complexo, apresenta
algumas vantagens de implementacdo computacional em relacdo a viga de Bernoulli-
Euler'’, como:

e E mais facil de se generalizar para ndo-linearidade geométrica;

e E facil fazer Elementos Finitos Isoparamétricos com qualquer nimero de nds;

e A teoria é invariante perante a mudanca de eixo.

Inicialmente é feita a deducdo das equacdes da cinematica, onde apresenta-se a
hip6tese cinematica utilizada e a deducdo das deformagfes da barra. Em seguida, a
escolha da tensdo compativel energeticamente € realizada. O equilibrio é, entdo,
formulado através do principio dos trabalhos virtuais, seguido da formulacdo da
equacdo constitutiva. As equacdes obtidas sdo entdo discretizadas com o método dos

elementos finitos e implementadas para analise de exemplos.
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5.1 LINEARIDADE GEOMETRICA

5.1.1 Cinemética

A teoria a ser utilizada para a formulacdo do elemento finito de viga é a teoria de

Timoshenko. Esta teoria baseia-se numa hipdtese cinematica que leva em

consideracdo o efeito da distorgdo por cortante na deformacéo da barra, sendo que os

deslocamentos e as rotacdes sdo independentes.

5.1.1.1 Sistema de coordenadas e propriedades geométricas da se¢ao

O sistema de coordenadas é definido conforme Figura 51, que também apresenta a

forma de representacdo de um ponto P de uma secdo transversal genérica de uma

viga.

X1

€2

[
\ |/

X2

FIGURA 51: REPRESENTAGCAO DE UM PONTO DA SECAO TRANSVERSAL DA VIGA NO

SISTEMA DE COORDENADAS.
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O sistema de coordenadas utilizado é composto de uma base ortonormal, formada

pelos versores

1 0 0
e = 0 e = 1 e = 0
0 0 1

As coordenadas de um ponto material, P, numa secdo transversal genérica da viga

podem, entdo, ser dadas por
X = Xo€a + {B3

onde «=1,2, ou seja

2
Xo€a = z Xo€a

a=1

Em todo o texto sera usada essa notacdo de somatdrio, com as letras gregas variando
dela?2.

A érea de uma secdo transversal genérica da viga é dada por

A= [dA=[dxdx,
A A

Os momentos estaticos sdo dados pela expresséo

So = €op j XBdA
A
onde se defini a matriz e, que sera utilizada ao longo de todo o texto, como

0 1
e= {1 0},ousejae11:0,e12=1,e21:-1,e22=0
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Assim, explicitando os momentos estaticos, em relacdo aos dois eixos que definem a

secdo transversal, tem-se que

S1= [x,dA e S2= [-xdA
A A

Os momentos de inércia da se¢do transversal sdo definidos por

Jop = aneBSJ.XyXS dA
A

que formam as componentes

Ju= IXZZ dA
A

J22 = IXlz dA
A

A

Por fim, 0 momento polar de inércia é definido como

Jo = J.(Xa X JAA = J11 + Jp2 = I(X12 +X3)dA
A A

5.1.1.2 Hipotese cinematica
Na teoria de Timoshenko admite-se que as se¢des transversais, durante a deformacao

da viga, permanecem planas (ndo ha empenamento), mas ndo necessariamente

perpendiculares ao eixo da viga, como eram na configuragéo inicial.
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X1 A

€2 \

X2

FIGURA 52: DESLOCAMENTO DE UM PONTO GENERICO DA VIGA.

O deslocamento de um ponto P, genérico, pode ser representado por um vetor

deslocamento, J,

Figura 52, que, em condic¢es de linearidade geométrica, pode ser expresso por:

d=u+6xa

onde
0]
u=|u, | € odeslocamento dos pontos do eixo central da viga
LUs |
0,
0=|0, | éarotacdo da segdo transversal da viga
105 ]
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Xl
a=Xa€a= |X, | €aposi¢do do ponto P na secédo transversal na configurag&o inicial e
0

2

o simbolo ‘ %’ representa produto vetorial.

Lembrando da definicéo de produto vetorial

i X J = (i2Jz — izj2)er + (izj1 — i1ja)e2 + (igj2 — izj1)es

pode-se expandir o vetor deslocamento, &, em termos de suas componentes

oL
R = U2+ X163
B = U3+ X6 —X16»

UL — X265

Pode-se escrever o vetor deslocamento, &, através de suas componentes, na forma

compacta
oo = Ua— €ap X[303
B = Us— €ap HaXB
2 2
lembrando que eap Xg = > > e, .
a=1 B=1

5.1.1.3 Deformagdes

A forma de variagdo do deslocamento de um ponto, em relacdo as trés direcbes da

base, é expressa através do gradiente do vetor deslocamento, dado por

L=5,Q®EQ+§'®e3

onde
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_ 9()

(-),a - @
- 00)
() o

e o simbolo * ® * denota produto tensorial de vetores.

Os componentes vetoriais do gradiente dos deslocamentos séo dados por

0,1 = Oe2— bes
0,2 =—bhe1— Oie3

ou, na forma compacta, por
0,0 =0X%Xeq
A derivada em relacédo a ¢ é dada por
0'=U — O;X2e1 + O;x1€2 + (X260 —x16;) €3
ou, na forma compacta, por
0'=u+6'xa
Fazendo o produto tensorial obtém-se a matriz L
0 -0, Uy — X,0;
L=16, 0 u, + X0,
-0, 6 Us + X,0, — x,0,
O tensor das deformaces sob linearidade geométrica, tensor de Green, é definido por
E=%(L+L")

substituindo L,
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0 0 Ya(u; — 6, —x,0,)
E= 0 0 Ya(up + 6, +u,0%)
1/2(u1’ _Hz_xzeé) 1/2(u; +01+u19é) ué + X2(91'—X19£)

Pode-se extrair a terceira coluna do tensor acima na forma compacta

Eaz =% (U! — €ap X303 — €ap6h)

Ess = Uz — €ap Xa g

Defini-se um vetor, y, que caracteriza a deformagéo na direcdo es (terceira coluna do

tensor E)
71
V=Yo€a Tt E€3= |7,
&
onde

Yo = 2Ex3

& = Eas

de tal modo que

0 0y

E=|0 0 Yoy,
Yoy, 2y, €

O vetor yainda pode ser escrito como

y=u'—-@xe3+0'%a

ou ainda como
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u,—6, 0,

y=lu,+6,|+|6,| xa
Uy 0,
onde se defini
ul,_ez '91'
n=|u,+6, e k=0'=\|0,| = y=n+kxa
U 0,

As componentes do vetor n representam a deformacao por distor¢éo e o alongamento

ao longo do eixo e 0 vetor x representa as rotacOes especificas da viga em torno do

Seu eixo.

O vetor pode ser representado, na forma compacta, por

Ho = U; — EQBQS

3= U,
As componentes do vetor de deformagéo podem, entéo, ser escritas como

Yo = Ha — CupXpKy

5.1.2 TensBes

O tensor das tensdes pode ser expresso como
T=te®eq+ T®e3

onde t, sdo as tensbes atuantes no plano normal aos vetores e« e 7 € a tensdo atuante

normal ao vetor ez, cujas componentes sédo dadas por

88



T= Ta€a+ O€3
To.= Ta3

o=Ts3

O tensor das tensdes é simétrico e, escrevendo-o na sua forma explicita, tem-se

5.1.3 Equacdes de equilibrio - PTV

5.1.3.1 Trabalho dos Esfor¢os Internos

O trabalho dos esforcos internos pode € definido como
Wi = [[T:EdAd¢
I A

onde o simbolo ° :’ denota produto escalar de dois tensores, que no caso, resulta em
T:E=tr(E'T) =
0 0 Yoy, [ b, 0

tr| | 0 0 %y |.lt, t 1

Yoy 2y, e 0 & o

=nyi1+ ny2+ o=

=T'}’:Ta7a+08

onde o simbolo - * denota produto escalar de dois vetores.
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Integrando na secéo transversal tem-se

W, = _”‘r-ydAdC = J-Ir-(q+xxa)dAdC
1 A I A

W, = ”rdA~qu+”(axr)dA~de

poist-(kxa)=a - (rxkx)=(ax7- Kk

Definindo as integrais

A

Vl
n:deA:Va8a+N83: 2

\Y

N

Ml

m = IaxrdA =Moo+ Tes=| M,
A T

onde

Vo = _[ t,dA (forcas cortantes)
A
N = j odA (forca normal)
A

Mo = eqﬁijUdA (momentos fletores)
A

T= eaBjxarBdA (momento torsor)
A
Pode-se, entdo, escrever o trabalho interno como

w.:j(n-q+m-x)d5
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As forcas cortantes, neste modelo, ndo produzem trabalho, sendo subtraidas, portanto,
da expressao do trabalho interno. Deste modo, pode-se definir os vetores dos esforcos

internos ou tensdes generalizadas o e das deformagdes generalizadas ¢ dados por

A expresséo do trabalho dos esforcos internos pode, entéo, ser reescrita como

W, :j (6-£)dC

Definindo um vetor de deslocamentos generalizados como

0 vetor das deformacGes generalizadas & pode ser obtido por

&=BAd
onde
| 0
3ac 3
|3 E3 03
B= , 4= 04 I,
03 03 |3
0
03 |3_
L ac |
0 -1 0
Es=|1 0 0
0 0 0

03 representa uma matriz 3x3 de zeros e I3 uma matriz identidade 3x3.

Por fim , o trabalho dos esforgos internos pode ser escrito como
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W.=ja~BAdd§
|

5.1.3.2 Trabalho dos Esforcos Externos

O trabalho dos esforcos externos € dado pela seguinte expressao

We = I{If-édCﬂB-édA}dg +q-d

ILC A

onde f ¢ vetor das forcas superficiais laterais, b é vetor das forgas volumétricas, C é o

contorno da sec¢do transversal e q* € dado por

onde n* e m* sdo, respectivamente, os vetores das forcas e momentos externos

aplicados nas extremidades da viga.

Definindo agora os vetores n e m , respectivamente, vetor de forcas e momentos

externos por unidade de comprimento, como
m = [tdC+ [bdA
C A

m = jaxde+Iax5dA
C A

Agrupando os vetores dos esforcos externos num Unico vetor de esforcos

generalizados, definido por
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tem-se para a expressao do trabalho externo

We=[q-dd¢+q"d
|

5.1.3.3 Equilibrio — Principio dos Trabalhos Virtuais
De acordo com o que foi apresentado na teoria de trelicas, o principio dos trabalhos
virtuais diz que para um corpo rigido em equilibrio estatico, o trabalho virtual dos
esforcos internos é igual ao trabalho virtual dos esforcos externos:

oW = 6We

O trabalho virtual dos esforcos internos pode ser escrito como

Wi = [ (n-dn+m-oK)d¢ = [ In-(0u'+e;x60)+m-50'1d¢
| |

onde

ou; -0, ou, 80, 80,
Sn=|ou,+36, |, ou'=|ou, |, 0=|50, | e 5x=056'= |00,
oul du, 80, 80,

Da mesma maneira, o trabalho virtual dos esforgos externos pode ser escrito como

OWe = [ (-0u+ T -30)dl +n* &u+m" 56
|

onde

ou,

Oulq
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Substituindo na expressao do equilibrio, tem-se que

Wi — OWe = [[n-ou'~(e;xn)-60+m-56'—A-ou—m -50]dS — n" i —m" 56=0
|

Realizando a integracdo por partes dos termos com parcela diferencial, chega-se a

I [~ (n'+M)ou — (M’ +e, xn+m)-50]d +

+(n=n")-sull+(M-m")-60|, =0
resultando os seguintes termos de contornos

(N—n")-ouly=0

(m-m")-60|, =0

Estes termos de contornos se anulam para as seguintes condicdes de contornos

naturais

n=n"(0) e n=n"(l)

m=m"(0) e m=m"(l)

Os termos também se anulam quando se utilizam as condi¢des de contorno essenciais,

dadas por

u(0) =u*(0) e u(l) =u’())
&0)=67(0) e &l)=67()

resultando em

Wi — OWe = [ [= ('+ M)ou —(m"+e, xn+m)-00]d, = 0

|
Como os deslocamentos virtuais generalizados sdo arbitrarios, pode-se obter as

equac0es diferenciais de equilibrio, dadas por
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nN+n=o0
m'+e,xN+M=0
onde o é o vetor nulo. Na forma de componentes, tem-se

V'+n =0

o o

5.1.4 Lei Constitutiva

Utilizar-se-a para a formulacdo das equacgdes constitutivas uma relacdo elastica linear
dada por:

7o = G

o=E¢

Substituindo a lei constitutiva na expressao da forca cortante, tem-se

Vo= [7,dA =G [7,0A = G [ (1, +e,p%yrc;)dA
A A

A

Vo= GAn, —eapGrs [ X;dA = GAr, — GSaxy
A

A forca normal a secdo passa a ser dada por
N=[odA = [EcdA=E [(5;+e,ye,X;)dA
A A A
N =EA#; + ESax,

lembrando que

So = €up I X;dA (momento estatico)
A
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Da mesma forma, os momentos fletores séo dados por
A A
Mo =E ﬂge(ny.Xy dA + EKBEdeBSJ.XyXS dA
A A
Ma = ES(xf’]a + E J(x[}KB

lembrando que

Jup = €areps I X, Xs A (momentos de inércia da secao)
A

Por fim, o momento torsor torna-se

A A

T=eupGry jxadA - eaﬁeﬁyG@J' Xo X, dA
A A

como

-lsea=y+pf

€oppy =

0 caso contrario

tem-se que
T=-GSar, + Grs [ %,%,dA
A

ou ainda

T =-GSan, +GJox,

lembrado que
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Jo = j(xf +x3)dA (momento polar de inércia)
A

Assim, a relacdo entre o vetor de esforcos internos e o de deformagdes fica

o=Dse¢

onde

0 0O EA ES, ES, O

0 0 ES, EJ, EJp, O
-GS, -GS, 0 0 0 GJ,
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5.2 NAOQ LINEARIDADE GEOMETRICA

5.2.1 Cinemética

Do mesmo modo que no caso linear, a hipotese cinematica utilizada sera a da viga de
Timoshenko, que considera o efeito da rotacdo da secdo devido a forca cortante, sem
levar em conta 0 empenamento, ou seja, a secdo permanece plana durante a

deformacéo da barra.

5.2.1.1 Sistema de coordenadas

No caso de grandes deformacdes, o equilibrio é realizado na configuracdo deformada
da barra. Isto faz com que se deva adotar um sistema de referéncia com duas bases:
uma fixa na configuragdo de referéncia {e;, e,, e;}, com e, perpendicular a se¢do e
na direcdo do eixo da barra; e outra movel {e1, ez, e3}, com es perpendicular a se¢éo,
ndo necessariamente na direcdo do eixo da barra. A Figura 53 apresenta o sistema

com as duas bases e também os principais vetores que serdo utilizados durante a

anélise.
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X1 A

X2

FIGURA 53: REPRESENTACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS COM DUAS BASES, UMA

FIXA E OUTRA MOVEL.

As coordenadas de um ponto P', na configuracdo de referéncia, sao representadas pelo

vetor &Xq, ¢), € as coordenadas do ponto na configuracdo deformada, P, sdo dadas

por X(Xa, &)

A notacdo de somatorio € a mesma da apresentada no caso linear, com letras gregas
variando de 1 a 2, e letras latinas variando de 1 a 3. Do mesmo modo, as propriedades

geomeétricas da secdo podem ser calculadas como definido no caso linear.

5.2.1.2 Hipotese cinematica

A mesma hipdtese cinematica adotada para o caso linear é, agora, aplicada
considerando ndo linearidade: supbe-se que as sec¢Oes transversais, originalmente
planas e perpendiculares ao eixo da barra (configuracdo de referéncia), permanecem

planas e indeformaveis, porém ndo necessariamente ortogonais ao eixo da viga. Essa
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ndo ortogonalidade é devido a distor¢cdo por cortante, que no caso, ndo leva ao

empenamento da secao transversal.

Na configuracdo de referéncia, um ponto genérico, P, pode ser descrito por uma

funcéo vetorial dada por

f=¢ra

onde

g=de

descreve os pontos do eixo da barra e

r — r
a =Xa€,

descreve a posicéo relativa dos demais pontos de uma secdo transversal.

Na configuracéo atualizada, 0 movimento da barra pode ser descrito por uma funcéo

vetorial x = x(&, t) dada por

X=z+a

onde z = z(¢, t), descreve o movimento do eixo da barra e a = a(¢, t) descreve o

movimento relativo dos demais pontos de uma se¢do. O vetor a é dado por

a=0a" = Xueu

onde defini-se Q = Q(¢;, t), o tensor ortogonal das rotagdes das se¢des transversais, de
modo que, &i = Qe formam uma base ortonormal, chamada de base local mével.

Como dito anteriormente, ez continua perpendicular a se¢do, ndo necessariamente na
direcdo do eixo da barra. As componentes a« = @ - e« na base local movel séo

invariantes, pois au = Xa.
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O tensor das rotacdes das secdes transversais Q pode ser descrito através da formula

de Euler-Rodrigues'’ dada por

send 1 sen’(6/2) e

=l +——06+
Q 0 2 (012)°
onde @ é o tensor anti-simétrico
0 -6, 6,
0= 0, 0 -6
-0, 6, 0

cujo vetor axial é designado por 4, e 8 = ||@ |. As componentes de @ caracterizam 0s

graus de liberdade de rotacdo das seces.

O vetor dos deslocamentos dos pontos da barra é definido como

o=x-¢&

As componentes do vetor dos deslocamentos do eixo da barra, dado por

u=z-4¢

caracterizam os graus de liberdade de translacdo das sec¢Oes transversais.

5.2.1.3 Deformagdes

O gradiente da transformacao ¢ definido e representado por

onde
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= 00
()= e

Derivando cada termo tem-se

OX
- QeiTee & XS+ 0 =2'+ 00
o

onde (-)7 denota a operacdo de transposicdo de um tensor ou matriz. Obtém-se

também, da diferenciacdo da equacdo do vetor dos deslocamentos do eixo da barra,
Z'=e;+u'
Definindo o vetor das deformacgdes como
n=12-e=¢e;+u"—¢e;
e 0 tensor anti-simétrico K = Q'QT, cujo vetor axial é x, pode-se escrever que
X'=z'+Ka=e3+np+xxa

Substituindo na equacéo do gradiente da transformacéo e lembrando que Q = ¢ ®e/,

obtém-se

F=ex®e, +(3+n+xxa)®e;=Q+(n+xxa)

F=Q+yxe;

onde se defini o vetor das deformag6es em um ponto qualquer da se¢do como
y=ntxxa

Utilizando os seguintes vetores

7=Qn =Q7z' e}
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K =Q'x
y'=Qy=nq+xxa

pode-se reescrever o gradiente da transformacdo como

F=Q+(F+Kxa)®el]=Q[l+¥ ®el] (a)

onde | é o tensor identidade.

Indicando a diferenciagdo no tempo por um ponto superposto, a velocidade de um
ponto da barra é dado por

d=X=U+Qa=U+wxa (b)

onde 2= Q QT é o tensor anti-simétrico das velocidades angulares e @ 0 seu vetor

axial (vetor das velocidades angulares). Da diferenciacdo da férmula de Euler-

Rodrigues, obtém-se

w=I0

onde

R
Assim, pode-se escrever
d=U+(I0)xa
Analogamente tem-se que
k=10

e lembrando que Q"/"=I'"T, chega-se a
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k'=r"e

Note que Q'=(K + K£2)Q = (£2' + £XK) Q, pois a ordem de diferenciaco nio altera o

resultado. Portanto, €' = K + K — (X, ou seja,
O=K-—0XK

O gradiente das velocidades € dado ou pela diferenciacdo de (a) no tempo, ou pela

diferenciacédo de (b) no espaco, que resultam em

. 06
F:—:.a:+ il ® er
PY: Q(y 3)

Diferenciando o vetor das deformacdes, na configuracdo de referéncia, obtém-se
J}r — "]I’ +x|’ Xal’
onde

7" =Q" (U~ wx2') = Q[ +2'x (I'0)]

K =Q (k—oxk)=Q e’ =Q"(I'0+10

e a derivada do tensor I” é dada por

1 (sen@ _sen’(012)

= = _ J(a.a')@+
02\ 6 (012

2
1 F sen’(6/2) _3[1_ send

= . J%}(a-a')az +
2 (0/2) 0 )o

02

2
| Lsen (012) 0,+(1_ send

1
L 00 +00
2 (012) 0 jez( +0°6)

Definindo o vetor das deformacdes generalizadas da barra como
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pode-se escrever
é"=BAd

onde

s-|Q" ot zr o
“|lo Q'|o ' r

onde O é o tensor nulo e Z' é o tensor anti-simétrico cujo vetor axial é z', e

Ii @)
o
4=| O |
O I1I—
o

Os vetores de deformagdo aqui apresentados, n" e k', ndo estdo relacionados com 0s
componentes dos tensores de deformagbes usualmente apresentados na teoria de
estruturas como por exemplo o Tensor das Deformacgdes Linear conjugado com o

Tensor das Tensdes de Biot!’.

Embora as deformacdes utilizadas ndo pertengam a nenhuma familia de deformagdes,
elas possuem a propriedade de serem invariantes perante movimentos superpostos de
corpo rigido. Portanto, sdo grandezas objetivas e servem para a formulacdo de

relagdes constitutivas®’.
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5.2.2 TensBes

O tensor a ser empregado no caso ndo linear sera o 1°. Tensor de Piola-Kirchhoff, P,

que é energeticamente conjugado com o gradiente de velocidades F . Esse tensor P

pode ser apresentado por
P=ta® e, eat+7® ey
onde ¢ a forca superficial na secédo transversal, que € dada por
t=Pe;
que também pode ser representado por
T= Ta€a+ O€3

onde 7 s&o as tensdes de cisalhamento e o ¢ a tensdo normal nas sec¢Ges transversais

na configuracdo deformada.

O tensor pode ser escrito também como

t, t), 21
P=|t, t, T,
T, T, o

5.2.3 Equacdes de equilibrio - PTV

5.2.3.1 Poténcia dos Esforgos Internos

A poténcia dos esforcos internos pode ser definida como
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PlzjjpzlidAd(
I A

e lembrando que F = QF + Q(3" ® e}), tem-se que
P:F =P:QF +P:Q(;' ® ¢})

Mas P: QF = PF':.QF e a conservacido do momento angular exige'’ que PF T =
FP T, o que implica em PF': =0, pois € anti-simétrico e o produto escalar de

tensor simétrico pelo anti-simétrico resulta em zero. Logo, pode-se escrever que
P:F=P:Q(;" ®e3)=Q"P: (7' ® &) =QTtr[(;" ® e3)"P] =
0 0 j Lt t, 7

QTtr{|0 0 i ||t, t, 7,|t=(Q"D ;"

00 ||ty 7, o
que sugere a defini¢do do vetor
'=Q'r=w e +oe
que fornece
P:F=7"-5"=7¢"(§ +&"xa")
Pode-se, agora, reescrever a equagdo da poténcia interna como

Pr= [ -5 dAdz =] (04" +m i)
I A I

onde
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A

Vl
n'= [z'dA =Vae] +N e} =| V,
N Jor

1

M
mr:IarxrrdA:Mae;+T e;=| M,
A T

er

Note que as forgas e 0s momentos que realmente atuam na secao sao dados por

<

1

n= IrdA =Qn"=Veea + Nez =| V,
A

=z

Ml

m = IaxrdA =Qm'=Muea + Tez = | M,
A T o

E conveniente observar que 7, n, m, % i e x sdo afetados por movimentos de corpo
rigido. Ja os vetores ndao possuem este problema e, por isso, sdo convenientes na
formula¢ao de equagdes constitutivas. Note também que um vetor ()" tem, na base

fixa, as mesmas componentes que () tem na base movel.

Definindo o vetor dos esfor¢cos generalizados de uma se¢do como

a poténcia dos esforcos internos pode ser expressa por

P :I(O'r'b‘r)dC =Io"-BAd da¢
| |
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5.2.3.2 Poténcia dos Esforcos Externos

A poténcia dos esforgos externos € dada pela seguinte expressao

Pe = J.Uf-é'dCﬂ.E-édA}dg +q - d

ILC A

onde t é vetor das forcas superficiais externas aplicadas na configuracdo atual ou

deformada por unidade de area da configuracdo de referéncia, b é vetor das forcas
volumétricas externas aplicadas na configuracdo atual ou deformada por unidade de

volume da configuracdo de referéncia e g* é dado por

* n* n*
| ]
I'm M

sendo que n*, m* e n* sdo, respectivamente, os vetores forgas, momentos e momentos

modificados aplicados nas extremidades da barra.
Utilizando a expressdo de , é = U+ wxa, tem-se que

Pe=[(M-u+m o)l +q - d = [[m-usm-(9)|ds+q°- d

lembrando que os vetores de forcas e momentos externos aplicados ao longo da barra

por unidade de comprimento de referéncia sdo dados por

ﬁ:jde+j6dA
C A

o

m = jaxde+Iax dA
C A
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5.2.3.3 Equilibrio — Principio dos trabalhos Virtuais

Na formulacédo das equacGes de equilibrio serd utilizado o método variacional, através
do Principio dos Trabalhos Virtuais. Varia¢des das deformacGes sdo definidas por
linearizacdo consistente das deformacbes e sdo também chamadas de deformacdes

virtuais. Pode-se entdo escrever
ogd=BA&A
O trabalho virtual dos esfor¢os internos de uma barra é dado pelas expressdes abaixo
Wi =[(n"- oy +m" oK')AL
|

Wi = (¢"-B4od)dC

O trabalho virtual dos esforcos externos é entdo definido por
We = [ [-0u+ - (I'90)|d¢ +n™ o+ 4" 50

e = (q-od)d¢

onde @ é o vetor dos esforcos externos aplicados ao longo da barra, definido por

O principio dos trabalhos virtuais nos diz que
oW, = SWE
ou, substituindo a expressao de cada termo, tem-se
j[n OU'+m-(I60) —(2'xn)-(I'é0)—n-su—m-(é0)]di —n* su— x50 =0
|
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Efetuando a integracao por partes nos termos com Ju’e (I'66)", chega-se a

[ [F '+ mou —(m'+2'xn+m)-(I66)|d¢ +
+(n=n")-ouly+(I''m-u)-60[ =0

Neste caso, surgem 0s seguintes termos nos contornos

(n—n")-ouly=0

(I'm-pu")-00], =0
As condicbes de contorno naturais, nas quais o0s termos de contorno se anulam, sdo
dadas por
n(0) =n"(0) e n(l) =n"(l)
I"'m(0)=4'(0) e I'"m(l) = p"(l)
Esses termos também se anulam para as condi¢des de contorno essenciais, dadas por

u(0) =u’(0) e u(l)=u’(
&0)=67(0) e &1)=67(I)

A anulacéo dos termos de contorno faz a equacgéo dos trabalhos virtuais resultar em

[ [-(+m)ou—(m'+2'xn+m)-(rs0)]d =0

Como os deslocamentos virtuais generalizados sdo arbitrarios, isto resulta nas

seguintes EquacOes de Euler-Lagrange

nN+n=o

m+z'xn+m=0
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onde o é o vetor nulo.

5.2.4 Lei Constitutiva

A formulacdo da equacdo constitutiva é analoga a que foi realizada para o caso
geometricamente linear, onde serd utilizada novamente uma relacéo elastica linear.
Porém as grandezas utilizadas nas teorias nao-lineares geometricamente devem ser
necessariamente invariantes perante movimentos superpostos de corpo rigido. ¢’ e &
satisfazem esta condicdo de invaridncia e portanto sdo aptos para serem usadas na

formulacdo das equagdes constitutivas, cujas relagdes podem ser dadas por

o' =D&’
onde

[ GA 0 0 0 0 G(S-9,)]
0 GA 0 0 0 G(S$$-5,)

o= 0 0 EA ES, ES, 0

0 0 ES, EJ, EJ, 0

0 0 ES, EJ, EJ, 0
|G(S7-S) G(S;-S,) 0 0 0 G |

é a matriz de rigidez constitutiva da barra no sistema local e S° é 0 momento estatico

relativo ao centro de cisalhamento.

5.25 Operador Tangente

O operador tangente das equacOes de equilibrio, que sera utilizado no célculo da
matriz de rigidez tangente, € dado pela derivada de Fréchet

%(é\NI ~ OWe) = [(¢" B4 +0"-B AU ~G-od) dS
|
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Apds laboriosas manipulacbes algébricas, pode-se escrever a equacdo acima da

seguinte forma

%(&Nl—é\NE): _[[(DBAd).(BAéd)Jr(GAd')-(Aéd)—(Ld)-éd]dg

onde

D= oc" _|on"/og" on'/ok'
Og' om"/op" om"/ox'
é a matriz dos coeficientes de rigidez tangente de uma se¢do transversal, apresentada

anteriormente,

o G, O
G = GL-JI—'Q GH@ GGH'
O G O

€ a matriz simétrica que caracteriza os efeitos geométricos dos esfor¢os internos, e

 _da_[0 O
ad |0 L,

é a matriz que caracteriza os efeitos geométricos dos esforgos externos.

O]

Utilizando os tensores anti-simétricos N, M, A, M, T e B cujos vetores axiais s&o

n,m,a, m, i e b, respectivamente, as submatrizes de G e L serdo dadas por

G,y=—-NT
1 - 1 1
G ZEF M F—Ec(e)(M @+@M)—Ed(0)(@m ®RO+0R®6Om)+

—%e(e)(@2 M®O+0R®60°m)
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G,, =%[I“T(Z’N INZY+(TMT'~T"M )]+

—%c(@)[(N Z'-Z'N)@+O(NZ'-Z'N)+ MO +0' M]+

—%d(@)[@(nxz’)®0+0®@(nxz')+@'m RO+0XO' M+OMRP®O +0' ®Om]+

+%e(0)(@0'm RI+0®OO'M+O'OMPI+0RO'OM+O’ MR +0' ®O*m) +
1 1

—Ee(e)(a-a')(alvl + M@)—E f(0)(0-0)(OMB®O+0®Om)+

+%g(6’)(¢9-6")(02 m®§+0O°m)

L, =%rT[j(TA+ AT)IC + [(BA+ A§)dA]F—%c(9)(I\7@+@ M)+

—%d(e)(@m®0+0®@m)+%e(9)(@2m®0+0®@2m)

Os coeficientes presentes nas equacdes acima sao dados por

c(6)—b(0)—-4d(9)
02
a(6)-2b(0)

02

d(6)—5e(9)
02

b(6)—3c(0)

02

f(0)= e g(0)=

d@@) = e el =

1-a(h)
92

_ 1sen’(012)
2 (012)?

c(9) =

a(0) =%@ e b(0)

Pode-se perceber que a matriz L apenas exerce influencia na matriz de rigidez no caso
de existirem momentos externos discretos ou forcas de volume ou superficie

aplicados na estrutura.
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5.2.5.1 Aproximacao de Primeira Ordem nas RotacGes

Até o presente momento, foram apresentadas apenas equagdes geometricamente
exatas para o equilibrio. Porém, como pode-se perceber, o célculo do operador
tangente, que conduzird a matriz de rigidez tangente, se torna muito complexo

utilizando estas equaces exatas.

O que sera feito aqui € uma aproximacdo de primeira ordem nas rotacGes, com 0
objetivo de tentar simplificar os célculos. As desvantagens desta simplificacdo podem
ser, em alguns casos, problemas de convergéncia ou erros no calculo, por exemplo, da
forca critica de flambagem.

O tensor das rotacGes € simplificado para

Q=1+6

e o tensor 1"é dado por
r=1+=-e

Os vetores de deformagéo passam a ser dados por

7=(1-6)z ¢

K=(1- 1 )N
2

Linearizando-se as equacOes anteriores, a matriz B torna-se

-0 Z' @)

B=
o o 1-i0
O vetor deslocamento pode entdo ser escrito como
d=z+(1 +@a-¢
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Consequientemente, ocorrem alteracdes nos operadores G e L que passam a ser dados

por

O -—Nf O
G=|N" O iMm
0O -iM" O
O O
L=
O O

onde N"e M" sdo os tensores anti-simétricos cujos vetores axiais sdo n" e m'.

Portanto, neste modelo, a primeira aproximacdo em rotacdo faz com que o operador

tangente referente aos esforgos externos nao tenha nenhuma influéncia na rigidez.
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5.3 APLICACAQODO MEF

Neste item, as expressdes obtidas a partir do principio dos trabalhos virtuais serdo
transformadas nas equacOes das forcas desbalanceadas e nas matrizes de rigidez,
atraves da interpolacdo dos deslocamentos generalizados a partir dos valores dos nds
do elemento. Isto é feito com o uso de funcGes de forma lineares e com a escolha de
uma secdo retangular para o elemento. Forgas de volume e de superficie ndo serdo

consideradas, apenas forcas concentradas serdo modeladas.

5.3.1 Elementos Isoparamétricos

Os deslocamentos generalizados das segdes transversais, d, podem ser interpolados

pelos valores dos deslocamentos nos nés do elemento pela relacao
d=Np

onde N = N(¢) é a matriz de interpolacdo e p é o vetor dos deslocamentos nodais

generalizados do elemento de barra, dado por

=i

onde pi representa os deslocamentos do né i

m% H% mC I\)C »—\C

S

A matriz N, por sua vez, contem as funcGes de forma, no caso os polinbmios de
Lagrange, dos elementos isoparamétricos que, para o caso de um elemento com dois

nos que sera utilizado, sdo dados por
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[1¢-¢&)
b=1
Na — b=a

H(ia—ib)

b=a

As coordenadas & sao normalizadas para o intervalo -1 a 1. Assim, tem-se funcdes de
forma lineares, dadas por

[1¢-4)
_ ba _6-6 _¢-1 1.
Nl—ﬁ(é _5)—51_982—_1_1—2(1 $)

b1

[1E¢-¢)
Ny = E:lz :§_§1:§+1:1
ﬁ(fz_fb) 52_51 i+l 2

b=#2

(1+2)

A matriz de interpolacdo N é dada por

N =[N1 N2]

onde

N]_:Nllp s N2:N2|p

e lp € uma matriz identidade 6x6.

A coordenada utilizada na barra, £, varia de 0 a I, o que fornece

£= o 0+8)
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O Jacobiano de £ no caso geral, é dado por

g%
S8 2
Deste modo, tem-se que
Ny NSy 2y
5 6E 6C SE 1Y

Deve-se observar que ao se utilizar elementos isoparamétricos lineares é necessario
efetuar integracdo numérica em um ponto de Gaus, para se evitar o efeito do

enrijecimento, que podera levar a resultados incorretos.

Como dito anteriormente, a secdo transversal escolhida para a implementagéo
numérica é a retangular, apresentada na Figura 54, juntamente com as expressdes

especificas dos parametros necessarios.

X1
4 A =BH
S1=0
S2=0
X< 2 o =HBYL2
I | Ji2=0
B J2o = BH%/12

Jr=Ju+J»

FIGURA 54: SECAO TRANSVERSAL DO ELEMENTO DE VIGA.

5.3.2 Formulacio Matricial

Através da substituicdo dos deslocamentos generalizados pelas interpolacdes dos

valores nodais nas expressées do trabalho virtual, obtém-se
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Fi- o= [[o"-(BAN &)-q-(Nop)ld¢

onde Fi é o vetor dos esforgos internos nodais do elemento. Considerando nulas as

forcas de volume e de superficie, tem-se que

Fi- o= [[o"-(BAND)]dS

onde F, pode ser expresso por

F = I[(AN)T BTs']dS

5.3.2.1 Caso Linear

A matriz de rigidez, para o caso linear, pode ser obtida pela relacéo
Fi=Kp
Utilizando as relacdes demonstradas anteriormente,
o=De e &=B4ANp
A matriz de rigidez pode ser expressa por

k= [[(4N)"B'DBAN]d¢

Apds realizar o produto das matrizes, deve-se integrar numericamente, utilizando um
ponto de Gaus (fungéo de forma linear), as componentes da matriz resultante. Neste
caso, 0 ponto de integracdo € o ponto médio do elemento, ou seja, 0 0 (zero) na
coordenada normalizada de -1 a 1 e 0 peso associado é 2. Com a utilizacdo do
Jacobiano para mudanca de variavel de ¢ para & pode-se integrar as funcdes

resultantes como segue
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| 1
I I
cted¢ =— |ctedé = — 2 cte= I cte
Jeede=g]oede=s
jaeng—ljdeNd§—|2deN(m—lae1(l m-—lde
=_ =_ 1(0) = Z(1-0)= —
T 2d T2 2 2
' 1 |
jaedegzlcw-—(l+0):-—de
0 2 2
jaedeg—ljcmdeg—-LZCmIwzm)—laeé(l—oz-lcw
S 24 2 ' 4 4
' 1 |
jaeNgdgzlde—{1+0Y:-—de
0 4 4
' 1 |
J.cteNlNz d¢=Icte =(1-0%= —cte
5 4 4
A matriz de rigidez linear pode ser apresentada, na sua forma final, como

k1 kz _kl kz
k; k, k, Kk,

k=
_k1T sz kl _kz
sz kI —sz Ky
onde
ki=| O % 0|, ko= —% 0 0f,
0 0 % 0 0O O
L I L |
G—AI+ Edy 0 0 G—AI——EJ“ 0 0
4 | 4 |
ks = 0 G—AI+—EJ22 0 |, ka= 0 G—AI——EJZZ 0
4 I 4 |
0 0 GiJO 0 0 —Gi]O
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5.3.2.2 Caso nao-linear

Ao considerar a nao-linearidade geométrica, a matriz de rigidez sera funcdo dos
deslocamentos dos nds, ou seja, da configuracdo deformada. Assim, utiliza-se a
matriz de rigidez tangente do elemento, definida por

onde P é o vetor de forcas desbalanceadas nodais, dado, no caso geral, por

P= [[(4N)"BT6" -NTqld¢ - o

onde
c'=Deg" e O0€=BAN &

Diferenciando-se a expressdo de P, utilizando as equacdes do operador tangente

apresentadas anteriormente, chega-se a matriz de rigidez tangente, dada pela soma
kT = kc + ke — kL
onde
ke = _[[(A N)" B'DB A4N]d¢ (matriz constitutiva)
|
ke = j [(AN)TG (4N)]d¢ (matriz geométrica)
|

kL = '[[ NTL N]d¢ (matriz de carregamento)
|
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E interessante lembrar que utilizando-se a aproximacdo de 12. ordem nas rotacdes, a
matriz de carregamento se anula, restando apenas as parcelas constitutiva e

geomeétrica no célculo da matriz de rigidez tangente.
Assim como no caso linear, as parcelas da matriz de rigidez tangente devem ser

integradas numericamente em um ponto de Gaus, ap6s a adequada mudanga de

variavel.
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54 IMPLEMENTAGCAOQ NUMERICA

No programa de célculo de vigas também foi utilizada a linguagem FORTRAN, de
modo que foi possivel o aproveitamento de algumas rotinas elaboradas no programa
de trelica. Assim, as rotinas de geracdo automatica de nos e elementos, de aplicacédo
das condi¢bes de contorno, de solugdo do sistema linear, de aplicacdo do método
iterativo de Newton Raphson, de aplicacdo dos testes de convergéncia e de geracao
dos arquivos de saida sdo idénticas ou analogas as utilizadas e apresentadas no caso
da trelica. Deste modo, estas implementacdes ndo serdo apresentadas novamente. O

programa de viga segue a mesma seqliéncia de etapas apresentadas anteriormente.

No arquivo de entrada, ha mudanca nos nomes dos elementos que tornaram-se
“beam2D” e “beam3D”, e existe a necessidade da inclusdo das dimensbes da se¢édo
transversal retangular. As outras principais alteraces serdo detalhadas a seguir e as
rotinas correspondentes do programa se encontram nos Quadros do Apéndice D. O
programa foi construido, de modo a calcular vigas, considerando tanto pequenos
quanto grandes deslocamentos (ndo-linearidade geométrica), com material linear,

submetidas a forcas aplicadas.

5.4.1 Matriz de Rigidez

Tanto para o caso linear como para o ndo-linear, devido a escolha da segéo transversal

e sistema de eixos apresentada no item 5.3.1, a matriz D torna-se

GA 0 0 0 0
GA 0 0 0

0 EA 0 0

0

0 0 EJ,
0O 0 0 EJ,
o 0 0 0 GJ,

O O O o o

0
0
0
0
0
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5.4.1.1 Linearidade geométrica

No caso linear, a matriz de rigidez foi calculada explicitamente, conforme
apresentado no item 5.3.2.1, ou seja, as matrizes, que compdem a matriz de rigidez,
foram multiplicadas analiticamente e entdo, realizou-se a integragdo numérica. Assim,
foi possivel a construcdo da matriz, no programa, componente por componente,

reduzindo calculos computacionais, conforme apresenta o0 Quadro 16 (Apéndice D).

5.4.1.2 Nao-linearidade geométrica

A matriz de rigidez tangente para o caso nao-linear € mais complexa do que a
anterior, principalmente sua parcela constitutiva. Assim, devido a utilizagdo de
integracdo numeérica, o produto das matrizes pode ser realizado dentro do programa,
desde que na formacdo dessas matrizes parciais ja se incorpore 0 método de
integracdo. Isto é feito substituindo, nas matrizes, as varidveis que dependem de ¢
pelos seus valores no ponto £ = 0. Efetua-se a multiplicagdo destas matrizes e o
produto € ainda multiplicado pelo Jacobiano (1/2) e pelo peso (2) proveniente do

método de Gaus.

As variaveis sdo calculadas em & = 0 através das fungdes de forma, resultando em

expressdes como

fE=D+f(E=-1) _f+f,

f(£=0)= 5 .

Os termos diferenciais séo dados por

c_Of 20 _20(Nfy+N ) fi-f,

Toc 1oE | o0& l

A parcela geométrica da matriz de rigidez tangente, Kg, € mais simples devido a
aproximacgdo de 12 ordem nas rotacOes, e pode ser calculada analiticamente e
formada, no programa, componente por componente. Nesta aproximacao, a parcela K.

é nula. Os detalhes da implementacéo sdo apresentados no Quadro 16 (Apéndice D).
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Os resultados obtidos pelo programa desenvolvido (a serem apresentados no item 5.5)
se distanciavam da solucdo tomada como referéncia (resultante do programa
ABAQUS). Isto estimulou a implementacdo das equagdes geometricamente exatas,
desenvolvidas anteriormente, para o problema apresentado. Assim, um algoritmo
especial para simulacdo de flexdo de vigas foi criado, considerando a teoria
geometricamente exata, sem aproximacdes de rotacdo. A mudanga ocorre, nas linhas
de codigo, no célculo da matriz de rigidez. O algoritmo é apresentado no Quadro 17
(Apéndice D).

5.4.2 Balanco de forcas

O célculo das forgas internas é realizado a partir do vetor ¢ (conforme apresentado no
item 5.3.2) que, por sua vez, depende das deformac@es sofridas. No caso linear, estas

deformagdes sdo obtidas a partir da relacdo apresentada anteriormente

e=BANp

Porém, quando utilizamos a teoria ndo-linear, a relacdo obtida entre a deformacéo e os

deslocamentos sofridos € valida para pequenas variacdes destes

SE=BAND

Assim, a relacdo acima é utilizada apenas considerando os deslocamentos de uma
iteracdo, o que faz com que a deformacdo num instante seja dada pela soma das

variacdes de deformacéo das iteracdes anteriores

i =&i-1+ o€

Estes calculos sdo realizados apds a obtencdo da matriz de rigidez constitutiva do
elemento, pois aproveita-se alguns termos necessarios ja calculados. Assim, as linhas
de cddigo do célculo das forcas internas, apresentadas no Quadro 18 (Apéndice D),

pertencem, na realidade, ao loop de elementos do Quadro 16/17.
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5.5 ANALISE DE EXEMPLOS

Assim como apresentado no caso da trelica, algumas simulagdes numéricas foram

realizadas no programa de viga para comparacao com a solucdo analitica ou numérica

provinda de um software de elementos finitos comercial.

5.5.1 Exemplo 1

O primeiro exemplo foi realizado com o objetivo de verificar o correto funcionamento
do programa quando considerados pequenos deslocamentos. Utilizou-se uma viga em
balanco, com uma forca concentrada na extremidade livre, E = 210GPa, v=0, e

secdo transversal retangular 0,02 x 0,05 m, como mostra a
Figura 55.

|
0,5 | ‘ 0,05 ‘

0,02

FIGURA 55: VIGA EM BALANCO UTILIZADA PARA SIMULACAO NO PROGRAMA DE VIGA,

EXEMPLO 1. MEDIDAS EM M.

O deslocamento da extremidade livre pode ser obtido através da equagdo da linha
elastica, que aplicada no ponto considerado resulta em

_ P
3EI

Aplicando um esforco P = 1680N, o deslocamento resulta em & = 0,01m.
Primeiramente, considerando linearidade geométrica e fisica, foram utilizados apenas
2 elementos finitos para representacdo da viga (Quadro 19 — Apéndice F). O
deslocamento obtido pode ser visto na Tabela 12. Em seguida, a malha foi construida

com 10 elementos de viga (Quadro 20 — Apéndice F), com o objetivo de confirmar a
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melhoria na aproximagdo com o aumento do numero de elementos. A configuracao da

viga é apresentada na Figura 56.

FIGURA 56: CONFIGURAGAO INICIAL(TRACEJADO) E DEFORMADA DA VIGA

REPRESENTADA COM 10 ELEMENTOS.

Em seguida, o mesmo caso foi simulado, porém, considerando nao-linearidade
geomeétrica no programa, pois esta analise deve levar aos mesmos resultados quando

tem-se pequenos deslocamentos. A comparacao € feita na Tabela 12.

TABELA 12: COMPARACAO DOS VALORES DOS DESLOCAMENTOS OBTIDOS - EXEMPLO 1.

MEDIDAS EM MM.

Prog. Viga/ Linear Prog. Viga/ Ndo-Linear | Analitico
2el. 10 el. 10 el.
Deslocamento 9.383 9.983 9.934 10
Diferenca 6,5 % 0,17 % 0,66 %

Pode-se observar que a discretizacdo com maior numero de elementos se aproxima
mais do resultado correto, uma vez que a representacdo do continuo é melhorada, de
forma que, o nimero infinito de elementos levaria a uma diferenga nula entre os
resultados numéricos e analiticos. Os valores obtidos indicam o correto
funcionamento do programa para pequenos deslocamentos, mesmo se utilizazndo de

teoria ndo-linear.

5.5.2 Exemplo 2

Neste exemplo serd simulada uma viga em balango sujeita a uma forga axial de
tracdo. A apresenta a viga de 1m de comprimento, de secdo quadrada de 0,05m de
lado, E = 210GPa e v = 0. e é submetida a uma for¢ca P = 40MN (Quadro 21 —
Apéndice F).
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0,05

0,05

FIGURA 57: VIGA ENGASTADA SUBMETIDA A TRACAO, EXEMPLO 2. MEDIDAS EM M.

A malha foi simulada com a utilizacdo de dez elementos e o resultado, correspondente
ao aumento da viga, é apresentado na Tabela 13.

Como forma de comparacdo, pode-se encontrar o valor deste aumento de
comprimento analiticamente

Al = ﬂ =76mm
EA

TABELA 13: COMPARACAO ENTRE VALORES DO AUMENTO DO COMPRIMENTO DA VIGA -

EXEMPLO 2. MEDIDAS EM M.

Prog. Viga/ Linear Prog. Viga / Nao-Linear Analitico

Aumento 0,0762 0,07619 0,076

Diferenca 0,26 % 0,25 %

Como no exemplo anterior, ndo h& quase diferenca entre os resultados numéricos
obtidos com o resultado analitico, independendo do tipo de analise realizada

(linear/ndo-linear) ja que o deslocamento é pequeno.

5.5.3 Exemplo 3

O terceiro exemplo simulado corresponde a mesma viga apresentada na Figura 32
(item 4.2.1), simulada no ABAQUS (20 elementos) e utilizada para comparagdo com
a estrutura trelicada. Trata-se de uma viga em balanco, de comprimento, L = 1m,
modulo de elasticidade, E = 210GPa, coeficiente de Poisson, v= 1/3, e secdo

transversal retangular de 5mm de largura e 100mm de altura.
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Utilizando 20 elementos, e ndo-linearidade geométrica, o exemplo (Quadro 22 —
Apéndice F) foi simulado no programa com 100 incrementos de carga (250KN). Os
resultados obtidos dos deslocamentos (lineares e angular) pelo programa
desenvolvido (Tabela 14) se distanciavam da solugdo de referéncia do ABAQUS.
Como dito anteriormente, foram, entdo, implementadas as equacGes geometricamente
exatas, para flexdo de vigas, sem aproximacdes de rotacdo. Os resultados obtidos,
desta vez, estdo excelentemente proximos aos valores tomados como referéncia, como
pode ser visto na Tabela 14. A Figura 58 apresenta as configuragdes da viga simulada,

obtida pelo programa, neste caso.

TABELA 14: COMPARACAO DOS VALORES DOS DESLOCAMENTOS OBTIDOS - EXEMPLO 3.

MEDIDAS EM M.

dir x2 dir x3 dir &
ABAQUS 0.5959 0.2434 0.9616
0.5349 0.1814 0.9043

Prog. Viga / Aprox Valor
0.5918 0.2441 0.9589

Prog. Viga / Exata Valor
Diferenga 0,7 % 0,3 % 0,3 %

FIGURA 58: CONFIGURAGAO INICIAL(TRACEJADO) E DEFORMADA DA VIGA UTILIZANDO

ALGORITMO “EXATO” — EXEMPLO 3.
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5.54 Exemplo 4

Neste exemplo, a viga bi-engastada da Figura 38, que possui as mesmas propriedades
material/geometria da apresentada no exemplo anterior, apenas com a mudanca das
condicOes de contorno e carregamento, € simulada com 100 incrementos de carga. O
deslocamento vertical do ponto médio da viga é calculado para uma carga neste
mesmo ponto de 2500KN. O resultado é apresentado na Tabela 15 para as duas

rotinas implementadas.

TABELA 15: COMPARAGCAO DOS VALORES DOS DESLOCAMENTOS OBTIDOS - EXEMPLO 4.

MEDIDAS EM M.

Prog. Viga / Aprox Prog. Viga / Exata ABAQUS
Deslocamento 0.0982 0.0988 0.1023
Diferenca 4% 3,4%

Neste exemplo, devido ao deslocamento ser pequeno, em relacdo ao exemplo anterior,
ndo se observa grande diferenca entre a utilizagdo do algoritmo com aproximagao nas
rotacbes e com o algoritmo “exato”. A configuracdes inicial/deformada sao
apresentadas na Figura 59.

FIGURA 59: CONFIGURAGAO INICIAL(TRACEJADO) E DEFORMADA DA VIGA UTILIZANDO

ALGORITMO “EXATO” — EXEMPLO 4.
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© CONCLUSOES

Este relatério apresentou o desenvolvimento do estudo realizado em relacdo ao
comportamento de trelicas e vigas espaciais sujeitas a deformacoes finitas. Aspectos
tedricos sobre trelicas, vigas e sobre o Método dos Elementos Finitos foram
apresentados. Desenvolveu-se também o Principio dos trabalhos virtuais, aplicado

primeiro a elementos de trelica e em seguida a elementos de viga.

A implementacdo da trelica, em linguagem Fortran, foi descrita, e apresentou-se a
listagem das principais rotinas do programa, o qual é capaz de resolver trelicas bi e
tri-dimensionais, com linearidade e ndo-linearidade geométrica e linearidade fisica
por partes. Uma descricdo do método iterativo de Newton-Raphson foi apresentada
assim como as condicGes de convergéncia escolhidas. Por fim, exemplos foram
testados, analisados e, quando considerado adequado, foram comparados ora com
resposta analitica, ora com resultados obtidos através de um programa conceituado de

elementos finitos, de forma que os resultados foram avaliados como excelentes.

Os testes realizados indicaram, portanto, o correto funcionamento do programa de
analise de trelicas desenvolvido neste projeto, tanto de forma qualitativa, quando do
inicio da etapa de simulacdo dos exemplos, como de forma quantitativa, quando da
finalizagcdo dos processamentos com a compara¢do com o programa de elementos

finitos, Abaqus.

No caso da viga, inicialmente, foram implementadas as equac®es lineares e néo-
lineares com aproximacao de primeira ordem nas rotacbes. O programa criado era,
entdo, capaz de calcular vigas bi e tridimensionais, considerando linearidade e néo-
linearidade geométrica e linearidade fisica. Porém, existiam diferencas, ndo
despreziveis em alguns casos de grandes deslocamentos, entre os resultados obtidos
dos exemplos simulados e os tidos como corretos, provenientes de simulacdes no
ABAQUS. Acreditando-se que essas diferencas eram oriundas da aproximagdo nas
rotacbes admitida, foram implementadas as equagOes geometricamente exatas,
simplificadas para os casos propostos. Confirmando a hipoGtese, com 0S novos
resultados obtidos com este algoritmo, as diferencas entre estes e os de referéncia

foram praticamente nulas.
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Pode-se concluir que as teorias ndo-lineares geometricamente exatas sdo muito
robustas e as teorias com aproximacgédo de primeira ordem nas rotacdes ficam com
propriedades nédo-lineares prejudicadas. Apesar disso, uma teoria geometricamente
linear ndo pode ser entendida como uma teoria ndo-linear com aproximacao de

primeira ordem nas rotacoes.

Na teoria com aproximacgédo de primeira ordem nas rotacfes ndo existe a influéncia
dos carregamentos externos na matriz de rigidez tangente, assim como, na teoria
geometricamente exata, quando considerando apenas carregamentos discretos por

forca aplicada.

Nas teorias apresentadas, pode-se utilizar elementos isoparamétricos com qualquer
numero de nos por barra, mas deve-se ter cautela no processo de integragdo numérica
para ndo introduzir incorre¢fes que podem ser causadas pelo nimero de pontos de
integracao a ser considerados.

Durante a andlise dos exemplos, o pos-processamento criado, a parte do conteudo
proposto no cronograma, auxiliou de maneira Unica o entendimento e a critica sobre

os resultados processados.

E interessante ressaltar a importancia de uma anélise ndo-linear na consideracéo de
deformagdes finitas em estruturas, principalmente quando se tratam de grandes

deformag0es e/ou grandes deslocamentos.

Uma andlise adicional foi realizada, com o objetivo de avaliar, numericamente, um
método de discretizacdo de solidos, como vigas, placas e tubos através de elementos
de trelica. Este método, chamado de Método dos Elementos Discretos, € interessante
para se estudar estruturas complexas a partir de elementos simples, como é o caso do
elemento unidimensional de trelica. Os testes mostraram que as respostas obtidas com
a discretizacdo estdo realmente préximas dos resultados provenientes dos sélidos

originais.
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