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POLIIs=

FORMULACAO COMPLEXA DA SERIE DE FOURIER

OU SERIE EXPONENCIAL DE FOURIER

Sintese

x(t) = z X[n]e/nwot

n=—oo

Harménicos X|[n] distanciados Aw = wy = 2m/T

a, — jb a, +jb
Analise a,



POLIIs=

Sinusoidal formulation Exponential formulation
1 o +00 |
Synthesis: | x(t) = §a0 + Z (an cos(nwot) + by, sin(nwot)) X(L) = ZX [n] el ™ot
n=1 n=—oo
2 t1_+_’1‘ l t1+’[ ineont
Analysis: ap = — x(t) cos(nwot)dt X[n] == x(t)e /"0t
T t1 T th
2 th+71T
by, = T x(t) sin(nwot)dt
th

Table 1: Summary of analysis and synthesis equations for Fourier analysis and synthesis.
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Este ndo é um sinal periédico. Queremos pDLI LI:)P

calcular seu espectro usando andlise de Fourier,
mas aprendemos que o sinal deve ser periddico.
O que fazer?

2.5 | .

x(t)

0.5 n
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POLIpe

Assim eu resolvo...

Mas ndo & o mesmo sinal...

2.5

X, (t)
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T T T =m]|HM]||5P

1.5 1

25 T T T T T

n lim xp (t) = x(t)

T0—>oo

0.5 §
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—2T, —T,

—To/2
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—T/2

~T/2

—T/2

4 xq,(0)

T/2

x7,(t)

T /2

x7, (t)

T/2

To/2 t

POLIIs =

PMR 3306 - SISTEMAS DINAMICOS I



Um sinal aperiodico pode ser visto como EhER
um sinal periédico com um periodo infinito. KEY

1 :
X[n] - T_[ x(t)e_]nw(’tdt Aw = (n+ 1Dwy — nw,
n-ésimo harmonico
1 Aw

T 2w
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— Aw , ,
=i 3 2 [ xgersnontar o
T — oo 277:

n=—oo T

Se T — o, o somatdrio — integral,
nwg—> o, 1/T >don/2n

1 ® ® . .
x(t) = —j f x(t)e 71°tdt e/ dw
21 —oo0 J—o0
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POLIpe

TRANSFORMADA DE FOURIER

A transformada de Fourier de um sinal x(t), simbolizada por

Flx()} = X(w)

permite expressar o sinal x(t) ndo periédico, como:

+ oo

X(w) = f x(t)e J@tdt

— OO



POLIpe

A TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER @

1 * ® . .
x(t) = —j j x(t)e 71°tdt e/ dw
2T —o0o J—o00
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FT

Analise

Sintese

+ 00

+00
1 .

x(t) = — f X(w)e’*dw
2T

POLIpe
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Um sinal aperiédico pode ser visto como
um sinal periédico com um periodo infinito. p o LI LIéF
1

T—>00e——>2—encu0—>cu

Sintese

x(t)—— j X(w)e!®tdw

j x(t)e I@tdt

— 00

Harménicos X [n] distanciados

Aw = wg = 2 /T
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g
"eqy,
Do 20
> ; ®Main v
5. /me Time
0'77'3/'/;
\

FT Time Frequency

Domain g Domain
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MAGNITUDE E FASE @,

+ oo

X(w) = f x(t)e J@tdt

— 00

X(w) = |X<w>|eﬂ

Fase do espectro

Amplitude é uma fungdo par e fase é uma fungdo impar!



POLIIs=

+ 00 + 0o +0o
X(w) = j x(t)e J@tdt = j x(t) coswtdt + j f x(t) sin wt dt

X(w) = A(w) + jB(0)=|X(w)|28 = X(w)el¥ —_

em radianos

1X(w)| = V[A()]? + [B(w)]? em graus

B(w)
A(w)

6 = atan §

j eixo real
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oo
VY
e
N
<)

400

A(w) = Re[X(w)] = j x(t) cos wt dt

— 00
+ 00

B(w) = Im[X(w)] = f x(t) sin wt dt

— 00

k)

eixo
imagin




t(sec)

0.5

04 r

031

0.2 |

0.1

0 H

-0.5

POLIIs=

MODULO E FASE

x(t) =0,5cos(2r 10t + w/6)

-0.1

-0.2

-0.3 1

0.4 F

ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ p A saida da FT é um vetor complexo que contém informagdo sobre
a frequéncia do sinal. A magnitude informa a intensidade relativa
dos componentes de frequéncia. A fase informa como os
componentes de frequéncia se alinham no tempo.
REARRRRARERRRARAN b
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
x(t) 0 e
f (I?Iz) b * * e e > f (I(jlz)
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Conventional CT Phase Contrast CT
Dose : 49+1 mGy Dose : 2.0+ 0.1mGy

https://medicalxpress.com /news/2012-10-x-ray-breast-cancer-imaging-dose.html

Vacuum: n=1

Phase shift ¢

Medium: n=1-86+ i3

https:/ /www.itnonline.com/article /spectral-imaging-brings-new-light-ct

Y

Propagation direction z

Imagens extraidas da Internet.
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POLIIs
EXEMPLO 1

*Calcular a transformada da fungdo:

x(t) = e *u (t),a >0 N T T T
08 to|
\ a=15
0.8 H! a=2.0| |
0.7 F .
06 .
£t=0:0.001:10; 05k i
for a=[0.5 1.0 1.5 2.0]
x=exp (-a.*t); 04 i
plot(t,x); 03| .
hold on
end 02F .
legend('a=0.5"', 'a=1.0"', 'a=1.5"', 'a=2.0") o1} .
hold off 0 , : L . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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POLI %
DIAGRAMA DE MODULO

for a=[0.5 1.0 1.5 2.0]
w=-2:0.01:2;
aux=ones (1, length (w)) .*a;
x=1./(aux.”2+w."2);
plot (w,x);
hold on

end

legend('a=0.5"'", 'a=1.0",

'a=1.5", 'a=2.0")
hold off

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
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for a=[0.5 1.0 1.5 2.0]

w=-8:0.01:8;

aux=ones (1, length (w) ) .

x=—-atan (w./aux) ;

plot (w, x) ;
hold on
end
legend('a=0.5",
'a=1.5",
hold off

01-02 de Qutubro de 2019

'a=1.0",
'a=2.0")

DIAGRAMA DE FASE

2

1.5

POLIIs=

a=0.5
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EXEMPLO 2

*Calcular a transformada da funcdo pulso retangular:

1se —T/2<t<T/2
'x(t):{o cé /

x(t) A=1

Essa funcdo é comumente
chamada de

rect(t/T)

f.

~T/2 0 T/2
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sin(wT /2) pDLI LLIDP

X(w)=T T /2 = T sinc (wT/2) g

Largura de banda

X(w) 2w /T




aX—(w)=O—>aa)cosaa)—sincaa)=O pDLI Llép

Jw

Portanto, mdximos e minimos da fungdo sinc correspondem
das intersecgdes com a fungdo cosseno:

0.2 . . . . .
%% Sinais singulares
015 L |l %sinc(x)=sin(pi*x)/ (pi*x)
01k i clear all ; close all ; clc
a=0.1; % a=T/2
< x = —-80:.01:80;
é? 0.05 ymx*a;
S\ oFf | plot(x.*pi,2%*a*sinc(y), 'LineWidth',2)
?; hold on
;?-005- | plot (x.*pi,2%a*cos (pi*y), 'LineWidth', 1)
hold on
-01r | n=-8:1:-2;
n=[n 1:1:8];
015+ | plot((n+l/2).*pi/a,2*a*sinc((n+1/2)),"'*")
hold on
0.2 . | , , , xn=(n+1/2) .*pi/a;
-300 200 -100 0 100 200 300 Zn=a*(~1).7"n./((n+1/2)*pi);
plot(xn,zn, 'o")
1\ 71 xlabel ('$\omega$', 'Interpreter', 'latex"') ;
wn =|n+- —, n > 0 oun < _1 ylabel ('SX (\omega ), \cos (\omega
2 a )$', 'Interpreter', 'latex"') ;
(__1)11 set (gca, 'FontSize',12)
X(wy) = 1 | fAi | |
( n 1)2 N impar ieva a um minimo locCal e
01-02 de Qutubro de 2019 2 a n par a um maXImO Iocal' PMR 3306 - SISTEMAS DINAMICOS 11



| POLIpe

Diagrama de
médulo

i L % /

41T 2T 2T 41T

T — W

T T T

0 se X(w)>0

—1 se X(w) <0

Diagrama de fase Para w > 0: 2X(w) = {

T 2T 41
3 — — W
3 T T
< 41T 27T
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POLIe
AFINAL, O QUE E A FUNCAO SINC?

sinc (x) é o produto de um sinal de oscilagdo sin(x) pela fungdo decrescente 1/x.
Por isso, € um amortecimento da oscilagdo com periodo 27 e amplitude decrescente

1/x
sinc(x) é uma fungdo par de x

sinc(x) = 0 quando sin(x) = 0, exceto
quando x = 0. Isto é, somente quando
x = +m,+2m, +3m, ...

sinc (x)

sinc (0) = 1 (U'Hépital)
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X(w) =T sinc (wT/2)

30

04 1 ! T T T
T =0.02
03[ T =0.2 .
T=1.0
T=2.0
025 - -
—~01F g
3
—
>< o -
01 F ‘ u -
02 =
’03 1 1 1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20
w

POLIpe
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S (. POLI[IS=
0.15 | T =0.20 -
01+ .
3
P
0.05 .
. /\ N\
1 T T T T
_0'0-5150 -160 -5:0 (IJ 5|0 160 150 ”
w 08 T =1.00 A
0.6 |
04} .
3
< a2l |
O - 4
02} .
0.4 ' , . .
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POLIIs=

FT PARA IMPULSO UNITARIO &(t) @

Se x(t) = 8(t),

+00 +

X(w) = f x(t)e I@tdt = S(t)e /¥tdt = 1

—00 (00]

Impulso unitario contém componente em todas as frequéncias.

X(w)=1

x(t) = 6(t)




POLIIs =
| INVERSA DA FT PARA § (w) @,

Se,

X(w) =21 §(w)

Entdo, aplicando-se a equagdo de sintese da FT,

+co e
1 . 1 .
x(t) = — f X(w)e/®dw = — j 2 (w)e’tdw = 1
21T 21T

x(t) =1 X(w) = 27 S(G)T

t 0 )
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INVERSA DA FT PARA §(w — wy)

Se X(w) =21 5(w)
' i\

X(w) =21 6(w — wy)

POLIIs =

Entdo, aplicando-se a equacgdo de sintese da FT,

+o00 (o)
1 . 1 . .
x(t) = — j X(w)e!®'dw = — J 21 §(w — wp)e!®tdw = eJ@ot
21 2T

*Similarmente:
X(w) =2né(w+ wy) & x(t) = e Jwot

*X(0) = 8(w + wo) & x(t) =5-eJ@ot

01-02 de Qutubro de 2019
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POLIIs =

] 216 (w)
eJ Wot 216 (w — wg)
e~ Jwol 26 (w + wg)

rect (t/2a) 2a sinc (wa)



POLIIs=
TRANSFORMADA DE FOURIER DA @'

FUNCAO COSSENO COS w,t

eijt _|_ e_jwot
2

x(t) = coswyt =
X(w)=n[6(w+ wy) + 5w — wy)]

Espectro de sinal cosseno tem dois impulsos em frequéncias positiva e negativa.

oS a)ot x(t) X(w)

] T
. (UO 0 (1)0 w
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POLIpe

FT PARA QUALQUER SINAL PERIODICO

X(w) define a transformada
de Fourier para sinais
periédicos em funcdo dos
coeficientes X[n] da série de
Fourier exponencial.

Ou seja, FT de um sinal periédico é uma versdo amostrada | Resulta em um
espectro discreto com impulsos nos harmoénicos nwy de amplitude igual ao
coeficiente da série de Fourier naquele harménico multiplicado por 2.
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FT PARA UM TREM DE IMPULSQS

Entdo, considere agora um trem de impulso Br,(0)

X(t) = 87,() = ) 6t~ KkTy)

k=—o0

A série de Fourier desse impulso pode ser definida como,

1

x(t) = 2 X[n]e/mwot = X[n] = Tj x(t)e In@ot gt
T

n=-—oo
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POLIIs =

 FUNCEO RETANGULAR @,

*Suponha que a fungdo retangular do exemplo anterior seja estendida e
transformada em uma fungdo periédica...

x(t)z{l’ se  |t|<a
0, se a<l|t|<T/2
x(t+T)=x(t)

2T T
T = 4a, Wo = T = 2a %(6)

i
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X(w)

AT
."f ..‘-
/ "\.I
2

\

\

\

—9wy / \ Qg
. —1lwg /| N\ —3wg/ \ 3w, 2/5 [ L 1w S
- :

—13wy \| / - / 13wg ’

wy

—Swy 5w,

a=1, T = 4aq, wo =1/2

01-02 de Outubro de 2019 PMR 3306 - SISTEMAS DINAMICOS Il



| nlE POLIS e =

-C d

Se x7(t) é a extensdo
periédica de x(t), com o
periodo T, entdo os
coeficientes da
Transformada de Fourier,
Xr(w), de xp(t), e
X(w), de x(t), séo
relacionados por:

2
Xr(@) = X (nwp)
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PROPRIEDADES DA

TRANSFORMADA DE FOURIER

01-02 de Qutubro de 2019

A transformada de Fourier é uma
ferramenta muito valiosa na andlise de
sinais e sistemas no dominio da
frequéncia. As propriedades da FT
fornecem insights valiosos sobre muitas
propriedades ou resultados no
processamento de sinal.
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A propriedade de linearidade ou de superposicdo de efeitos estabelece que

combinagoes lineares no dominio do tempo correspondem a combinagdes lineares no
dominio da frequéncia.

LINEARIDADE

ax(t) + by(¢) > aX(w) + bY(w)
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TRANSLACAO NO TEMPO

Transladar um sinal no dominio do tempo faz com que a transformada de Fourier seja
multiplicada por uma exponencial complexa.

x(t —ty) CT—>FTe_j‘”t0X(a))

Este resultado mostra que retardar um sinal por t; segundos ndo altera o espectro de
amplitude. O espectro de fase, no entanto, é alterado por —wt.
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POLIpe

cos wt atrasado de ty é dado por: cos(wt — wty)

/\
t \/ |

4

AWAWAWAW/
VVV VYV

O principio do desvio de fase linear é muito importante, e vamos

encontrd-lo novamente, por exemplo, filtragem de sinal sem distor¢do.
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S

X ()T
o P
T AT N_/ 2T 2N AT
— _ t _—— w
2 2
T
A1
s 3 T
= > _A_ 2T )
41T 21 0 2T 41T
T T T T
x(t) | 1
T 3T 5T
ol - = = 't
4 4 4
| |
3
< T 167 W
' 3T
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=m|H|| 5P
ESCALONAMENTO NO TEMPO @,

*A compressdo de um sinal no dominio do tempo resulta numa expansdo no dominio
da frequéncia e vice-versa.




POLIIs =

DUALIDADE

—jwt
*Transformada direta e inversa sdo similares! f_oox(t)e dt\
Pequenas diferencgas: o

* O fator 2 que aparece na equagdo inversa x(t)
\ 1 (@ ot /
— | X(w)e/®dt

2T J_ o

Para qualquer relacdo entre x(t) e X(w), existe uma relagéo dual, obtida trocando x(t) e
X(w) (com pequenas modificagdes),

* O indice exponencial com sinais opostos

Base para dualidade de tempo e frequéncia:

x(t) —— X (w)

X(t) — 27 x(—w)
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rect(t/T) = Tsinc (wT/2)

x(t)A X(w)h
1
2T 2T
T T
~T/2 T/2 ¢t R VALV
Tsinc (tT/2) — 2w rect(w/T)
x(t) A CTET X(w)A
2T 21
t t

ARV —T/2 T/2
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9

5(t) ]
] 216 (w)
x(t — ty) X(w)e I@to

x(t)e’ @ot 21 X(w — wg)



POLIIs =

9

| TRANSLACAO NA FREQUENCIA

*Devido a propriedade da dualidade que acabamos de ver...

el @ot x (1) p—. 2 X(w — wy)



gl
"’ﬁrfl I '\ i
mm ||||| I _
il ”'Il‘ll‘ | H ‘H H
m———— s iy Tl' "'H"l"||”||‘ ‘|| | ‘
oprnRssee ".."..'.,.'.."u,nul""'m"ll'n" |'\| H‘\ I \H
g v""wl'l"l'u | || ‘H‘ M
*or i '|l'|||||||| HH‘” H
alil] i
00 ull” |H‘
L]
ST | T . e,
MHH‘W[W PTr .*HHM“”\H‘L £=0:0.0001:5;
”HH|WTWW\ 1,wﬂwu| | w0=30;
o H"“I'ﬁ\ﬁ‘w\r\r .r||‘r|‘\|“‘ | x1=0.5*cos (0.2*pi.*t);
1T IS Al | x2msee.n2e2ri-6;
“I H H‘HH||||||||||I||”||T|\I‘|‘7r\ '||"||I|||||||||||HH“‘ 1l yl=x1l.*cos (wO*pi.*t);
0 “ H“HH|||||||||||||||||'|I..\I;n\ ||H| ||||||||||HH“H “ (| y2 =x2 .*CcoSs (wO*pl *t),
ok ‘“H‘H‘|||I||||||||||LII|J|I,'.,' \III\J\|”||||||||““ H ‘ i plot(t Xl t y:l_ t _Xl)
ool ‘ H H| || “ l |U| |'| [ L\Ll\|ﬂ\|{||| || |‘ |HH ‘ | flgure,
| l:“‘w *LLU””\H | plot(t,x2,t,y2,t,-x2)
03 || g H | ‘ ‘
g T
”“‘H\HUW" w\mm
05 “Jl\ | | | l l LU U

01-02 de Outubro de 2019 PMR 3306 - SISTEMAS DINAMICOS 11



o

x(t)

x(t)

POLIIs=

d
]

/

—x(t) T
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POLIIs =

9

| DIFERENCIACAO E INTEGRACAO

*A transformada de Fourier converte a operacdo de diferenciagdo no tempo na
multiplicagdo por jw na frequéncia.

dx(1)
dt

> JwX(w)

f | x(T)dt > _1 X(w) + 7X(0)0(w)
—oo Jw



POLIIs =

CONVOLUCAO

*A transformada de Fourier da convolugcdo de dois sinais é o produto das
transformadas desses sinais.

w(t) = x(t) *y(t) » W(w) = X(w)Y (w)

*Portanto,

1
w(t) = x(0)y(t) » W(w) = —X(w) * ¥ (w)
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9

O sistema é completamente caracterizado pela fungéo resposta ao impulso, h(t). A
saida y(t), é obtida no dominio do tempo por Convolucdo
(00)

 RESPOSTA IMPULSO E CONVOLUCAO

y(t) = j h(t — t)x(t)dt x(t) SLIT y(t)
o h(t)

Ou, no dominio da frequénciq,

Y(w) = Hw)X(w)

onde H(w) é a resposta em frequéncia do sistema, definida como a transformada de
Fourier de h(t),

Hw) = jh(t)e‘f‘“tdt



TIME DELAY SYSTEM

x(t)

" h(t) = 6(t —tp)

y(6) = x(t = to)

Modelo esquemdtico do atraso de um sistema

X(w)

H(w) = e~ @t

Y(w) = e 790X (w)




POLIIs=

DIFERENCIADOR @

x(t) I v = dx()/dt_
p h(t) A % >

Modelo esquemdtico do diferenciador

X (@) Y(w) =jw X(w) ‘

Hw) =jw




POLIIs=

INTEGRADOR @

() . y(t) = f_oox(r)dr
w0 :

Modelo esquemdtico do integrador

X () Y(w) = X(w)/jw + 7T5(w)f((0)

- Hlw) = _i+7t6(a))
jw




TRANSFORMADA DE FOURIER  [pjmee=s
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POLIIs
EXEMPLO 1

*Calcule a Transformada de Fourier (TF) de

w(t) = x(t)y(¢), Sos] -
*onde, % 4 3 2 4 o 1 2 3 4 s
e x(t) =e *u(t), a>0 1 t

* y(t) = coswyt = |

*Plote a amplitude no dominio da frequéncia t
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POLIIs =

EXEMPLO 2

*Calcule a Transformada de Fourier do sinal modulado w(t) = x(t)y(t), onde x(t) =
rect(%) e y(t) = cos 10t.

1 gz 7 ) .
rect (lr) = {U :ii = % PETEN Tsmc( 22)
x(t)
1 .
) 2 F
cos (wot + ¢) PN 7w (67996 (w + wo) + €795 (w — wo)]

x(t) cos 10t
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N} POLIIEE

AN
,, a \‘
Y 4 4
U4
U4
U4 \
4 \
\
\‘

(1) = x(nT) = 2(£)87(t) = z x(0)8(t — nT)

n=—oo



POLIIs=

DOMINIO DA FREQUENCIA @,
N> ™
- P

—2nB | 2nB ©

\/ : ’
0B f(Ha)

\:L
-




x(t) pOLI Uép

O7(t) é um sinal periédico, e, portanto, pode ser escrito

v

t em fung¢do da série de Fourier,
6r(t) = z X[n]e/nwot
“ST@I L]
- D ] — l —jnwot _ l
T 1 t X[n]—Tf(ST(t)e 0 dt—T
T — 7 T -
° 1 .
_ PRATLE S
AE® = ) x(0) 8(t —nT) e
/ "
/‘, \\ " 1
/ AN Sr(t) = =1+ 2(cos wyt + cos 2wyt + +--)]
T 0
1\\‘ . f(t):% [x(t) + 2x(t) cos wyt + +2x(t) cos 2wyt + -]
\
v t
\
\\w /:!,
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POLIIs=

f(t):% [x(t) + 2x(t) cos wot + +2x(t) cos 2wyt + -]

_ 1 . 1 . 1 .
X(w) = = f x(t)e I@tdt + = J 2x(t) cos wot e/ @tdt + 7 j 2x(t) cos 2wyt e/ @tdt + -+

X(t) = 2x(t) cos wgt
X(w) =X(w-—w)+X(w+ w)

X(w) =X(w) +|X(w — wg) + X(w + wp)| HX(w — 20p) + X(w + 2wq) |+ -+

Espectro de X(w) Espectro de X (w)
deslocado de +w, deslocado de 2w,
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o ‘:\f (t)
\

x(t)

) )

X(w) = lX(a) — Nwy)

1X(w) T

h A@/\“AA

—2nB 27:TB w(rad/s) 27TB a) w(rad/ss

O ' > ! >
B f(Hz) f fi 5 J, f(Hz)
2

01-02 de Outubro de 2019 PMR 3306 - SISTEMAS DINAMICOS Il



POLIIs =

EXEMPLO... @,

. V1 paran=-M,..,0,...,.M
xln] = {O cc




POLIp e
DTFT

10

10

X (92)]
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POLIIs =

TAREFA @,

Considere o sistema da figura abaixo.

x(t) = coswyt )® x(t)
=

/N

1

5 = Z 6(t—nT),T =3

n=—co

Compare a transformada do sinal x(t) com o sinal X(t).
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S os sinais discretos podem ser armazenados e

processados em computadores digitais.

AMOSTRAGEM

01-02 de Qutubro de 2019

“Amostragem é a ponte entre os
mundos do continuo e do
discreto”

Lathi, 2007
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POLIIs=

AMOSTRAGEM

*Discretizagdo temporal do sinal analégico original

12112122111
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x(t)

Amostrador ideal

Sinal
analdgico

:
;
'
"
1
\

x|nT]

2 Wi

[
Sinal

amostrado

POLIIs =

9

COMO ESCOLHER A FREQUENCIA

DE AMOSTRAGEM????



=l |H||5P
DOMINIO DO TEMPO

.'lllf-’

‘“' _}.-“' ® o O {}-""'Slﬂal 2
.x’j O ()"{}__
o9 7 T
OY
OO
00
OO

? — T -t

>/

Figura &Xfrdiéral I FNAMICOS I



POLIIs =

x(t) = cos wt = cos 2nft
W W N A
RV
i = A fi =2

fy = 8f

| AMOSTRAGEM DE SENOIDES




X(@) =0 se o >up AT POLIIS

i | | | | » Subamostragem

—2(DS —g 0 g 20)8 0
ws = 2Wpg
I | | | | (0) Frequéncia de
2w ~0g 0 g 20 Ny quist

» Superamostragem

I | | I I
I I I I |
—(DS 0 (DS 2(‘03 @

—20g
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POLIis =
TEOREMA DA AMOSTRAGEM DE NYQUIST— @

SHANNON

Se um sinal analdgico x(t) tem banda limitada, ou seja, se a frequéncia mais
elevada do sinal é B ou sejq,

X(w) =0 para |f| > B,

entdo, é suficiente uma amostragem a qualquer taxa

f. > 2B



POLIpe

TESTE...

Encontre T, mdximo para correta amostragem de x(t),
A. x(t) = sin(2nt) + cos(5nt + 0,1) + cos(mt)

Bo A
X(w)

gy

—3n —2n —1n 1t 2rnr 37 w

v
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i Sk q (\ n ﬂumﬂazon:n p o LI U \IDP

ENTAO...

U-JUUhUJ |

20 Hz 20 000 Hz Frequéncia

Os sons audiveis pelo ouvido humano tém uma frequéncia entre 20Hz e 20kHz.

Qual o intervalo mdximo de amostragem T, que podemos usar para amostrar um
sinal sem perda de informacdo audivel?

A. 100 pus

B. 50 pus

C. 25uyus

D. 100w us
E. 50m us

F. 25m us
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EXEMPLO

POLIIs =

9

eSonata No 1 In G Minor Presto - Johann Sebastian Bach, amostrada a:

A.
B. 22 kHz
C. 11Hz
D.

E. 2.8 kHz

44.1 kHz

5.5 kHz



EXEMPLO sinc? (3t) === Zriang (2)

2
1 ; ; . . 0.2
S o5l |3
\&/0.5 =
0 == : S 0 :
-04 -0.2 0 0.2 04 -1Q7r 0 1(?7'('
t i w |
x(t) = sinc?(5mt) -5 5 f(Hz)

X(w) =02A (%) BBBBBBB i



Z05¢

IR

-0.4
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Frequéncia de

POLIIs=

amostragem
5Hz
Intervalo de c:mos’rrc:gem- 0,2s
1
X ((‘)) - 20n

1
3
>

0 !

40r 207 @

[
|

—:5 5 f(Hz)
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1 4
\
/
\
/
\
/
\
/
\
/
\
|
\
|
\
/ \
- |
-+~ \
N— ~
S 0.5 // |
A A
l
\
/
\
/
\
/
\
/
\
/
/ \
*\ \ i
0FE=—a—1 ~a A/*\Af
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Frequéncia de

amostragem
10Hz

Intervalo de amostragem: 0,1 s

1
~X(w) = 24 (%)
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POLIIs=

Filtro ideal

2 | 1 I_ - b = _I' | |
| |
1 1
| |
1 1
| |
1 1
| |
1 1
VS 1 1
3 I |
l\/ | |
P! I I
| |
1 1
| |
1 1
| |
1 1
1
O 1 J 1
407 100 0 10~ 407 W
-5 5 f(Hz)
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| \
T 05¢

POLIIs=

Filtro prdtico
4
\
/

0 0.2 0.4
t

<
Frequéncia de

amostragem

20Hz

Intervalo de amostragem: 0,05 s

4(I)7r @
ZX(w) = 44 (%)
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POLIIs =

ALIASING

*Muitos sinais ndo tem largura de banda finita ou ndo conhecemos. Dessa forma,
existe uma grande chance de ocorrer sobreposicdo nas réplicas da frequéncia...
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0

' i
—w, o P 0

Espectro do sinal
amostrado

N
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S / (()3/2 o) —»
Cauda perdida é _
dobrada outra vez Ca?da perdida
. | l
o £ 5 £./2 f. f—
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POLIIs =

: Cauda dobrada distorce
Espectro reconstruido  _: baixas frequéncias

X (@) Cauda perdida resulta em perdas

..
L™

w W —-
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POLIIs =

SENOIDE E ALIASING

*Os seguintes sinais sdo amostrados a uma frequéncia de 4 Hz,

—sin 14t — sin 671t sin2mt sin10mt sin 18wt

Mostre que eles representam todos o mesmo sinal amostrado...
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POLIIs =

EXEMPLO 2

Considere x(t) como a soma de sinais senoidais,
x(t) = 4+ 3 cosmt + 2 cos 2wt + cos 3mt

onde t estd em milisegundos. Determine a frequéncia minima de amostragem para
que ndo ocorra aliasing, i. é, a frequéncia de Nyquist (fy). Para observagéo dos
efeitos do aliasing, suponha que o sinal é amostrado & f /2. Determine o sinal
recuperado x,(t).
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x(t) = coswot == X(w) = n[d(w — wy) + 6(w + wy)] pDLI Llép

B() = ) x(n1) 6t —nT) b X(w) = 7 ¥ K@ )

n

ideal
-4 reconstructor
2T
R T
_____ $ f
-
-1.5 1200.5 5 075 1.5 kHz

<——— Nyquist Interval ——

- 3 x|
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POLIpe

x(t) =5+ 5cosmnt fn/2 =1,5kHz

O T 27T 3T 4T 5T 61 71T 81 9T
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POLIIs =

FILTRO

*Para extrair corretamente a informacdo fundamental do sinal analisado é necessdrio
selecionar as frequéncias de interesse que compde esse sinal. Como fazer isso?

*Com um FILTRO. Filtros sdo SLIT capazes de modificar as caracteristicas dos sinais de
entrada de tal modo que apenas uma parcela especifica dos seus componentes de
frequéncia chega a saida do filtro.

*A resposta em frequéncia do filtro é caracterizada por uma faixa de passagem e
uma faixa de rejeigdo, separadas por uma faixa de transicdo ou faixa de guarda
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Passa baixa POLIIs=

Passa banda (faixa)

: A 1 Wey < |w] < w
t\\/ \ A|H(ou)|:{ ) e1 < |w] < we,

0, Wep < |w] e |w| > we,

_A_J_L‘z_‘:;—‘ I I w’

w C

P It
assa aiid Rejeita banda (faixa)

0 < we : c < we
AIH(a))I={ o w <w A |H(cu)|={0 Wey < |w| < wes

1, wer < |wl e |w| > we,
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POLIIs =

SOLUCAO: FILTRO ANTIALIASING

*As frequéncias altas devem ser eliminadas ANTES da amostragem do sinal. Como?222
*Emprega-se um filtro passa-baixa com frequéncia de corte f;/2.
*Esse filtro é chamado de filtro anti-aliasing.

*O espectro das componentes de baixa frequéncia permanece intacto. Como
perdemos as componentes de alta frequéncia, determina-se a frequéncia de corte
com base nas frequéncias de interesse do sinal e na frequéncia de amostragem.
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POLIIs =

x(1) Xaa(t) Xaa(D)
—>»—  Hg,(w) ——p»— Amostrador —>—

T 67(n)

H(w) Xga(w)
..... \ ... Espectro do sinal
E ™. amostrado
~ Espectro reconstruido ‘
(sem distorg@o em baixas frequéncias) /

_2')5 _(.05/2 w_g'/2\ &:‘s W —
Cauda perdida resulta em
perdas em altas frequéncias

~f/2 /2 fs st
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POLIe =
FILTROS

BESSEL
BUTTERWORTH

CHEBYSHEY
ELLIPTIC 'i,‘.
1

| H(w)|* i

1 0 1 ®
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Proxima aula:

Diagrama de Bode
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